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Vorrede des Herausgebers. 


Der vorliegende erste Band der gesammelten Werke Ja- 
cob Steiner's^ deren Herausgalbe ich auf Veranlassung der Aka- 
demie der Wissenschaften libernommen habe *) , enthSlt die in 
den Jahren 1826 — 1833 veroffentlichten Arbeiten des grossen 
Geometers in chronologiscber Aufeinanderfolge ; der zweite 
Band wird die spater erschienenen bringen. 

Jede einzelne Abbandlung ist vor dem Druck einer sorg- 
faltigen Revision unterworfen und in den Fallen, wo das Manu- 
script nocb vorlianden war, mit demselben verglicben worden. 
Die dabei bemerkten Unrichtigkeiten, mocbten sie nun Druck- 
und Scbreibfehler, Oder grammatikalische und stylistiscbe Ver- 
stosse, Oder auch sacbliche Irrthumer sein, sind iiberall, wo es 
obne wesentliche Aenderung des Textes gesclieben konnte, 
ohne Beifugung einer Bemerkung beseitigt worden; der Leser 
findet aber in den am Schlusse des Bandes befindlicben An- 
merkungen alle Stellen angegeben, die einer sacblicben Be- 
richtigung Oder einer Erlauterung zu bediirfen schienen. 

Die Revision der „Systematischen Entwickelung“ und der 
„geometrischen Constructionen“ hat Herr Professor Schroter, 

*) Vgl. die Vorredo zu dom gleichzeitig crscheinenden ersten Bande 
von Jacobi’s Werken. 
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die der ubrigen Abhandlungen dieses Bandes Herr Professor 
Kiepert besorgt. Beiden Herreii fable ich mich fur die Be- 
reitwilligkeit, mit der sie diese nicht leichte Arbeit iibcniorameii, 
und far die iingemeine Sorgfalt, mit der sie dieselbe durcbge- 
fabrt baben, zum grossteii Dauke vei-pflichtet, deii ich ibiieii 
aucb fur die wesentlicbe Hiilfe schulde, welche sie mir bei 
der Correctur des Druckes und bei der Herstelluug der 
grbsstentbeils neu gezeichiieten Figurentafeki geleistet 

Berlin, 28. November 1880. 

Weierstrass. 
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Einige geometrisclie Satze. 

1 . 

In den Annalcn dor Matliematik yon Gergonne wird der folgende Satz 
bewiesen: 

„Wenn die drei goraden Linien Aa^ Bh, Cc (Fig. 1 ), welche die Eckeii 
zweier in eineiiei Ebene liegonden Dreiecke ABC, abc paarweise verbin- 
den, sich in einem und demselbon Punct S treffen, so liegen die drei 
Scbneidepuncte a [3, a 7 , ^ 7 , in welchen die cntspreclicnden Seiten AB und 
ah, BC und he, CA und ca sich paarweise kreuzen, in einer geraden 
Linio.‘‘ Und mngekehrt: 

„Liegen die Scbneidepuncte ap, ay, Py, in welchen die Seiten zweier 
in cinerlei Ebene liegenden Dreiecke ABC, abc sich paarweise kreuzen, 
in einer geraden Linic: so treffen sich die drei geraden Linien A a, Bb, Cc, 
welche die entsprechenden Eckpuncte der beiden Dreiecke paarweise ver- 
binden, in eincm und demselben Puncte /S.‘‘ 

2 . 

Es findet ein analoger Satz im Raume Statt, aus welchem sich ver- 
schiedene interessante Folgerungcn ziehen lassen, namlich folgender Satz: 

„Troffen die vier geraden Linien Aa, Bb, Cc, Bd (Fig. 2), welche 
die Ecken zweier belicbigen viereckigen Korper ABCJD, abed paarweise 
verbinden, sich in einem und demselben Puncte S: so liegen die vier 
Linien, in welchen sich die entsprechenden Seitonflachen der beiden Korper 
paarweise schneiden, oder die sechs Puncte ap, ay, aS, Py, pS, yS, in wel- 
chen sich die entsprechenden Kanten (AB und ah, AC und ac, AD und 
ad, BC und he, BD und hd, CD und cd) schneiden, in einer und der- 
sclben Ebene (AJ).“ Und umgekehrt: 

„Liegen die vier geraden Linien, in welchen sich die Seitenflachen 
irgend zweier viereckigen Korper paarweise schneiden, zusammen in einerlei 
Ebene (J5): so treffen sich die vier geraden Linien Aa, Bb, Cc, t)d, welche 
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die entsprechenden (d. h. die den gepaarten Seitenflaclien gegeniiber stelicndcn) 
Ecken der Korper paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte 

Denn im ersten Palle dieses Satzes folgt aus der Vorausscteung: dass 
die Ecken der beiden Korper paarweise mit dem Puncte S in goraden 
Linien liegen, unmittelbar, dass je zwei entsprechende Kanten dei beiden 
gegebenen Korper mit dem Puncte S in einer Ebene liegcn. So liegen 
z. B. die beiden Kanten AB, ah offenbar in der Ebene ASB. Dalier 
treffen zwei solche Kanten sich in einem Puncte ap, und mithin sclincidcn 
sich die entsprechenden Kanten der beiden Korper in den scchs Puncten 
ap, a^, a6, p-y, pS, 78. In je zwei entsprechenden Seitenflaclien (z.B. 
ABC, ahe) liegen drei Paare entsprechender Kanten {AB und ah, BC 
und he, CA imd ca)] dalier liegen die drei Durchschnittspuncto (ap, ay, 
p"^) dieser drei Kantenpaare nothwendig in der Durchschnittslinic der bei- 
den Seitenflachen, mithin in einer geraden Linie. Da os aber vior Paare 
entsprechender Seitenflachen giebt, so liegen von den sechs Durchschnitts- 
puncten der sechs Paare entsprechender Kanten, vicr Mai drei in einer 
geraden Linie, woraus folgt, dass diese sechs Puncte zusammen in einer 
und derselben Ebene (E) liegen. 

Der Beweis fiir den zweiten Fall des obigen Satzes ergiebt sich hicr- 
aus von selbst. Ferner wird man bemerken, dass der Beweis des Satzes 
No. 1 unmittelbar aus dem vorliegenden folgt, wenn man annimmt: die 
Seitenflachen AB C und abc der beiden Korper liegen in einerlei Ebene. 


3 . 

Da die Ebene (JE), in welcher die sechs Schncidepuncto dor sechs 
Paare entsprechender Kanten, oder die vier Durchschnittslinicn der vicr 
Paare entsprechender Seitenflachen der beiden Korper liegen, durch die 
Durchschnittslinie (P'yS) der beiden Seitenflachen BCD, heel und durch 
den Durchschnittspunct (otp) der beiden Kanten AB, ah bestimmt ist, so 
behalt sie, in Bezug auf die beiden Korper, dicselbe Eigcnschaft, wemi 
auch die iibrigen Eckpuncte D, C, d, c, ohne aus den zugehdrigen Ebencn 
BCD, bed herauszutreten, und ohne aufzuhoren, paarweise mit dem 
Puncte S in geraden Linien (SdD, SeC) zu liegen, ihre Lage beliebig 
andern. Daraus folgt Nachstehendes: 

„Smd irgend zwei Ebenen bed, BCD und drei beliebige Puncte 8 , 
a, A, die in einer geraden Linie liegen, gegeben, und man zieht aus einem 
der drei Puncte, z. B. aus 8 , eine willkurliche Linie SdD, welchc die 
beiden Ebenen in den Puncten d und D schneidet, und verbindet diese 
beiden Punkte d und D mit den beiden iibrigen gegebenen Puncten u, A 
durch die Linien da, DA: so ist der Ort des Durchschnittspunctos (a 8) 
dieser beiden Linien eine bestimmte Ebene (E), welche durch die Durch- 
schnittslinie (p^o) beiden gegebenen Ebenen geht“ Und amgckohrt: 
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„Sind clrei beliebige Ebenen BCD, hcd und (J?), die sich in einer 
geradcn Linie (Py 8) scbneiden, nebst zwei beliebigen Puncten a ge- 
geben, und man zielit aus einem willldirlichen Puncte (a8) der einen Ebene 
(jK), durch die beiden gegebenen Puncte zwei Linien, welclie die beiden 
iibrigcn Ebenen in don Puncten cl scbneiden: so liegen diese beiden 
Puncte Dy d iminer mit einem und demselben Puncte S in einer geraden 
Linie, und es liegt dieser Punct S zugleich mit den beiden gegebenen 
Puncten a in einer geraden Linie; oder: 

„Nimmt man in der Ebene (S') eine willkiiiiiche Linie (ayS) an, legt 
diu'cli dioselbe und durcb die beiden gegebenen Puncte (J., d) zwei Ebenen, 
welclie die beiden iibrigen gegebenen Ebenen BCD, hed^ in den Linien 
DC, dc sclmeidcn: so liegen diese beiden Durchschnittslinien in einer 
Ebene, und diese Ebene gelit immer durch einen bestimmteii Punct /S, wel- 
cher mit den beiden gegebenen Puncten (J, a) in einer geraden Linie liegt, “ 

4. 

Hieraiis folgt weitoj*, dass der obige Satz No. 2 noch allgemeiner Statt 
iindot, niimlicli, dass or nicht bios fiir zwei viereckige Korper, sondern 
fiir ;je zwei vielseitige Pyramiden gilt; man schliesst liieraus folgenden Satz: 

„Trebbn die geraden Linien, welclie die Eckpuncte irgend zweier 
n seitigen Pyramiden paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte 
B zLisaninien, so liegen die Durclisclinittslinien dor entspreclienden Seiten- 
flaclion der beiden Korper, so wic aucli die Durchschnittspuncte der ent- 
sprccliendcn Kaiiten, (diese Durclisclinittspunctc liegen in jenen Durcli- 
sclinittslinicn) zusammen in einer und derselben Ebene/‘ Und umgekelirt: 

„Liegon die Durclisclinittslinien, in wolclien die Seitenflachen zweier 
7h seitigen Pyramiden, paarweise genommen, oinander sclmeidcn, oder liegen 
die Durclisclinittspunctc, in welchen die paarweise genommenon Kanten 
zweier n seitigen Pyramiden einandcr scbneiden, zusammen in einer und 
derselben Ebene: so trelibn sich die geraden Linien, welclie die entsprechen- 
den Ecken dor beiden Korper paarweise verbinden, in einem und demselben 
Puncte /S.“ 

5. 

Man kann die obigen Siitze auch mit anderen Worten wie folgt ausdriicken: 

„Sind Aj a die Scheitcl zweier beliebigen gegebenen Kegel (vom 

Grade), deren Grundllachen in den Ebenen BCDy hcd liegen, und 
liegen die beiden Grundllachen ausserdom in einem Kegd, dessen Scheitel S 
mit den Scheiteln A^ a der gegebenen Kegel in einer geraden Linie liegt: 
so scbneiden sich die beiden gegebenen Kegel (iiber ihre Grundflachon 
hinaus verlangert, wenn es erfordcrlich ist) in einer ebenen Curve, deren 
Ebene (D) durch die Durchschnittslinie (PyS) dor Grundflachon der beiden 
gegebenen Kegel geht.“ Oder was dasselbo ist: 
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„Liegen die Sclieitel a, A dreier Kegel Grades) in einer ge- 
raden Linie SaA, und schneiden irgend zwei dieser Kegel den drittcn 
in zwei ebenen Curven: so schneiden aiich diese beiden Kegel einander in 
einer ebenen Curve, und die Ebenen dieser drei Durchsclinitts-Curven 
schneiden sich zusammen in einer und dersolben geraden Linie/‘ Und 
umgekehrt; 

„ Schneiden sich die Mantelllachen irgend zweier gegebeiien Kegel 
(^teii (Ji-ades) in einer ebenen Curve, deren Ebene zugleich durch die Durch- 
schnittslinie der beiden Grundflachen der Kegel gelit: so liegcn die beiden 
Grundflachen der gegebenen Kegel zusammen in eineni dritten Kegel, 
dessen Scheitel mit den Scheiteln der beiden gegebenen Kegel in einer 
geraden Linie liegt.‘‘ Oder was auf dasselbe hinaiiskommt: 

„Schneiden irgend zwei gegebene Kegel a) einander in einer 
ebenen Curve, und man nimmt in der Ebene (E) dieser Curve cine will- 
kiirliche Linie (pyo) an, legt durch diese Linie zwei willkurlichc Ebenen, 
welche die gegebenen Kegel respective in zwei ebenen Curven schneiden: 
so liegen diese beiden letzten Curven immer zusammen in einein Kegel, 
dessen Scheitel S stets in der geraden Linie (A a) liegt, welclie durch die 
Scheitel der beiden gegebenen Kegel geht“. 

6 . 

Da man einen Cylinder als einen Kegel ansehen kann, dessen Sclu‘iiel 
in unendlicher Entfernung liegt, so gclten die obigen Siitze in gieichem 
Sinne auch fiir Cylinder und lauten in diesein speziellen Fallc wie Iblgl,: 

„Sind die Kanten dreier gegebenen Cylinder Grades) mit (*in(n- 
Ebene parallel, und schnoidet jeder von zwei derselben den dritten in 
einer ebenen Curve: so schneiden sich auch diese beiden Cylinder in 
einer ebenen Curve, und es schneiden sich die Ebenen dieser drei g(v 
nannten Curven in einer und derselben geraden Linie.^'^ Und umgekehrt: 

„Schnoiden zwei beliobige Cylinder Grades) einander in einer 
ebenen Curve, und man nimmt in der Ebene (E) dieser Curve eiiie will- 
kiiiiiche Linie (PyS) an, und legt durch diese Linie zwei willkiiriich(‘, 
Ebenen, welche die gegebenen Cylinder respective in zwei ebenen (kirven 
schneiden: so liegen diese beiden lotztgenanntcn Curven zusammen in 
einem dritten Cylinder und die Kanten dosselbcn, nobst den Kanten d(u‘ 
beiden gegebenen Cylinder, sind stets mit einer mid derselben El)eni5 
parallel.‘‘ 

. 7 . 

Ein anderer besondercr Fall ist derjenige, wo man die vorhin betrach- 
teten Kegel auf den zweiten Grad beschriinkt In diesem Fallc linden btii 
den obigen Betrachtungen noch verschiedene intcrossantc Umstande Stati. 

Zuerst kann namlich bemerkt werden: 
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I. „Beriihrt von zwei Kegeln vom zweiten Grade jeder beide Flaoben 
eines und desselben Flachenwinkels : so sclineiden diese beiden Kegel ein- 
ander in zwei ebenen Curven (zweiten Grades).^ 

Denn man stelle sich zwei Kegel a und zwei Ebenen e von 
denen jede jene beiden Kegel beriihrt, vor: so beriihrt z. B. die Ebene E 
jeden der beiden Kegel A, a in einer geraden Linie; und in dem Puncte 
in welchem diese beiden Linien sich schneiden, beriihrt sie beide Kegel 
zugleich: eben so beriihrt die andere Ebene e beide Kegel zugleich, in 
einem Puncte Man denke sich ferner dui'ch diese beiden Puncte P, p 
und durch irgend einen Punct welcher im Durchschnitte der beiden 
Kegelflachen liegt, eine Ebene E^ gclegt: so wird diese Ebene E^ von den 
beiden Kcgelilachen A, a in zwei Curven zweiten Grades C, c, und von 
den beiden Ebenen E, e in zwei geraden Linien I geschnitten, und es 
beriihrt nothwendig die Linie L beide Curven Cy c zugleich, in dem 
Puncte P, so wie die Linie I dieselben zugleich in dem Punkte p beriihrt, 
und nothwendiger Weise gelion auch beide Curven Cy c durch den Punct 
q. Da os aber bekanntlich unmoglich ist, dass zwei Curven vom zweiten 
Grade Cy Cy einander in zwei Puncten Py p beriihren und ausserdem noch 
in einem Puncte (j* sclineiden, so folgt, dass die beiden vorausgesetzten 
Curven Cy c oin imd dioselbe Curve sind, in welcher die beiden Kegel- 
Iliichen Ay a sich scheiden. 

Da aber, wie sich aus dor Anschauung orgiebt, der Dm’chschnitt der 
beiden Kcgelilachen aus zwei Theilen besteht, so ist jeder dersolben eine 
ebene Curve, und daher sclmoiden sich die beiden Kegel Ay a unter den 
vorausgesetzten Bedingungen, in zwei ebenen Curven zweiten Grades. 

Aus dem voiiiegenden Satze folgt unmittelbar dor nachstehende: 

II. „Wcnn irgend zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer 
ebenen Curve C schneiden, so schneiden sie einander, im Allgemeinen, 
noch in einer zweiten ebenen Curvo.“ 

Denn wenn zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer ebenen 
Curve C schneiden, so kann man im Allgemeinen diu*ch die Linie, welche 
die Schoitel der Kegel vorbindet, immer zwei Ebenen legen, von denen 
jede die gonannte ebene Durchschnitts-Curve Cy und somit beide Kegel be- 
riilirt, wodurch also die Wahrheit des gegenwartigen Satzes unmittelbar aus 
dem vorigen Satze folgt. Geht aber die Linie, welche die Scheitel dor Kegel 
vorbindet, durch den von dor genannten Curve C cingeschlossen'en Raum, so 
dass koine Ebene beide Kegel zugleich beruhren kann, so kann der vorlie- 
gende Satz dennoch auf obenso einfacho Weiso, durch Hiilfe der harmonischen 
Proportion, ganz allgemein bewiesen werden, welches wir im Zusammenhange 
mit andern ahnlichen Betrachtungen, an einem anderen Orte zeigen werden. 

Hioraus folgt, dass wenn die in den Satzen No. 5 vorkommonden drei 
Kegel vom zweiten Grade sind: so schneiden sie sich, unter den dortigen 
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Bedingungen, paarweise in sechs ebenen Curven. Um bei den \veiteren 
Folgemngen aus diesen Satzen der Einbildnngskraft zu Hillfe zii koinmen, 
nehme man an: Fig. 3 sei der Schnitt einer Ebene mit drei Kegeln vom 
zweiten Grade, deren Scbeitel in einer geraden Linie liegen, und welclie 
einander in seeks ebenen Cnrven schneiden: namlich S, a, A scion die 
Scbeitel, und die drei Winkel BSE, seien die Durclischnitte 

der Ebene mit den drei Kegeln: so gehen die Ebenen der bciden Curven, 
in welcben die bei den Kegel S und a einander schneiden, durch die bci- 
den Linien be und de; eben so gehen die Ebenen der beiden Curven, in 
welchen sich die beiden Kegel S und A schneiden, durch die bciden 
Linien JBC und DE; desgleichen gehen die Ebenen der bciden Curven, 
in welchen sich die Kegel a und A schneiden, durch die Linien 

Nun schneiden sich, zufolge des obigen Satzes (No. 5), die drei Ebenen 
hcy BC xmd Py (d. h. die oben genannten Ebenen, welchc respective durcli 
die in der Figur verzeichneten Linien hc^BC und gehen) in einer Linie 
Lj (welche die Ebene der Figm' in dem Pimcte Lj sclmcidet); nacli chnn- 
selben Satze schneiden ferner auch die drei Ebenen he, DE und so cin- 
ander in einer Linie Lg, desgleichen die drei Ebenen de, B(J und 3s in 
einer geraden Linie L.^, und eben so schneiden die drei Ebenen ed, ED 
und Py einander in einer geraden Linie 

Bemerkt man ferner, dass, wenn z. B. die bciden Linien Lj, E, 
welche in eineiiei Ebene he liegen, sich in eincm Punctc P trojlbn, als- 
dann nothwendig die fiinf Ebenen he, BC, DE, p-y, 3s durch dic^sen niiin- 
lichen Punct P gehen, und dass daher nothwendig auch die scclisic^ Ebene 
de, so wie auch die beiden iibrigen Linien L.^, durch dcnscll)en Punct 
P gehen: so scliliesst man daraus, dass die scchs Ebenen be, de, B(<, DE, 
py, 3s, so wie auch die vier Linien L^, im Allgemcincn immer 

in einem und demselben Puncte P zusammentrefibu, und nur in deni bo- 
sonderen Falle, wo dieser Punct sich ins Unendliche ontfernt, mit einer 
und derselben geraden Linie parallel sind. 

Aus alien diesem zusammengenommen zieht man folgenden Safy/^): 

III. „Liegen die Scbeitel S, a, A dreicr gegebonon Kegel BBE, 
paS, ^As vom zweiten Grade, welche einander in ebenen Curven schnei- 
don, in einer geraden Linie SaA: so schneiden sich von den seeks Ebenen 
(he, de, BC, DE, ^^^ 0 ^ der sechs Durchsclmitts-Curvcn, vier Mai drei 
in einer geraden Linie (L^, L^, L^, LJ, und alle socks Ebenen, so wie 

*) In Bezng anf die Durch schnittsiigtir schliesst man daraus don folgondcn Satz; 

j, Liegen die Scheitol S, a, A dreier geradliniger Winkel BSJS, pa 8 ,. wtdcho 

in einerlei Ebene liegen, in einer geraden Linie so schneiden sich von den sechs 
Diagonalen be, de, BC, DE, py, os der drei Vierecke bdee, BDCE, poye, welche j(5U(5 
Winkel paarweise mit einander bilden, vier Mai drei in einem Punctc, uilmlich in den 
vier Puncten Li, L^, L^, 
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aiich dieso vier Linicn Lg, schneiden einander, zusammen in 

einem mid demselben Punctc P (oder sind zusammen mit einer und derselben 
geraden Linie parallel). “ 

8 . 

Die in dem Vorliegenden (No. 7) enthaltcnen Satze iiber die Kegel 
vom zwciten Grade, sind nur spozielle Falle von folgenden allgemeinern 
Satzen Tiber die Flachcn vom zweiten Grade tiberliaupt, welche wn olme 
Beweis hinzufiigen, und welclie an einem andcren Orte, dmnli eben so ein- 
faclie geometrische Betrachtungen bewiesen werden sollen. 

I. „Wcnn zwei beliebige Fliiclien zweiten Grades einandor in einer 
ebencn Curve schneiden: so schneiden sic sich im Allgemeinen noch in 
einer zweiten ebenen Curve. “ (II. Satz No. 7.) 

IL „Zieht man aus einem Puncte S alle moglichen geraden Linien, 
welclie eine gegebene Fliiche vom zweiten Grade beriiliren, so liegen alle 
diese Linien in einer Kcgelflache zweiten Grades, und alle zusammen be- 
riihren die gegebene Fliiche in einer ebenen Curve vom zweiten Grade. “ 

Oder mit andern Worten: 

„Logt man an cine gegebene Fliiche zweiten Grades, aus einem ausser- 
halb derselben bcliebig aiigenominenen Puncte S, einen Beriihrungskegel 
an diosclbo, so ist dioser Kegel vom zweiten Grade, und berillirt die ge- 
gebeno Fliiche in einer ebenen Curve vom zweiten Grade.“ 

III. „Beruhrcn zwei beliebige Fliichen vom zweiten Grade einander 
in inelir als zwei Puncten: so beriihren sie einander in einer ebenen Curve 
voin zweiten Grade.“ 

IV. „Beruhren zwei beliebige Fliichon vom zweiten Grade cine dritte 
solche I'lacho in ebenen Curven: so sclmeiden sie sich in ebenen Curven.‘‘ 

Da zwei Ebenen zusammengenommen als eine Fliiche vom zweiten 
Grade zu betrachteu sind, so ist der erste Satz No. 7. ein speziellor Fall 
des gegenwartigen. Ein anderer speziellor Fall ist folgender: 

„Jcdc zwei Cylinder vom zweiten Grade, welclie zugloich entweder 
zwischen oder ausserhalb von zwei parallelen Ebenen liegen, (also elliptische 
Oder hyperbolische Cylinder sind) mid diese Ebenen beriihren, schneiden 
einander in zwei ebenen Curven vom zweiten Grade. “ 

V. „Zwei beliebige ebone Curven, welchc in einer und derselben 
Fliiche zweiten Grades liegen, bestimmen zusammen zwei Kegel vom zweiten 
Grade, d. h., die beiden Curven liegen zugleich in zwei bestimmten Kegeln 
zweiten Grades.‘‘ Oder mit anderen Worten: „Bewegt man eine Ebone, welclie 
zwei ebone Curven beriihrt, die in einer und derselben Fliiche zweiten Gra- 
des liegen, so dass sic die beiden Curven immerfort beriihrt: so geht dieso 
Ebene immer durch oineii bestimmten Punct Sy und dieser Punct S ist der 
Scheitel eines Kegels (zweiten Grades), welcher durch die beiden genannten 
Curven geht, und welcher stets von dor Ebone beriihrt wird,‘‘ Da aber die 
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Ebene auf zwei verscHedene Arten an die beidon Curven gelegt werden 
kann, so liegen die beiden Ciu’ven ziigleicli in zwei bestimmton Kegeln. 

Insbesondere foigt hieraus: 

,,Macht man in irgend oinem gegebenen Kegel zweiten Grades zwei 
beliebige ebene Schnitte: so liegen die beiden Durclischnitts- Curven zii- 
gleicli in einem anderen Kegel vom zweiten Gradc.“ 

Ferner kann aus dem obigen Satze der folgcnde abgeleitet werden: 

„Legt man durch einen willkiirliclien Piinct P, in ciner Flaelie voin 
zweiten Grade eine Beriilirungsebenc (jE), und ferner aus dcmsclben Puncf 
Py durch beliebige ebene Curven, welche in der Flacho liegen, Kegel: so 
schiieidet jede Ebene, welche mit der genannten Beriihrungsobene (i?) pa- 
rallel ist, alle diese Kegel (sammt der gegebenen Flache) in almlichen 
Curven zweiten Grades/^ Oder mit andern Worten: 

jjProjizirt man aus einem willldirlichen Puncte P, der in ciner gc- 
gebenen Flache vom zweiten Grade liegt, beliebige ebene Ciu'ven, welche 
in derselben Flache liegen, auf eine Ebene, welche mit der in doin Punct 
P an die Flacho gelegtcn Beriihrungsebene parallel ist: so sind die Pro- 
jectionen sammtlich ahnliche Curven vom zweiten Grade. “ 

VI. „Wenn von drei boliebigen gegebenen Flachen zweiten Grades, 
je zwei einander in ebenen Curven schneiden: so schneiden sich von <len 
sechs Ebcncn dicsor sechs Durchschnitts-Curvon [je zwei Flachen schneiden 
einander in zwei ebenen Curven ([.)], vier Mai drei in eiiior geraden Linie, 
und alle sechs Ebenen, oder diese vier geraden Linicn schneiden sich zu- 
sammen in einem und demsclben ’ Puncte PP 

Der Beweis dieses Satzos foigt aus (V. und No. 7. 111.). 

Aus dem vorliegenden Satze kann Icicht dor folgcnde abgelcitci werden. 

VII. „W.Gnn in einor Ebene irgend zwei beliebige Curven zw<uten 
Grades gegeben sind, und man legt durch jede derselben eine willkurliche 
Flacho zweiten Grades, jodoch so, dass die beiden Flachen einander in zwei 
ebenen Curven schneiden: so schneiden die Ebenen dieser beiden Durcli- 
schnitts-Curven die gegebcuo Ebene in zwei constanten Linien IP 

Diese beiden Linien L, I haben in Bezug auf die beiden gegobeneu 
Curven cine der merkwiirdigsten Eigenschaften zweier beliebigen Kegel- 
sclmitte in einorlei Ebene. Nimmt man namlich in ciner der l)ciden Linien 
/j, I (z. B. Fig. 4.) einen willkiirlichen Punct P an, legt aus diesem Punct 
an jede der beiden* gegebenen Curven, zwei Tangeuten, welche die Curven 
in don vier Puncten B und a, b beriihron, verbindet ferner diese vier 
Puncte A, JB, a, h paarweise durch sechs goradc Linien, von donen sich 
Aa und Bb in einem Puncte 8, Ab und Ba in einem Puncte P, und 
AB und ab m einem Puncte Q schneiden: so bleiben die Puncte 8 und 
T constant, wie auch dor angenommenc Punct P unter dor festgesetzten 
Bedingimg seine Lage iindert; dagogon ist der Ort des Puncts Q, dicsclbe 
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gcrade Linie L odor 1^ in welcher sicli dor Pimct P befindet, Liegt dor 
Punct P im Durchsclmitt (D) dor beiden Linien L, 1: so liegen die vier 
Beriilixungspuncte 6 ^, der aus demselben an beide Curven ge- 

legtcn Tangenten, in einer geraden Linie, welche diirch die beiden Puncte 
S iind T geht; diese Eigenschaft kommt nur diesem Pnnct D zu. 

Ferncr: Legt man die vier gemeinschaftlichen Tangenten an die beiden 
gegebenen Curven (d. h., diejenigen vier geraden Linien, von welchen jede 
beide Curven zugieich beriihrt): so schneiden sich zwei derselben in dem 
gcnannten Puncte >S und die beiden iibrigen in dem Puncte T. Demnacli 
kann init Hiilfo der beiden Linien I die Aufgabe: 

„An zwei gegebeno, in einerlei Ebene liegende Kegelsclinitte eine ge- 
inoinschaftliclie Tangente zu legen,“ leicht gelost werden, eine Aufgabe, 
welclie ineines Wissens bis jetzt noch nicht gelost ist. 

Endlicli kann nocli liinzugefiigt werden, dass, im Fall die gegebenen 
Curven einander in vier Puncton B, Q D schneiden, droi Systeme von 
zwei solchen zusammengehorigen Linien I vorhanden sind. Namlicli 
jede zwei von den sechs gemeinschaftlichen Sehnen der beiden Curven, 
welche zusammon durch alio vier Schneidepuncte A, B, C) D gehen (also 
AB und CJDy AC und BD^ AD und BC) sind oin solclies Linien-Paar L, L 

VIIL „Der Ort des Scheitels oines geraden Kegels vom zwciten Grade, 
welcher eine dor Grosso und Lage nacli gegcbone Flaclie vom zwoiten Grade 
in einer ebenen Curve beriihrt: ist eine ebene Curve vom zwoiten Grade.^^ 

Ist z. B. die gegebone Fliiche oin Ellipsoid: so ist dor Ort des Scheitels 
dcBjenigen geraden Kegels, welcher diese Fliiche in einer ebenen Curve 
beriihrt, eine Hyperbcl. Diese Hypcrbel hat folgonde merkwiirdige Be- 
zieh ungen zu dem Ellipsoid: 

a. Die Hyperbel liegt in der Ebene {AC) der kleinsten ((7) und 
grdsston Axe (A) des Ellipsoids; ihro Hauptaxe liegt in der grossten Axe 
(J) des Ellipsoids, und ihi- Mittelpunct fiillfc mit dem Mittelpunct des 
Ellipsoids zusammon. 

p. Die Axen der Hypcrbel sind der Grosso nach gleich den Excen- 
tricitiiten derjenigon beiden Ellipsen, in wolchon die beiden Ebenen der 
Axon(H/7), (BC) das Ellipsoid schneiden. Sind also hy a die halben 
Axen des Ellipsoids, so ist die Gloichung der Hypcrbel: 

wo die Coordinaten Wy z respective mit den Axon Ay C des Ellipsoids pa- 
rallel sind. 

7 . Die Hyperbel schneidet die Oborllache des Ellipsoids in denjenigen 
vier Puncton, in welchen diese Flache von vier Ebenen beriihrt wird, die 
mit Ebenen parallel sind, welche das Ellipsoid in Kreiscii schneiden. 

Eine andcro sehr merkwiirdige Eigenschait dieser vier Puncte, in 
welchen die Hyperbel die Obcrllache des Ellipsoids schneidet, und welche 
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Monge ^jOmhilics^‘ nennt, wird von ilim bewiesen {Application de V Ana- 
lyse d la Geometric § XVI. p. 121). 

Ein gegebenes Ellipsoid kann also nnr von zwei geraden Cylindern 
(zweiten Grades) in ebenen Curven bertilud werden; die Axen dieser beiden 
Cylinder bilden die Asyinptoten der genannten Hyperbel. 

IX. Bekanntlich bestimmt jeder Kreis, in der Oberflache einer Kugel, 
mit deren Mittelpunct zusammen, einen geraden Kegel; und umgekehrt: 
jeder gerade Kegel, dessen Scbeitel im Mittelpuncte einer Kugel liegt, 
sclineidet die Fliiclie der Kugel in zwei Kreisen. Dieser Satz. findet aber 
nicht bei der Kugel allcin, sondern allgemeiner, wie folgt, Statt. 

„Drelit man irgend eine Cui've vom zweiten Grade um ibre Hauptaxe 
(in welcKer die Brennpmicte liegen), so beschreibt sie eine Flaclie zweiten 
Grades, welclie mit der beschreibenden Curve einerlei Brennpuncte hat, 
und jede beliebige ebeiie Curve, welche in dieser Flache liegt, bestimnit 
mit jedem der beiden Brennpuncte einen geraden Kegel, Umgekehrt: jeder 
gerade Kegel, dessen Scheitel in einem der beiden Brennpuncte liegt, 
sclineidet die genannte Flache in zwei ebenen Curven. “ 

1st die erzeugende Cmwe eine Parabel, so ist einer ihrer Brennpuncte 
unendlich weit entfernt. Jede ebene Ciuwe also, welche man in diesem 
Falle in der genannten Flache annimmt, liegt in einem geraden Cylinder 
(zweiten Grades), dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist; und umgekehrt: 
jeder gerade Cylinder zweiten Grades, dessen Axe mit der Drehaxe parallel 
ist, schneidet die genannte Flache in einer ebenen Cmwe. 

X. „Sind zwei Ebenen der Lage nach, und ist in der einen eine Curve 
vom zweiten Grade der Lage und Grosse nach gegeben: so ist der Ort des 
Scheitels desjenigen Kegels k vom zweiten Grade, welcher dui'ch diese 
Curve geht, und dessen Schnitt mit der andern Ebene ein Kreis ist, eine 
ebene Ciuwe vom zweiten Grade.“ 

Ist z. B. die gegebene Ciuwe eine Ellipse, so ist der Ort des Scheitels 
des genannten Kegels k eine Hyperbel; und umgekehrt: ist die gegebene 
Curve eine Hyperbel, so ist der Ort des Scheitels des Kegels k eine Ellipse ; 
und ist endlich die gegebene Curve eine Parabel, so ist auch der Ort des 
Scheitels des Kegels k eine Parabel. ^ 

Ferner ist hierbei noch Folgendes zu bemerken: 

„Die Mittelpuncte M . . . der Kreise M . . . (Fig. 5), in 
welchen der genannte Kegel k die zweite Ebene schneidet, liegen iminer 
in einer geraden Linie AD, welche auf der Durchschnittslinie PD der 
beiden gegebenen Ebenen {ADP,EDP) senkrecht steht; und legt man 
aus irgend einem Puncte P der Durchschnittslinie PD, Tangenten Pn, 
PN an die Kreise m, M , . . ^ so sind aUe diese Tangenten einandor 
gleicli, d. h. 

Pn = PN— , . 
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„Legt man an die gegebene Curve (C) zwei Tangenten 
welche mit der Durchschnittslinie DP der beiden gegebenen Ebenen pa- 
rallel sind: so bestimmen die beiden Berulirungspuncte B, b dieser Tan- 
genten einen Durclimesser Bb^ welcher mit der vorHn genannten Linie AD^ 
in dem Pnncte D zusammentrifft. Die genannte Curve, welche der Ort 
des Scheitels des Kegels k ist, liegt immer in der Ebene ADE und hat 
mit der gegebenen Curve (C) den Durchmesser Bh gemein. 

XI. „Sind zwei Ebenen der Lage nach, nnd ist in der einen eine 
beliebige Curve (C') vom zweiten Grade, der Lage und Grosse nach ge- 
geben: so ist der Ort des Scheitels desjenigen Kegels (Z"), welcher durcli 
diese Cmve geht, und dessen Schnitt mit der anderen Ebene eine gleich- 
seitige Hyperbel ist, eine Flache (F) vom zweiten Grade.“ Namlich: 

a) Ist die gegebene Curve C eine Ellipse: so ist die Flache F die 
Oberflache eines Ellipsoids, welches mit der gegebenen Ellipse eineiiei 
Mittelpunct hat. 

5) Ist (C) eine Hyperbel, so ist (F) eine hyperbolische Flache zweiten 
Grades, und zwar: 

a) Wenn die Durchschnittslinie (PD) der beiden gegebenen Ebenen 
nur einen (oder gar keinen) Zweig der gegebenen Hyperbel (C) 
schneidet: so ist die Flache {F) eine zweitheilige hyperbolische 
Flache zweiten Grades (liyperholoide d deux nappes), 

P) Wenn die genannte Durchschnittslinie (PD) beide Zweige der ge- 
gebenen Hyperbel sclmeidet: so ist die Flache (P) eine einfache 
hyperbolische Flache zweiten Grades (Jiyperholoide d une nappe). 

c) Ist (C) eine Parabel, so ist (F) eine elliptisch-parabolische Flache 
zweiten Grades {paraboloids elliptique). 

d) Sind (C) zwei sich schneidende gerade Linien (welche zusammen 
als eine Hyperbel betrachtet werden konnen): so ist (F) eine Kegelflache 
zweiten Grades. 

e) Sind (C) zwei parallele gerade Linien: so ist F die Flache eines 
elliptischen Cylinders. 

In den beiden letzteren Fallen (d und e) treten aber an die SteUe der 
verlangten gleichseitigen Hyperbel zwei sich rechtwinklig schneidende ge- 
rade Linien, welche als eine gleichseitige Hyperbel betrachtet werden 
konnen. 

Die so eben genannten Flachen zweiten Grades sind diejenigen, welche 
von einer Ebene in einem Kxeise geschnitten werden konnen; und zwar 
wird in jedem der obigen FaUe die Flache (F) von einer Ebene, welche 
mit der zweiten .gegebenen Ebene (ADP) parallel ist, in einem Kreise 
geschnitten. 

Es kann bei dieser Gelegenheit noch bemerkt werden, dass nicht jede 
Flache zweiten Grades durch eine Ebene in einem Kreise geschnitten, oder 
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wie man sagt, dui'cli Bewegung eines (verandeiiiclien) Kreises erzeugt 
werden kann. Ausser dem, liyperbolischen und parabolisclien Cylinder mid 
dem Systeme zweier Ebenen irSt hiervon die hj^perbolisch-parabolische Flaclio 
zweiten Grades {paraboloide hyperbolique) ausgenommen, ungeaclitet Biot 
in seinem Werke ,,Essai de Geometric analytique^\ S. 27 1 diese Flache niclit 
ausschliesst und ungeaclitet Mon ge in seinem Werke ,, Application de VAna- 
I yse a la Geometrid^ S. 45 ausdriicklicli sagt, dass aucli diese Flaclie durcli 
die Bewegung eines veranderlichen Kreises erzeugt werden konne. Unsere 
Beliauptung lasst sicli in Kiirze, wie folgt, begriinden. 

Die Gleicliuiig der genannten Flaclie (fiir rechtwinklige Coordinaten) 
ist bekanntlicli 

(A) — py^ — — pPx. 

Wird die Flaclie (A) von einer beliebigen Ebene, welche durcli die Glei- 
cliung 

(B) sti = ay-\-bz-\-c 

gegeben ist, geschnitten: so ist die Projection der Durcliscliiiitts-Curve auf 
die Ebene der (^yz) 

(C) Pz^—py^ = —pP{(iy-\-bz^c), 

welclies, da und verscliiedene Zeichen liaben, die Gleicliung der Uy- 
perbel ist. Mithin ist auch die Durchschnitts-Curve selbst eine Hyperbel. 
Es ist klar, dass die Cmwe (C) und also auch die Durchschnitts-Curve 
immer eine Hyperbel ist, wenn man in der Gleicliung (B) der schneidenden 
Ebene entweder y oder 0 oder y und 0 gleicli 0 setzt, d. h. wcmi die 
sclmeidende Ebene (B) entweder mit y, oder mit 0 ^ oder mit y und 0 pa- 
rallel ist. Nimmt man dagegen an, die sclmeidende Ebene sei mit x pa- 
rallel, so dass ihre Gleichung 

(D) ay-\-hz-\-c = 0 

ist, . so hat man fiir die Projection der Dm^chschnitts-Curve auf die Ebene 
der (xz) 

(E) = -pP^, 

welclies, wie man siekt, die Gleichung der Parabel ist; und mitliin ist auch 
die Durchschnitts-Curve selbst eine Parabel. 

Die Flache (A) wird demnach von einer Ebene im AUgemeinen in 
einer Hyperbel (wozu auch zwei gerade Linien gehoren) geschnitten, und 
nur hi dem besondem Falle, wo die sclmeidende Ebene mit der Axe der 
iff parallel ist, wird die Durchschnitts-Curve eine Parabel. 

9. 

Im vierzehnten Bande (S. 280, 286) der Annalen der Mathomatik von 
Gergonne beweisen Querret und Sturm folgenden Satz: 
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„Wenn man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, 
welclier mit dem um ein gegebenes Dreieck bescliriebeiien Kreise concen- 
trisch ist, auf die. Seiten des Dreiecks Lothe fallt, so ist der Inlialt des- 
jenigen Dreiecks, dessen Scheitel die Fusspuncte dieser Lothe sind, constant.^ 

Im funfzehnten Bande desselben Werks wird Seite 45 von einem 
Abonnenten und Seite 250 von Sturm der Satz bewiesen: 

„Fallt man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, 
welcher mit einem gegebenen regelmassigen Polygon eineiiei Mittelpunct 
hat, Lothe auf die Seiten dieses Polygons, so ist der Inhalt desjenigen 
Polygons, dessen Ecken in den Fusspuncten dieser Lothe liegen, constant^ ; 
ein Satz, welchen Lhuilier in der Bibliotlieque unwerselle (mars 1824 
p. 169) bekannt gemacht hat. 

Diese beiden Satze sind aber nur spezielle Falle des folgenden allge- 
meineren Satzes: 

„Fallt man aus irgend einem, in der Ebene eines beliebigen gege- 
benen Polygons ABODE (Fig. 6) liegenden Puncte P, Lothe PP^, 
PC^ . . . auf die Seiten des Polygons, verbindet die Fusspuncte dieser 
Lothe der Eeihe nach durch gerade Linien, wodurch ein in das gegebene 
eingeschriebenes Polygon A^B^C^D^E^ entsteht: so ist, im Fall der Inhalt 
dieses eingeschriebenen Polygons constant bleiben soil, der Ort des Punctes 
P die Peripherie eines Kreises. Der Mittelpunct dieses Kreises ist von 
dem Inhalte des eingeschriebenen Polygons und von der Lage des ursprung- 
lich angenommenen Punctes P unabhangig. Er ist, wenn man Krafte an- 
nimmt, die in parallelen Richtungen auf die Ecken des gegebenen Polygons 
wirken, und sich verhalten wie die Sinusse der respectiven doppelten 
Winkel des gegebenen Polygons, der Mittelpunct (Schwerpunct) dieser 
Krafte. 

B e w e i s. 


Man verbinde den Punct P mit den Eckpuncten des gegebenen Viel- 
ecks durch die geraden Linien a, 6, c, d, so ist z. B. 

f Prilj = a.sina und PE^ = a.sm^A — a) 

^ ^ \aA^ = a.cosa und AE^ == a.cos(ri — a). 

Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks A^PE^^ dm'ch A und den In- 
halt des Vierecks AA^PE^ durch □, so hat man 

(2) 2 A = PA, X PE , . smA,PE , . 

(3) □ = PA,xPE, _ _ 


Substituirt man in diese Gleiclinngen die Werthe von PA^, PE^^ 

AE^ aus (1), und bemerkt, dass 

sinJ. = smA^PE^, 

weil die Winkel A und A^PE^ zusammen zwei Rechte betragen, und ziekt 
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alsclann die Gleicliungen (2) und (3) von einauder ab, so flndet man 

□ — 2A = -? — [cos a cos (-d. — a) — smasin(^ — a)] 

a^sinJLcosJL a^.sm2A 

_ _ ^ 

Eine ahnliclie Gleichung findet zwischen dem Yiereck und dem 

Dreieck B^PA^, zwiscken dem Yiereck CC^PB^ und dem zugehorigen 
Dreieck C^PB^, u. s. w. Statt. Die Summe aller Yierecke ist aber gleicb 
dem Inhalte desgegebenen Yielecks ABODE, und die Summe aller Drei- 
ecke ist gleicb dem Inbalte des eingeschriebenen Yielecks A^B^C^D^E^'^ 
bezeiclmet man daber den Inbalt des gegebenen Yielecks durcb J und den 
Inbalt des eingescbriebenen Yielecks durcb so bat man vermoge der 
Gleicbung (4): 

r ^ r a^sm2^-4-^^sin2jB+c^sin2C~l-c?^sin2Z>+e^sin2^ 

(5) J— 2/, = j 

Soil nun der Inbalt des eingescbriebenen Yielecks constant sein, so ist 
J — 2«/j eine constante Grosse, welcbe K sein mag, so dass 

(6) a^sin2^H-5^sin25-4-c^sin2C'H~c?^sin2i)H-^^sin2^ = AK. 

In dieser Gleicbung sind alle Grossen constant, bis auf a, b, c, d, e, welcbe 
die Entfernungen des unbestimmten Puncts P von den gegebenen Puncten 
A, B, C, D, E ausdriicken. Es ist aber bekannt, dass 

„wenn in einer Ebene beliebig viele Puncte A, B, 0, D, E, . , . 
gegeben sind, und man nimmt in derselben Ebene einen willkiiiiicben 
Punct P an, ziebt aus demselben gerade Linien a, b, c, d, e, , . . nacb 
jenen gegebenen Puncten, multiplicirt die Quadrate dieser Linien mit be- 
liebigen Grossen a, p, y, 6, s, . . . , und setzt die Summe dieser Producte 
constant: dass dann der Ort des angenommenen Puncts P die Peripherie 
eines Kreises ist, dessen Mittelpunct in dem gemeinscbaftlicben Schwer- 
punct liegt, wenn man die Grossen a, p, y, 6, s, . . . als in den gege- 
benen Puncten A, B, G, D, E, , . . parallel wirkende Krafte betrachtet.“ 
Daber folgt nunmehr unmittelbar der obige allgemeine Lebrsatz, Dass 
die beiden im Anfange angefiihrten Satze spezielle Falle des gegenwartigen 
Satzes sind, ist leicbt zu seben. 

Beiiin, im November 1825. 
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Die in den naclistelienden Paragraplien angefangenen Betrachtungen 
enthalten die Grundlage der geometrisclien Untersucliung liber das Schnei- 
den der Kreise. Es lassen sicli daraus die Auflosnngen fast aller Auf- 
gaben hber das Schneiden nnd Beriihren der Kreise entwickeln, und zwar 
in den meisten Fallen sehr einfacli; auch wird durch sie oft zwischen meh- 
reren Aufgaben, welche auf den ersten Anblick keine Gemeinschaft zu liaben 
scheinen, ein gewisser Zusammenhang sichtbar. Zwei andere, eben so er- 
folgreiche Gegenstande, besonders in Bezug auf die Curven und Flachen 
zweiten Grades, auf die sogenannten Porismen und die meisten Satze, 
welche man gewohnlich durch die Theorie der Transversalen zu beweisen 
pflegt, sind die harmonische Proportion und die perspectivische 
Projection. 

Vor etwa drei Jahren sah sich der Verfasser dieser Abhandlung, zu- 
falliger Weise, zur Beschaftigung mit der Aufgabe: 1) einen Kreis zu be- 
schreiben, welcher drei andere, gegebene Kreise beriihi't; 2) mit der Mal- 
fatti’schen Aufgabe (No. 14); so wie 3) mit dem XY. Theorem im IV. Buch 
ler Collect mathem, von Pappus; und 4) mit verschiedenen Porismen imd 
ier rein geometrischen Betrachtung der Curven und Flachen zweiten Gra- 
des, angeregt. Den Pappischen Satz kannte er nur ohne Beweis; eben 
so die Malfatti’sche Aufgabe; von der ersten (1) jedoch die Yieta’sche 
geometrische Losung. 

Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher liber eine Aufgabe oder 
uber einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor er nicht selbst eine Auf- 
losung Oder Satze daruber gefunden hat, um alsdann seine Resultate mit 
den schon vorhandenen zu vergleichen. 

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenstanden Statt; das Be- 
streben des Verfassers war, z. B. bei den Auflosnngen der verschiedenen 

2 ^ 
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Aufgaben itber Beriihrang der Kreise, den ihnen ziim Grande liegeiiden 
gememschaftliclieii Zusammenhang zu flnden. 

Den Satz (No. 3), „dass der Ort der gleiclien Tangenten zweier gegebenen 
Kreise eine gerade Linie sei/‘ batte cler Verfasser sclioii bei einer friiliern 
geometrisclxen Unter«ucliung gefunden. Die Bedeutung der Aelinliclikeits-" 
puncte (No. 7) imcl der gemeinschaftlichen Potenz (No. 11) zweier Kreise, 
wo von schon bei Pappus and A^ieta sich Spnren finden, lernte er durcli ibre, 
von ihm gefandene vielseitige Anwendbarkeit erkennen. MitteLst der An- 
weadung dieser drei Satze offanbarte sich ihm nun der gesuchte Zusammen- 
hang der verschiedenen Aufgaben iiber Beriiliruiig cler Kreise, welclie or 
sicli vorgelegt hatte, nebst einer Menge dainit in Verbindung stehender 
Satze. 

Als nun der Verfasser seinen Gegcnstand einigermasson erscliopft zu 
haben glaubte, sah er sich auch nach Demjenigen um, was Andere go- 
than. Er sah, dass die Franzosen nicht nur einen grossen Theil der von 
ihm gelbsten Satze iind Aufgaben schon besitzen, sondern auch bei den 
Beweisen und Auflbsungen sich fast allenthalben derselben Mittel bedient 
haben, wie er. In Hinsicht cler Anwendung cler harmonischen Proportion 
und der perspectivischen Projection auf eine grosse Menge goometrischer 
Gegenstancle (besonders auf die Curven und Flachen zweiten Grades, die 
Porismen u. s. w.) fand er besonders bei Pone el et (Traite des pwpriefes 
yrojee^twes des sowohl viele seiner Satze, als auch denselben Gang 

cler Betrachtung. 

Fiir die A^ersicheruug, dass der Verfasser Dasjenige, was die Franzosen 
in dieser Hinsicht gethan, vorher nicht gekannt habe, hofft er, werden nicht 
allein diejenigen seiner Bekannteii, welche, bei taglichem Umgange mit 
ihm, die Entstehung und Entwickelung seiner Arbeiten beobachteten, son- 
dern dena Sachkemier wircl auch sclion die umfassendere , allgemeinere 
Entwickelungsweise in den Untersuchungen, aus welcher nicht nur alle jene 
Betrachtuiigen, sondern auch eine grosse Menge neuer Resultate von selbst 
liervorgehen, ein Zeiigniss ablegen. So hat er z. B. die Untersuchungen 
iiher Kreise und Kugeln auf die Weise verallgemeinert, class die AVinkel, 
miter welchen dieselben sich schneiden, betrachtet werden, so dass die 
Beriihrimg nur als eiii spezleller Fall des Sclineidens anzusehen ist, nam- 
lich der, wo der Schneiclungswinkel gleich 0 ocler gleich 180^ ist. Und 
zwar lost er clurcli Hiilfe der in den nachstehenden Paragraphen (I. II. HI) 
entwickelten Lehrsatze nicht allein alle die verschiedenen (Apollonischen) 
Aufgaben iiber Beriihrung der Kreise und der geraden Linien etc., sondern 
noch weit mehr Aufgaben fiber das Schneiden der Kreise; wie z. B. 
folgende: 


0 Vergl. Crelle’s .Jourual Band L S. 96. 
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„Einen Kreis zu besclireiben, welclier drei der Grosso imd Lage nach 
gegebene Kreise respective imter den gegebenen Winkeln 

a 2 , sclineidet.“ 

„Einen Kreis zu besclireiben, welclier vier, der Grosse und Lage iiacli 
gegebene Kreise unter einerlei Winkel sclineidet.“ U. s. w. 

Und zwar werden alle diese Aufgabeii ebensowohl bei Kreiseii, die in 
einerlei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei Kugelflaclie liegen, gelost. 
Ferner werden analoge Aufgaben bei Kugeln im Raume gelost, als z. B.: 

„Eine Kugel zu besclu'eiben, welclie vier, der Grosse imd Lage nach 
gegebene Kugeln K^, K^, K^, K^ respective unter den gegebenen Winkeln 
5 sclineidet.“ 

„Eine Kugel zu besclireiben, welclie fiuil* der Grosse und Lage nach 
gegebene Kugeln unter einerlei Winkel schneidet.“ U. s. w. 

Nach dem friiliern Plane des Verfassers sollten seine geometrischen 
Untersuchungen ein zusammenliangeiides Work ausmachen; allein bei der 
Ausarbeitung fand sicli, dass es zu ausgedelint werden wiirde; andererseits 
war es ilim bis jetzt nocli niclit moglich, seinen Untersuchungen ein be- 
stim'mtes Ziel zu setzen, well sich dieselben noch taglich erweitern und 
auf neue Gegenstande anwenden lassen, so dass bestimmte Schrankeii der 
freien Entwickelung des Gegenstandes nur nachtheilig sein wiirden. Der 
Verfasser wird daher erst einen Theil davon, welcher 

„Das Schneiden (mit Einschluss der Bertihrung) der Kreise in 
der Ebene, das Schneiden der Kugeln im Raume, imd das Sclmei- 
den der Kreise auf der Kugelflache‘‘ 

enthalten soil, Untersuchimgen, welche schon vor zwci Jaliren beendet 
waren, und deren Ausarbeitung zum Drucke gegenwartig beinahe vollendet 
ist, in einem Bande von etwa 25 bis 30 Bogen, herausgeben, und wenn 
dieser erste Tlleil einige Theilnahme findet, die iibrigen Untersuchungen 
nachfolgen lassen. 


§ 1. Von der Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 

1 . 

Wenn die geraden Linien Mm und PG (Fig. 1) auf einander senkrecht 
stehen: so ist fiir jeden beliebigen Punct P des Perpendikels PG^ wenn 
man die Puncte m, M als gegeben betrachtet: 

MP^^—mP^^ = MG^^—mG\ 

das heisst: 

„Der Unterschied der Quadrate der Abstande aller Puncte P der Senk- 
rechten PG von zwei gegebenen Puncten i/, m ist eiiie uuverandeiiiche 
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Grosse, namlich gleich clem UnterscHede der Quadrate der Abstande MQ^ 
mG der Senkrechten PG von den gegebenen Puncten AI, mP Hier- 
aus folgt: 

„Dass der geometrische Ort eines Puncts P, fiir welclicn der Unter- 
scliied der Quadrate seiner Abstande von zwei gegebenen Puncten m 
gleich ist einer gegebenen Grosse eine gerade Linie PG ist, welche 
auf der die gegebenen Puncte verbindenden Geraden {Mm) senkrecht steht.“ 
Bezeichnet man den Abstand der gegebenen Puncte Aim von einander 
clui’ch a: so ist 

AlG-{-mG = a und AIG^ — onG^ =u^. 

Daraus folgt: 

MG——^ und mG = — ^ 

2 a 2a 


2 . 

In den Lehrbiichern der Geometrie fmdet man folgenden Satz be- 
wiesen: 

„Werden aus einem, in der Ebene eines Kreiscs AI, (Fig. 2) willkiir- 
lich angenommenen Puncte P^ gerade Linien PAB, PCD . . . gezogen, 
die den Kreis schneiden: so ist das Product (Rechteck) aus den Abstanden 
des Puncts von den Durchsclinittspuncten der schneidenden Linien eine be- 
standige Grosse; d. h. es ist 

PAxPB = PCxPD ==...» 

Dieses Product, fiir einen bestimmten Punct, in Bezug auf einen ge- 
gebenen Kreis, soli 

„Potenz des Puncts in Bezug auf den Kreis, 

Oder auch umgekehrt: 

„Potenz des Kreises in Bezug auf den Punct*)“ heissen. 

Ferner wollen wir sagen: Die Potenz eines Puncts, in Bezug auf einen 
Kreis, sei ausserlich oder innerlicli, je nachdem der Punct ausserhalb 
oder innerlialb des Kreises liegt. 

Liegt der Punct P ausserhalb des Kreises (Fig. 2): so ist seine 
Potenz gleich dem Quadrat der, aus ihm an den Kreis gelegten, Tangente 
PT. Die Potenz eines innerhalb des Kreises AI liegenden Puncts Q (Fig. 3) 
ist gleich dem Quadrat der halben kleinsten Sehne QCy durch den gege- 
benen Punct. Bezeichnet man den Halbmesser AlTj AIC des Kreises Al 
(Fig. 2, 3) durch P, so ist, vermoge der rechtwinkligen Dreiecke AITP, 


*) Die Alten nannteii den constanten Inhalt des zwischen der Hyperbel and ihren 
Asymptoten beschriebenen Parallelogramms, jjPotenz der HyperbePS 
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MQCy die Potenz des ausserhalb des Kreises liegendeii Puncts 

PT^ = PAP-^R\ 

mid die Potenz des innerhalb des Kreises liegenden Puncts Q, 

QC^ = R^—MQ\ 

Hieraus folgt, dass Puncte, welclie gleich weit vom Mittelpimct eines 
Kreises entfernt sind, in Bezug auf ihn gleiclie Potenzen liaben. Fallt ein 
Punct in die Peripherie eines Kreises, so ist seine Potenz gleich 0; ,und iim- 
gekehrt, jeder Punct, dessen Potenz in Bezug auf einen gegebenen Kreis 
gleich 0 ist, liegt in der Peripherie des Kreises. 

3. 

Wenn i/, m (Fig. 1) die Mittelpuncte zweier Kreise M, m sind, deren 
Radien durch r bezeichnet werden mogen, und P ist ein Punct, welcher 
zu beiden Kreisen gleiche und gleichartige, d. h. in Bezug auf beide Kreise 
zugleich ausserliche oder zugleich inneiiiche, Potenzen hat, so ist ent- 
weder (No. 2): 

(a) MP^^—K^ = mP^—r\ 

Oder 

(b) R^^MP^^ = P—mP\ 

Aus Beidem folgt: 

MF^—mP^ = R^—r\ 

d. h. : „Der Unterschied der Quadrate der Abstandc des Puncts P ist unter 
der vorausgesetzten Bedingung eine unveranderliche Grosse (R^ — nam- 
lich gleich dena Unterschied der Quadrate der Radien der gegebenen 
Kreise mP 

Hieraus folgt nach No. 1: 

„Dass der Ort eines Puncts P, welcher zu zwei gegebenen Kreisen 
M m gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade Linie PGr ist, welche 
auf der Axe Mm der Kreise senkrecht steht.‘‘ 

Wegen dieser Eigenschaft der geraden Linie PG soil dieselbe fortan: 

„Linie der gleichen Potenzen der Kreise heissen. 

Aus dem Obigen folgen noch die Zusatze, dass: 
y,Erstlich die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise, und 
„Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und demselben 
Punct beriihrt, zugleich die Linie ihrer gleichen Potenzen ist.“ 

Da nach No. 2 die Potenz eines ausserhalb des Kreises liegenden Puncts 
gleich ist dem Quadrat der Tangente aus dem Pmicte an den Kreis, so 
folgt ferner: 

„Dass der geometrische Ort eines Puncts P, aus welchem die Tam 
genten an zwei gegebene Kreise A/, m einander gleich sind, eine auf der 
Axe Mm der Kreise senkrecht stehende gerade Linie PG ist.“ 
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Besclireibt man mit einer der vier Tangenteii aus dem Punct P an 
die beiden gegebenen Kreise einen Kreis P^ so sclineidet derselbe die 
beiden gegebenen Kreise reclitwinklig, imd es folgt ferner: 

„Dass der geometrische Ort des Mittelpuncts P eines Kreises P, 
welcher zwei gegebene Kreise i/, m reclitwinklig schneidet, eine gerade 
Linie PG ist, welche auf der Axe Mm der gegebenen Kreise senkreclit 
steht/^ 


4. 

Es seien (Fig. 4) die Mittelpunctc dreier, der Grosse 

imd Lage nach gegebenen Kreise M^. Zu je zwei der gegebenen 

Kreise gehort nach No. 3 eine Linie der gleicheu Potenzen. Wir wollen 
diese drei Linien, mittelst der den Kreisen zukominenden Zahlen, und zwar 
durch Z(12), /(IS), Z(23) bezeichnen, d. h. Z(12) bezeichnet die Linie der 
gleichen Potenzen der beiden gegebenen Kreise A/^, ii. s. w. 

Derjenige Punct, in welchem sich z. B. die beiden Linien Z(12), Z(13) 
schneiden, und welchen wir durch ^(123) bezeichnen wollen, hat, vermoge 
der ersten Linie Z(12), zu den beiden Kreisen Af^, A/ 3 , und vermoge der 
andern Linie Z(13), zu den beiden Kreisen Zl/j, gleiche Potenzen; mit- 
hiii hat or zu alien drei gegebenen Kreisen A^, gleiche Potenzen, 
und folglich geht auch die dritte Linie Z(23) durch den genannten Punct 
/)(123). Daraus folgt nachstehender Satz: 

„Die drei Linien der gleichen Potenzen, welche zu drei gegebenen 
Kreisen, paarweise genommen, gehoren, schneiden einander in einem und 
demselben Punct ^9(123).“ Wir wollen diesen Punct ^>(123) hinfort 
„Punct der gleichen Potenzen der drei Kreise A/^, A/ 3 , 

nennen. 

Liegt der Punct I? (123) ausserhalb der drei gegebenen Kreise A/^, Ai^, 
A/ 3 ,, so folgt aus No. 3, dass die aus ihm an die Kreise gelegten Tangenten 
einander gleich sind, und dass er in diesem Fall der Mittelpunct eines 
Kreises ist, welclier die drei gegebenen Kreise reclitwinklig schneidet. 

Da nach No. 3 die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise zugleich die 
Linie der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt ferner: 

„Dass wenn drei beliebige Kreise A/^, ii/g, (Fig. 5) einander 
schneiden, dass dann die drei Sehnen AB^ CDy EF^ welche dieselben 
paarweise mit einander gemein haben, sich in einem und demselben Puncte 
2 i( 123), namlich im Puncte der gleichen Potenzen der drei Kreise schnei- 
den.“ Und: 

„dass wenn drei beliebige Kreise einander beriihren, alsdann die, 
ill den di'ei Beruhimngspuncten an die Kreise gelegten Tangenten, in einem 
und demselben Punct zusammentreffen.“ 

Hieraus folgen ferner nachstehende Satze: 
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„Wer(ien zwei, der Grosse und Lagc iiach gegebeiie Kreise d/j, 
d/3 (Fig. 6) von irgend einem willkiirliclien Kreise d^ gesclinitten , so 
ist der geometrisclie Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Sehnen 
EF, CDy welclie der letztere Ea*eis mit jenen beiden gemein hat, eine 
gerade Linie, welche auf der Axe d/^d/^ der gegebenen Kreise senkreoht 
steht.“ 

Namlich der Ort des genannten Durchsclmittspuncts P ist die Linie 
der gleichen Potenzen Z(12) der beiden gegebenen Kreise. Man sielit leicht, 
wie sich hieraus die Linie der gleichen Potenzen /(12) zweier gegebenen 
Kreise d/^, d/^ finden lasst. Ferner: 

,^Werden zwei der Lage und Grosse nach gegebene Kreise di^, d/ 
(Fig. 7) von irgend einem willklirlichen Kreise d/3 beriihrt, und man legt 
in den beiden Beriihrungspuncten P Tangenten AP^ BP an die Kreise: 
so ist der geometrisclie Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Tan- 
genten eine auf der Axe d/jd/, der gegebenen Kreise senkreclit stehende 
gerade Linie PG, namlich die Linie der gleichen Potenzen 1(12) der beiden 
gegebenen Kreise d/^, d/.“ 

Durch TJmkehrung dieses, letzten Satzes folgen nachstehende Satze: 

„Legt man aus einem in der Linie der gleichen Potenzen (PG) 
zweier gegebenen Kreise d/^, d^ (Fig. 7) willkilrlich angenommenen Puncte 
P an jeden Kreis eine Tangente: so beriihren diese Tangenten die Kreise 
in zwei Puncten, in welchen sie auch von einem bestimmten Kreise be- 
riihrt werden konnen.“ Legt man also aus dem Puncte P die vier Tan- 
genten PA^ PBy PC, PD, welche die beiden gegebenen Kreise d/^, d/, 
in den Puncten A, B, C, D bertihi'en: so konnen die Kreise d/^, dX, voif 
einem bestimmten Kreise (d/g) in den Puncten A, B, von einem anderii 
Kreise in den Puncten C, JD, von einem dritten Kreise in den Puncten 
A, C, und endlich von einem vierten Kreise in den Puncten B, D be- 
riihrt werden. Oder was dasselbe ist: 

„Jeder Kreis P (z. B. ABCD), welcher zwei gegebene Kreise d/^, 
d/3 rechtwinklig schneidet, schneidet sie in vier solchen Puncten A, B, 
C, D, in welchen dieselben von vier bestimmten Kreisen beriihrt werden 
konnen; d. h. jeder der vier Kreise beriihrt die gegebenen in zwei der ge- 
nannten vier Durchschnittspuncte.“ 


5. 

Stellt man sich 'alle moglichen Kreise, P^, P3, Pg . . . vor, von 
denen jeder zwei gegebene Kreise M^, (Fig. 8) rechtwinklig schneidet: 
so folgt nach No. 3, dass je zwei derselben die Axe d/^, der letztern 
zur Linie der gleichen Potenzen haben, und folglich haben alle Kreise P^, 
P3 , P^ . . . zusammen die Axe d/j d/3 zur Linie der gleichen Potenzen. 
Das heisst (No. 3): der geometrische Ort des Mittelpunctes eines Kreises (d/^, 
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i/^, ii/g . . .), welcher alle Kreise Pj, Pg, Pg . . . rechtwinklig scliiieidet, 
ist die Axe der gegebenen Kreise i/g* 

Die beiden Gruppen von Kreisen P^, Pg, Pg ... und A/g ■■ . . 

stelien demnacli in einer solclien gegenseitigen Beziehung, dass jeder Kreis 
der einen Schaar, jeden Kreis der andern Schaar rechtwinklig sclmeidet, 

imd dass also die Kreise der einen Scliaar die Axe der anderen zur Linic 

der gieiclien Potenzen liaben. 

Da die Kreise P^, P^, Pg ... die Axe Aij, ... zur Linie 

der gleichen Potenzen liaben, so folgt, dass, wenn irgend zwei derselben 

einander schneiden, dann alle zusammen einander in denselben zwei Puncten 
A, B schneiden, und dass ihre gemeinschaftliche Sehne AB die genannte 
Axe A/j, A/g, Afg ... ist. Wenn aber die Kreise der einen Schaar Pj, 
Pg, Pg ... einander schneiden, so kann von den Kreisen der anderen 
Schaar Ai^, A/^, A/^ . . . keiner den anderen schneiden. Also: 

„Alle Kreise Pj, P^, ..., von denen jeder zwei gegebene ausser 

Oder ineinander liegende Ki'eise A/j, A^ oder Ai^, A/g rechtwinklig schneidet, 
schneiden sich in zwei bestinmiten Puncten A, P.“ Und: 

„Von alien Kreisen Aij, Aj^, A/g welche zwei gegebene sich 
schneidende Kreise P^, P^ rechtwinklig schneiden, kann keiner den anderen 
schneiden.“ 

Da sich nach No. 4 die Sehnen, welche der Kreis mit irgend zwei 
Kreisen der Schaar P^, Pg, P^ . . . gemein hat, mit der Axe (als 

Linie der gleichen Potenzen der letzteren Kreise . . .) in einem Punct 

sclineiden: so folgt, dass sich alle Sehnen, DC, PP . . ., welche dor 
Kreis A// mit den Kreisen Pj, P^, Pg ... einzeln gemein hat, in 
einem bestimmten Punct A/ der Axe Aij A /2 schneiden. Aus gleichen 
Griinden folgt, dass sich alle Sehnen DC, HI, . . ., welche der Kreis P^ 
mit den Kreisen A/^, Ai^, A/g . . ., einzeln genommen, gemein hat, in einem 
bestimmten Punct P der Axe PjPg schneiden. Bemerkt man nocli, dass, 
da die Kreise Pj , P^ , Pg ... den Kreis A/^ rechtwinklig schneiden, 
die nach den Durchschnittspuncten gezogenen Radien P^C, P^D, PgP, ... 
den Kreis A/^ beriihren, und dass eben so die Radien M^C, M^D, . . . 

den Ki’ois Pj beriihren: so folgen aus dem Obigen nachstehende bekannte 
Satze : 

„Legt man aus beliebigen Puncten A/^, A/g ... (Fig. 9) einer gege- 
benen geraden Linie A/^A^, welche einen gegebenen Kreis P^ schneidet, 
Tangenten an diesen Ej’eis: so gehen die Sehnen CD, HI ^ welche 
die Beriihrungspuncte der zusammengehorigen Tangenten verbinden, durch 
einen und denselben ausserhalb des Kreises liegenden Punct P.“ Und: 

„Legt man aus beliebigen Puncten Pj, P 3 ... (Fig. 10) einer geraden 
Linie P^Pg, aus jedem zwei Tangenten an einen gegebenen Kreis A/^, wel- 
cher die genannte Linie nicht schneidet: so gehen die Sehnen CD, EF..., 
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welche die Beriilirungspiincte der zusammengehorigen Tangenten verbinden, 
durch einen bestimmten, innerhalb des Kreises liegenden Pimct 3/.“ 

Und umgekehrt: 

„Zieht man aus einem in der Ebene eines gegebenen Kreises (Pj 
Fig. 9 Oder Fig. 10) beliebig angenommenen Punct P oder M eine 
■vvillkiirliche gerade Linie (PCD oder CMD\ die den Kreis sclineidet, und 
legt in den Durchsclinittspuncten (C^D) Tangenten an den Kreis: so ist 
der geometrische Ort des Durchschnittspuncts (i/^ oder PJ dieser beiden 
Tangenten, eine gerade Linie (M^M^ . . . oder P^Pg . . .), welche auf dem, 
durch den angenommenen Punct (P oder ilf ) gehenden Durchmesser (PP^ 
oder MM^) senkrecht steht.“ 

Die gegenseitige Lage und Bestimmimg des angenommenen Puncts P 
oder M und der Ortslinie oder PjPg, in Bezug auf den gegebenen 

Kreis (P^ oder M^) ist leicht zu sehen. Namlich die aus dem gegebenen 
Puncte Py (Fig. 9), an den gegebenen Kreis Pj gelegten Tangenten PA, 
PB beriihren den Kreis nothwendig in denjenigen Puncten A, B, in wel- 
chen er von der Ortslinie geschnitten wird, u. s. w. 

Bekanntlich flnden diese Satze auf ahnliche Weise bei jeder Curve 
zweiten Grades Statt. Auch finden analoge Satze bei alien Flachen zweiten 
Grades Statt. 

§ II. Von den Aehnlichkeitspnncten und Aehnlichkeitslinien bei Kreisen, die in einerlei 

Ebene liegen. 

6 . 

Sind irgend drei Puncte A^ (Fig. 11), die in einer geraden 

Linie liegen, gegeben, und man zieht durch den Punct A eine willktirliche 
gerade Linie AnN, und aus den Puncten 31, m zwei beliebige Parallelen 
3dN, mn nach jener Linie AnN, so ist: 

MN : mn = 31 A : mA, 

„Zieht man umgekelirt aus den Puncten 31, m kgend zwei Parallelen 
3IN^, mn^, von der Grdsse, dass 

31N ^ : mn^ = 31 A : mA, 

so liegen ihre Endpunkte N^, mit dem Puncte A in einer geraden Linie. “ 

Aehnliches findet Statt, wenn man statt des Puncts A einen Punct 1 
nimmt, welcher zwischen den beiden Puncten 31, m (Fig. 12) liegt; nur 
liegen dann die Parallelen 3IN, mn oder 31N^,mn^ auf verschiedenen 
Seiten der gegebenen geraden Linie 3IIm, 

7. 

Beschreibt man um die gegebenen Puncte 31, m (Fig. 11, 12), mit 
zwei bestimmten Halbmessern 31N, mn zwei Kreise 31, m: so folgen aus 
No. 6 unmittelbar nachstehende Satze: 
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„Tn zwei beliebigen Kreisen 1/, (Fig. 11), liegen die Endpuncte 
iV, 71 zweicr beliebigen parallelen Radieu MN, mn^ die sich an einerlei 
vSeito der Axe Ahi befinden, init einem und demselben be^timmten Punct 
in einer geraden Linie.“ Und: 

„In zwei beliebigen Kreisen Mj m (Fig. 12), liegen die Endpuncte 
Nj 71 zweier beliebigen parallelen Radien mTz, welclie sicli auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Axe befinden, mit einem und demselben be- 
stimmten Punct I in gerader Linie.‘‘ Ferner: 

„Zielit man nacli irgend einer geraden Linie An^N^ odor 
(Fig. 13), welclie durch einen jener bestimmten Puncte A odor I geht, 
aus den Mittelpimcten m zwei beliebige Parallelen 7nn^: so ver- 

lialten sich dieselben wie die Radien der Kreise, d. h.: es ist 

MN^ : 77171^ = MN 1 77277 A 

Und umgekehrt; 

„Zieht man aus den Mittelpuncten 7)i der gegebenen Kreise zwei 
beliebige Parallelen 7nn^^ welclie sich verlialten wie die Radien der 

Kreise: so liegen die Endpuncte iV”^, derselben entweder mit A oder 
mit / in gerader Linie, je nachdem die Parallelen auf einerlei oder auf 
verschiedenen Seiten der Axe Ahi gezogen sind.“ 

Die beiden Puncte A, /, welche zu zwei gegebenen Kreisen ii, w 
gehbren, wollen wir 

„Aehnlichkeitspuncte der beiden Kreise nennen, 

imdzwar J den ausseren und i den inneren Aehnlichkeitspunct. Ferner 
soil jede solche gerade Linie A7i^N^^ welche durch einen der bei- 

den Aehnlichkeitspuncte A oder I geht: 

„Aehnlichkeitslinie der beiden Kreise A/, 
imd zwar ebenfalls aussere oder innere heissen, je nachdem sie durch 
den ausseren oder inneren Aehnlichkeitspunct geht. 

Bezeichnet man die Radien AINj mn der Kreise Af, 77% durch i?, r: 
so hat man nach No. 6 fur die Lage der beiden Aehnlichkeitspunkte A^ I 
folgende Gleichungen: 

R:7^ = MA‘:77iA == MIioiiL 

Hieraus folgt, dass, wenn z. B. R gleich AIA^ alsdann auch 
gleich 77iA ist, und folglicli die beiden Kreise einander in dem Punct 
A innerlich beriihren; oder wenn R gleich AfJ ist, dass dann zugleich 
auch r gleich 771 I ist, und dass die gegebenen Kreise einander nothwendig 
in dem Punct / ausserlich beriiliren. Dui'ch Umkehrung folgt: 

„Wenn zwei beliebige Kreise My 771 einander ausserlich beriihren: so 
ist der Beruhrungspimct zugleich ihr innerer Aehnlichkeitspunkt (i).“ Und: 

„Wenn zwei beliebige Kreise (My 771 ) einander innerlich beriihren: so 
ist der Bertihrungspunct zugleich ihr ausserer Aehnlichkeitspunct (A)A 
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Da die Endpuncte paralleler Radien der beiden Kreise m mit 
einem der beiden Aelmlichkeitspunkte A oder I in gerader Linie liegen: 
so folgt ferner, durcli Umkelirung, dass jede gerade Linie, welclie durcli 
einen der beiden Aebnlichkeitspuncte geht und den einen Kreis sclineidet, 
notliwendiger Weise auch den andern Kreis schneidet, und dass die nacli 
den Durchschnittspuncten gezogenen Radien der beiden Kreise paarweise 
parallel sind. Beriilirt demnach die genannte Linie den einen Kreis, so 
beriihrt sie zugleicli aucli den anderen. Dalier folgt ferner: 

„Liegen zwei gegebene Kreise m (Fig. 14) ausser einander: so sclinei- 
den sich die beiden ausseren gemeinschaftliclien Tangenten Bh und 
in dem ausseren Aelinliclikeitspunct und die beiden inneren geinein- 
scliaftlichen Tangenten Cc und in dem inneren Aelinliclikeitspunct 

Hierdurcli kann man leiclit an zwei gegebene Kreise eiiie geinein- 
scliaftliclie Tangente zielien. 

Endlicli ist zu bemerken, dass, wie aus der obigen Gleicliung folgt, 
bei zwei in einander liegendeii Kreisen, die Aeliiiliclikeitspuncte imierlialb 
beider Kreise liegen. 


8 . 

Es seien i/j, ifo, (Fig. 15) die Mittelpuncte dreier beliebigen, der 
Grosse und Lage nacli gegebenen Kreise i/j, il^, ]\iy Nach No. 7 gelioren 
zu je zweien dieser drei Kreise zwei Aelinliclikeitspuncte. Es seien A^ 
und /g, A^ und J^, A^ und die Aehnliclikeitspuncte der Kreispaare 

A4JI4 

Da die gerade Linie A^A^^ welche durch die Aelmliclikeitspmicte A^ 
und A^ geht, vermoge des ersteren, zu den Kreisen A/j, und vermoge des 
letzteren, zu den Kreisen A/j, A£ eine aussere Aehnliclikeitslinie ist (No. 7): 
so ist sie folglicli aucli eine aussere Aelinlichkeitslinie zu den Kreisen 
A^, Afg, und geht daher durch den ausseren Aehnlichkeitspunct A^ der- 
selben, d. h. die drei Aehnlichkeitspuncte A^^ ^ 2 , A^ liegen in einer ge- 
raden Linie. Auf ganz ahnliche Weise schliesst man, dass sowohl die 
drei Aehnlichkeitspunkte A^^ 7^, /g, als auch A^^ 7^, so wie auch 
-Aj, 7^, ig in geraden Linien liegen. Wir finden daher folgenden Satz: 

„Von den sechs Aehnlichkeitspuncten, welche zu drei beliebigen gege- 
benen Kreisen, paarweise genommen, gehoren, liegen viermal je drei in einer 
geraden Linie, namlich es liegen die drei ausseren, und jeder aussere mit 
den beiden nicht zugehdrigen inneren Aehnlichkeitspuncten in einer geraden 
Linie.“ 

Diese genannten vier geraden Linien, ' von welchen jede durch drei 
Aehnlichkeitspuncte der' gegebenen Kreise geht, und mithin zu alien drei 
Kreisen ahnliche Lage hat, wollen wir 

„Aehnlichkeitslinien ^ev drei Kreise A7j, A^, nennen, 
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und zwar die Linie aussere, und die drei Linien AJJ^^ 

AJ^I.^ innere Aehnlichkeitslinien. 

Da die beiden ausseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier ausser 
einaader liegender Kreise, sich ira ausseren, dagegen die beiden iiineren 
gemeinschaftlichen Tangenten sich im inneren Aehnlichkeitspunct der Kreise 
sclineiden (No. 7, Fig. 14)': so folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der 
nachstehende: 

„Legt man an je zwei von drei, der Grdsse und Lage nach gegebenen, 
ausser einander liegenden Kreisen (Fig. 16), die beiden Paare 

gemeinschaftliche Tangenten (d. h. die beiden ausseren und die beiden 
inneren): so liegen sowohl die drei Durchschnittspuncte (A^^A^^AJ der 
drei Paare ausserer Tangenten*), als auch der Durchschnittspunct jedes 
Paares ausserer Tangenten mit den zwei Durchschnittspuncten der beiden 
nicht zugeliorigen Paare innerer Tangenten (d. i. 
eiaer geraden Linie.“ 

Da nach No. 7 der Beriihrungspunct zweier Kreise zugleich ein Aehn- 
liclikeitspunct derselben ist, so folgt daraus und aus dem obigen Satz ferner: 

„Wenn irgend ein beliebiger Kreis zwei gegebene Kreise A/j, 
beriilirt, so liegen die beiden Beriihrungspuncte mit einem der beiden 
Aehnlichkeitspuncte der gegebenen Kreise in einer geraden Xinie.“ 

Denn da die Puncte, in welchen der Kreis M.^ die beiden gegebenen 
Kreise beriilirt, zugleich zwei von den vier Aehnlichkeitspuncten 

A^, sind, welche jener Kreis mit diesen beiden gemein hat: so 
sind die genannten Beruhrungspuncte zugleich entweder 

1) die beiden Aehnlichkeitspuncte A^ und A^, 

Oder 2) - - , - 

Oder 3) - - - 

Oder 4) - - - - A„ 

und liegen folglicli in den beiden ersten T'allen (1, 2) mit dem ausseren A^, 
und in den beiden letzten Fallen (3,4) mit dem inneren Aehnliclikeitspunct 
der gegebenen Kreise in einer geraden Linie. Man kann dalier 

den vorliegenden Satz aucli bestimmter, wie folgt, aussprecken: 

„Beruhrt irgend ein Kreis zwei der Grosse und Lage nach ge- 
gebene Kreise gleichartig (d. h. entweder beide innerlich (1) oder 

beide ausserlich (2)): so liegen die beiden Beriihrungspuncte mit dem 
ausseren A^, beriihrt er aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen 
ausserlich und den anderen innerlich (3, 4)): so liegen die beiden Beriihrungs- 
puncte mit dem inneren Aehnlichkeitspunct (/j) der gegebenen Kreise in 
einer geraden Linie.“ 


*) Diesen ersten Pall beweist M. Hirsch im zweiten Bande, Seite 368 seiner ,,Samm- 
lung- geometrisclier Satze etc.“ 
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§ III. Von der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 

9. 

Nach § 1. No. 4. konnen zwei gegebene Kreise in denselben 

Puncten B, C, D, in welclien sie von irgend einem I&eise P recht- 
winklig geschnitten warden, zugleicli von vier bestimmten Kreisen beriibrt 
warden. Namlich, schneidet z. B. der Kreis P (Fig. 17) die beiden gege- 
benen Kreise iij, in den Puncten Ay Dy Cy B recbtwinklig: so konnen 
dieselben von einem bestimmten Kreise in den Puncten A, By und von 
einem zweiten Kreise in den Puncten Dy C gleicliartig, dagegen von einem 
dritten Kreise in den Puncten Ay Cy und endlich von einem vierten Kreise 
in den Puncten Dy B ungleichartig beriihrt warden. 

Nach § II. No. 8 liegen aber die beiden Berlihrungspuncte, in wel- 
chen irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise ilfj, gleichartig beriihrt, 
mit dem ausseren Aehnlichkeitspunct (A^), dagegen die Berlihrungspuncte, 
in welchen irgend ein Kreis die gegebenen ungleichartig beriihrt, mit dem 
inneren Aehnlichkeitspunct (/g) derselben in einer geraden Linie. Folglich 
liegen die vier genannten Puncte Ay Dy Cy By in welchen irgend ein Kreis 
P zwei gegebene Kreise ATj, 1 C rechtwinklig schneidet, sowohl paarweise 
mit dem ausseren (JJ als auch mit dem inneren Aehnlichkeitspunct 
der letzteren Kreise in geraden Linien. Das heisst: je drei Puncte A^ABy 
A^DCy Al^Cy DI^B liegen in einer geraden Linie. Wir finden also den 
folgen'^den Satz: 

„Schneidet irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise 1/^, recht- 
winklig: so liegen die vier Durchschnittspuncte Ay Dy Cy By paarweise, 
sowohl mit dem ausseren Aehnlichkeitspunct (^ 3 ) als auch mit dem inneren 
Aehnlichkeitspunct (/g) der gegebenen Kreise in geraden Linien.“ Oder, was 
dasselbe ist: 

„Legt man aus irgend einem Punct P der Linie der gleichen Potenzen 
(PG) zweier gegebenen Kreise 1/^, lig, vier Tangenten PAy PDy PCy PB 
an die letzteren, verbindet die vier Berlihrungspuncte Ay By Cy D derselben 
paarweise durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser Linien 
BA und CD in einem constanten Punct A^ (dem ausseren Aehnlichkeits- 
punct), zwei andere AC und BD in einem constanten Punct (dem 
inneren Aehnlichkeitspunct), dagegen ist der Ort des Durchschnittspuncts Pj 
des dritten Linienpaars DA und CB die genannte Linie PG selbst (§ L 
No. 4), und endlich geht jede der beiden letzteren Linien D Ay CB durch 
einen constanten Punct (Q^, Qg) (§ I* 


■*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes Seite 10 No. VII in der 
Yorhergehenden Abhandlung. Die gegenwartige Linie P(? entspricht der dortigen Linie 
L, nnd die dortige Linie I ist im gegenwMgen Falle nnendlich entfernt. 
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10 . 

Da alle mogliclien Kreise P, welclie zwei gegebene Kreise i/, 
rechtwinldig sclineiden, die Axe der letzteren Kreise zusammen 

ziir Linie der gleiclien Potenzen liaben (§L No. 5); und da ferner, wie so 
eben erwiesen (No. 9), die vier Puncte, in welclien ein soldier Kreis P die 
beiden gegebenen Kreise sdmeidet, paarweise, sowolil mit dem iiusseren als 
mit dem innercn Aelinlichkeitspunct der letztern in geraden Linien liegen : 
so folgt, dass sowolil 

A,AxA,B==A,DxA,C, als I,AxI,C=I,DXl,B 
constante Producte sind, wie aucli der sclineidende Kreis, unter der gege- 
benen Bedingung, seine Grbsse und Lage andern mag. Denn das erste 
Product ist gleicli der Potenz des Puncts A.^ in Bezug auf den Kreis 
und das letztere Product ist gleicli der Potenz des Puncts in Bezug 
auf denselben Kreis P; folglicli sind beide Producte constant, weil, wie 
sclion beinerlvt, alle Kreise P die Linie A^I^ zur Linie der gleichen 
Potenzen liaben. 

Bezielit man diese Eigenscliaft auf die beiden gegebenen Kreise A/j, 
i/ 2 , so entspringt daraus folgender Satz: 

„Zielit man aiis einem Aehnliclikeitspunct A^ oder zweier gege- 
benen Kreise i/^, M, irgend eine gerade Linie A^AB oder AI^C, welclie 
die Kreise scbneidet: so ist das Product A^AxA^B oder AZ^xCI^ aus 
den Abstanden des Aehnliclikeitspuncts von zwei Durclisclinittspuncten A 
nnd B oder A und C der genannten Linie und der beiden Kreise, deren 
zugehorigen Radien 3I^A und iZB oder M^A und M^C niclit parallel sind, 
von constanter Grosse.“ 

Dieses constante Product wollen wir 

„gemeinscliaftliclie Potenz der beiden gegebenen Kreise 
ifj, in Bezug auf ihren Aelinliclikeitspunct A^ oder 

nemien. 

11 . 

Es ist aber die Potenz des Puncts A^ in Bezug auf den Kreis P, 
w^enn die gegebenen Kreise i/^, ausser einander liegen, wie in Fig. 17, 
gleicli dem Quadrat der aus dem Punct an den Kreis P gelegten Tangente 
AgP, folglicli ist diese Tangente, fur jeden Kreis P von unveranderliclier 
Grosse. Beschreibt man also mit derselben um den Punct A^ einen Kreis 
^ 3 , so sdmeidet derselbe jeden Kreis P reclitwinklig. Dagegen ist die 
Potenz des Puncts /g, welclier innerhalb des Kreises P liegt, gleicli dem 
Quadrat der lialben durcli denselben gelienden kleinsten Selme des Kreises 
P (§ I. No. 2), und mitliin hat diese halbe Sehne fiir jeden Kreis P einerlei 
Grosse, oder, ein mit derselben um den Punct beschriebener Kreis 
wild von jedem Kreise P im Durdimesser geschnitten, d. li. die Puncte, 
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in welchen irgend ein Kreis P den &eis schneidet, sind zugleicli die 
Endpuncte eines Durclimessers des letzteren Kreises. 

Diese beiden genannten, um die Aehnliclikeitspancte und Z be- 
►sclniebenen Kreise ^ 3 , Z, deren Radien in’s Quadrat erlioben gleicli sind 
den gemeinscliaftliclien Potenzen der gegebenen Kreise i/^, iZ in Bezug 
auf die Pimcte A, Z, sollen 

„Potenzkreise der beiden gegebenen Kreise 
und zwar der Kreis -4^ der aussere und der Kreis Zj der innere Potenzkreis. 

Es ist nocli zu bemerken, dass im Fall die gegebenen Kreise in ein- 
ander liegen (wie in Fig. 7), alsdann das Umgekelu’te Statt findet, nanilicli, 
dass in diesein Fall der innere Potenzkreis jeden Kreis P reclitwinklig 
schneidet, der aussere Potenzkreis aber von jedem Kreise P im Durch- 
niesser geschnitten wird. Und wenn ferner die beiden gegebenen lu'eise 
ZZ, M.^ einander schneiden, so sclmeidet sowolil der aussere als der innere 
Potenzkreis jeden Kreis P rechtwinklig. 


12 . 

Da die beiden Puncte A und B oder D und (Fig. 17), fiir welche nacli 
No. 10 das Product A^AxA.^B gieich 6 ' constant ist, oder welche 

in Bezug auf den Aelinlichkeitspunct A^ die Potenz bestimmen, auf einerlei 
Seite des letzteren Puncts liegen: so soil dieses heissen: „die dem 
Aehnlichkeitspunkt A^ zugehorige Potenz sei ausserlich; und 
wenn die Puncte A und C oder D und B^ welche in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspunct Z die gemeinschaftliche Potenz der gegebenen Kreise 
A/j, AZ bestimmen, auf verschiedenen Seiten des Puncts liegen, so wollen 
wir sagen: die zum Aehnlichkeitspunct Zg gehorige gemeinschaft- 
liche Potenz der gegebenen Kreise sei innerlich.^ 

Ueberhaupt wollen wir von irgend zwei Puncten X. und welche 
mit dem Punct A^ in gerader Lhiie und auf einerlei Seite desselben liegen, 
und zwar in solchen Abstanden von demselben, dass das Product A^Xy^A^Y 
gieich ist der zu A^ zugehorigen gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen 
Kreise, sagen: „sie seien potenzhaltend in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunct Eben so sollen zwei beliebige Puncte X und Y^ 

welche mit dem Punct in gerader Linie, aber auf entgegengesetzten 
Seiten desselben liegen, und zwar in solchen Abstanden von demselben, 
dass das Product I^Xy^I^Y gieich ist der zugehorigen gemeinschaftlichen 
Potenz: „potenzhaltende Puncte in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punct Z 3 ,“ heissen. 

Endlich wollen wii' von jedem beliebigen Kreise dessen Potenz in 
Bezug auf einen der beiden Aehnlichkeitspuncte A^ oder Zj gleichartig 
(ausserlich oder innerlich) und gieich ist der zu demselben Punct gehorigen 
gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise AZ, A^ sagen: „er sei 

Steiner’s Werke. I. B 
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potenzlialtend in auf den jedesmaligen Aebnlichkeits- 

piinct/^ 

Alsdann ist klar, class jeder Kreis, welclier durch irgend zwci po- 
tenzlialtende Piincte gelit, ebenfalls potenzlialtend ist; fenier: class jeder 
Kreis A', welclier in Bezug auf den Aelinliclikoitspiinct J. potenzlialtend 
ist, den Potenzkreis A., reclitwinklig, und class jeder Kreis welclier 
in Beziig auf den Aehnliclikeitspunct L poteiizhaltend ist, den Potenz- 
kreis A im Durclimesser sclineidet. 

Da nun derjenige Kreis, welclier die beiden gegebeneii Kreiso in den 
Piiiicten A und B (odor D und C) gleicliartig beriilirt (No. 9), vermdge dieser 
Paiicte in Bezug auf don anssereii Aehnliclikeitspunct potenzlialtend ist; 
und da eben so derjenige Kreis, welclier die gegebeiien Kreise in den Pnncteu 
A und C ungleicliartig beriilirt, yermoge dieser Piinctc in Bezug auf den 
iniiereu Aeluiliclikeitspiiiict A potenzlialtend ist, so folgt naclistehender Satz: 

„Jeder Kreis AT, welclier zwei gegebene ausser einancler liegeiide Kreise 
il/j, ilA gleicliartig (cl. i. entweder beide ausserlich odor beido ehiscliliessencl) 
beriilirt, ist in Bezug auf den aussereii Aeliiiliclikeitspunct A., derselben 
potenzlialtend nnd sclineidet den ausseren Poteiizkrcis A.^ derselben reclit- 
winklig.^* Und: 

„Jeder Kreis K, welcher zwei gegebene, ausser einancler liegende Kreise 
Jij, ilA ungleicliartig beriilirt, ist in Bezug auf den inneren Aelinlichkeits- 
pimct A derselben potenzlialtend und sclineidet den inneren Poteuzkreis 
derselben iin Durclimesser. “ 

Aelinliclies finclet Statt, wenn die gegebeiien Kreise, anstatt ausser 
einancler, entweder in einancler liegen oder einancler sclineideii. 

13. 

Da nacli No. 12 jeder Kreis A, welclier zwei gegebene Kreise A/^, 
gleicliartig beriilirt, in Bezug auf den ausseren Aelmliclikcitspunct A,., und 
jeder Kreis A, welclier dieselben ungleichaiiig beriilirt, in Bezng auf don 
inneren Aehnliclikeitspunct A derselben potenzlialtend ist, so folgen nacli- 
stehencle Satze: 

„A]le Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise A/j, A/^ 
gleicliartig beriilirt, habeii den ausseren Aelmlichkoitspimct A.^ der letzteren 
Kreise gemeinschaftlicli zum Piinct cler gleiclien Potenzen.“ Und: 

„AIle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise A/^, A^ ungleich- 
artig beriilirt, haben den inneren Aelmliclikeitspimct der letzteren gemein- 
scliaftlicli zum Punct cler gleiclien Potenzen.“ Oder auch: 

„Weiiii von irgend zwei beliebigen Kreisen A(, jeder zwei gegebene 
Kreise A/^, AI^ gleicliartig beriilirt: so geht die Linie der gleiclien Potenzen 
des ersteren Kreispaares durch den ausseren Aehnlichkeitspunct A.^ des 
letzteren.“ Und: 
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,,Wenn von irgend zwei Kreisen, iVj, i\^, jeder zwei gegebene Kreise 

M, ungieicliartig loerulirt: so geht die Linie der gieiclien Potenzeii des 
ersteren Kreispaars durch den inneren Aehnlichkeitspunct des letzteren.‘‘ Es 
folgt ferner: 

„Weim jeder der beiden Kreise mehrere Kreise iV,, iVJ. . . . 

gleicliartig beriilirt: so gelit die Linie der gieiclien Potenzen jeiier beiden 
Kreise durcli den iiusseren Aelinliclikeitspuuct je zwier der letzteren, oder 
die Scliaar Kreise iV^, . . . liaben die genannte Linie zur gemein- 

scliaftliclien Aelinlichkeitslinie/^ Oder iiberbaupt: 

„Alle Kreise , von detien jeder zwei gegebene Kreise 

gleicliartig beriilirt, liaben die Linie der gieiclien Potenzen /(12) 
der letzteren zur gemeinsamen Aehnliclikeitslinie/^ Und: 

„Alle Kreise N., . . . , von denen jeder zwei gegebene Kreise 

ungieicliartig beriilirt, liaben die Linie der gieiclien Potenzen der 
letzteren zur geniemsanioii Aelinliclikeitslinie.“ 


§ IV. Verallgemeineriuig imcl geometrische.Losuiig der M alfatti’schen Aufgabe. 

Um die Fruclitbarkeit der in den Paragraplien (I, II, III) aufgestellten 
Siitze an eineni dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fiigen wir die geo- 
inetrisclie Losung mid zugieicli die Verallgeineinerung der Malfatti’sclien 
Aufgabe*), jedocli obne Beweis, Mnzu: 

14 

Aufgabe. 

„In ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 18), drei Kreise a, h, c zu 
besclireiben, die eiiiander, und jeder zwei Seiten des Dreiecks beriiliren, 
d. li., so: dass der Kreis a die Seiten AB und AC^ der Kreis h die Seiten 
BA und BC, und der Kreis c die Seiten GA und CB beriilirt. “ 

Auflosung. 

1) Man lialbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durcli die drei 
Linien AM^ BAI^ CM; so treffen sicli diese drei Linien bekanntlicli in einem 
und demselben Puncte M. 

2) In das Dreieck A MB besclireibe man den Kreis welclier die 
Seite AB in dem Puncte C^ beriihrt, und in das Dreieck BMC besclireibe 
man den Kreis a^. 


*) Man sehe ^Sammlung mathemati'scher Anfsatze von Crelle, 1. Band, S. 133‘‘. 
Lehmus, Lelirbucb der Geometrie, 2. Band, und Gergonne, Annales de Mathe'matiques^ 
Tom 1. II. 


3 * 
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3) Aus clem Puacte C, lege man an den Kreis a, die Tangente 
nnd beschreibe 

4) in das Dreieck C\A,^B den &eis b, so ist dieser einer der vor- 
langten drei Kreise. 

• Die beiden iibrigen gesuchten Kreise c werden auf ganz aJinliclie 
Weise gefnnclen. Namlich die genannte Tangente (.\B,^A^ beriihrt niclit 
allein den Kreis sonderii zugleicli auch den in das Dreieck AMC bo- 
schriebenen Kreis so class also der in das Dreieck Cfi,^A bescliriebene 
Kreis a ebenfalls einer dor gesucliten drei Kreise ist. Auf gleiclie Weise 
kann ferner aus dem Puncte i?, , in welchem der Kreis die Seite AC 
beriilirt, eine Linie gezogcn werden, welche nicht allein die beiden Kreise 
und sondern auch die beiden gesucliten Kreise a und c beriilmt; 
und eben so geht eine Linie durch den Punct in welchem der Kreis 
die Seite BC beriihrt, welche jeden der vier Kreise b^ <• 

beriihrt. 

Da die beiden Kreise a und b einander beriihren, und jeder derselben 
die Linie beriihrt: so ist leicht zu sehen, dass sio dieselbe in 

einem und demselben Puncte beriihren. Eben so beruhi^en die beiden 
Kreise a und c die durch den Punct gehende genannte Linie in einem 
und demselben Puncte; und gleicliermaassen beriihren die beiden Kreise 
b und c die durch den Punct A^ gehende genannte Linie in einem und 
demselben Puncte. Daher treffen die drei genannten geraden Linien, welche 
durch die Puncte A^ gchen, in einem imd dems(dben bestimmten 

Punct zusammcn (§ 1. No. 4). 

Die Aiifgabe liisst keinesweges bios cine Auflosung zu. Es kiinnen 
vielmehr die drei gesuchten Kreise ancli ausserhalb des gegebenen Dreiecks 
liegen, nnd dessen yerlangorte Seiten beriihren, also z. B. liber der Seite 
BC im Raume oder liber der Seite CA im Ranme oder liber der 
Seite AB im Raume i/^. Halbirt man namlich jeden cler sechs Winkel 
(die inneren und die ausseren) des gegebenen Dreiecks, so schneiden sich 
von den Theilungsliuien vier Mai drei in einem imd demselben Puncte. 
Dieses sind die vier Pimctc J/, i/j, Jeder dieser vier Puncte, 

z. B. der Punct M bildct mit den Eckpnnctcn des gegebenen Dreiecks 
A R 6' die ch’ci Dreiccke AMB^ BMC^ CALL Die drei Seiten cines jeden 
dieser Dreiecke koniicn von vier bestimmten Kreisen beriihrt werden, so 
dass also zu diesen drei Dreiecken zwolf bestimmte Kreise gehoren, unter 
welchen die ol^en genannten drei Kreise mit inbegriffen sind. 

Es scheinen, mittelst der genannten zwolf Kreise, nach Art der vorste- 
henden Auflosung, wenigstens acht verschiedene Auflosungen moglich zu 
sein. Und da ein Gleiches in Bezug anf jeden der drei iibrigen Puncte 
J/^, 1/^ Statt findet: so liisst die Aufgabe wenigstens 32 verschiedene 

Auflosungen zu, welche alle der obigen Auflosung ahnlich sind. 
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Unter diesen 32 Aiiflosimgen sind die speziellcn Falle, wo zwci der 
drei gosucliton Kreise eine Seite des gegebeneii Dreiecks in einem und 
demselben Punct berilhren, niclit mitgereclinet; sondern es giebt soldier 
speziellcr Falle aiisserdem 48. So sind z. B. miter den 32 Anflosungen, 
welclie im 1. Bande S. 348 der Aiinalen der Matlieinatik Amii Gergoiine, 
von der obigen Aufgabc aufgezalilt werden, vier und zwaiizig, weldie zii 
den bier aiisgesdilossenen 48 Fallen gehoren. 

Dio vorliegende Aufgabe kann iibrigens aiich als ein speziellcr Fall 
von der folgenden, allgemeineren Aufgabe angeselien werden. 

15. 

Aufgabe. 

„Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebenc liegen, sind der Grosse 
und Lage nacli gegebeii, man soil drei andere Kreise besclireiben, die eiii- 
ander beriiliren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise beriilirt, 
jedocli so, dass audi jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu 
suclienden Kreisen beriilirt. “ 

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise il/j, M.^ (Fig. 19) gegeben 
sind, so soli man drei Kreise finden, welche einander in den 

Puncten 6 j, bertihren, und von welclien zugleicli der Kreis die 

Kreise mid il/ 3 , der Kreis on., die Kreise und und der Kreis 
771^ die Kreise und beriilirt. 

Auflosung. 

1 ) Man suclie die drei ausseren Aohnliclikeitspunctc A, Jj, 

welche zu den drei gegebenen Kueisen A/j, paarweise genommen, 

gehoren (§ IL No. 7), und construire die zu diesen Aehnlichkeitspuiicten 
gehorigen Potenzkreise M 3 , A.,, (§ III. No. 11), deren Radien respective 

M 3 63 , A^C^^ Mj 6 j sind, und welche Kreise sicli in einem bestimmten 
Punct D schneiden werden. 

2) Hierauf* beschreibe man die drei Kreise jx.,, 1 X 3 , von denen cler 
erste die drei Kreise A/^, M^, M^, der zweite die drei Kreise AX. M 3 , ^ 1 ^, 
und der dritte die drei Kreise A^, A^, Mj bertihrt. 

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie durch 

den BcrLihnmgspunct der Kreise A/^ und fx^ geht, und welcher die 
Kreise [JI 3 , jx, bertihrt, jedoch so, dass er den Ki'eis {X 3 , welcher von clem 
kleineren (Afg) der beiden Kreise A^, A/g abhangig ist, einschliessend 
beriilut: 

4) So ist endlich derjenige Kreis mg, welclien man so beschreibt, dass 

er die Kimse A/^, A^ und den Kreis beriilut, einer der drei ge- 

suchten Kreise, 
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Die beiden iibrigon gesucliten Kreise findet man aiif ahiiliche 

Weisc. Z. B. dor Kreis kann aus der vorsteheiiden Construction un- 
inittelbar gefimden werden, wenn man statt des Kreises m., (4) einen Kreis 
■m., besclircibt, welclier die Kreise mid den Kreis beriilirt. 

Es ist zii bemerken, dass die beiden Kreise und den Hiilfskreis 
in einem und demselben Punct beriiliren. 

Die vielen verscliiedenen Auflosungeii, welche diese Aiifgabe zuliisst, 
sind in der Hauptsaclie der Yorstelienden ahnlich; selbst wenn die gege- 
benen Kreise i/^, 1/^, ill, anstatt ausser einander zu liegen, wie in Fig. 19, 
einander schnciden oder in einander liegen, bleiben die Aiiflosungen sich 
vollig alinlicli. 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise sclinitten ein- 

ander, und zwar so, dass sic mehrere krummlinige Dreiecke bildeten, Iiiilt 
alsdann die Eckpuncte C eines solclien Dreiecks fest, und liisst die 

Kreise, durcli xmendliclie Zunahme, in gerade Linien libergehen: so erlialt 
man aus der vorliegenden Aufgabe und Auflosung die Aufgabe und Auf- 
losimg No. 14; namlicli die gegenwartigen Potenzkreiso A,^^ A^ gehen 
dann in die dortigen geraden Linien AM^ BM^ CM fiber, u. s, w., so dass 
in dieser Hinsiclit die Aufgabe No. 14, wie oben gesagt, als ein spezieller 
Fall dor gegenwartigen Aufgabe angesehen werden kann. 

Die vorsteliende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein spezieller 
Fall der folgenden angeselien werden. 

16. 

Aufgabe. 

„Auf einer Kugelfiaclie sind drei beliebige Kreise J/j, der 

Grosse und Lage nacli gegeben; man soli auf derselben Kugelflaclie drei 
anclere Kreise linden, welche einander beriihren, und von weL 

clien zugleicli der Kreis die Kreise und AX, der Kreis die 
Kreise und AJ^, und der Kreis die Kreise und berulirt.‘‘ 
Oder was dasselbe ist: 

„Wenn drei beliebige gerade Kegel, welclie einerlei Scheitelpunct 
liaben, der Grosse imd Lage nacli gegeben sind: so soli man aus dem 
mimliclien Sclieitel drei andere gerade Kegel besclireiben, welche einander 
beriihren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kegel beriihrt.^ 

Die Auflosmig dieser Aufgabe ist deijenigen in (15) vollig ahnlich. 
Namlich die in den Paragraphen (I, II, III), entwickelten Lehrsiitze von 
Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, hnden auf iihnliche Weise bei 
Kreisen, die in einerlei Kugelflache liegen, Statt, welches an einem an- 
deren Orte bewiesen werden soil. Wir erwahnen z. B. nur folgenden Satz: 
„So wie zu zwei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, zwei Aelmlichkeits- 
puncte gehoren, von denen jeder der Mittelpunct eines Potenzkreises ist: 
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ebon so gchbrcn aiich zu irgend zwei Krciscn, die in oincrloi Kugelflache 
Jiegen, zwei Aelinliclikeitspnncte (eigentlicli \ier, denn jccler ist doppelt 
vorlianden), vou denen jeder der Pol eiiies bestimmten Kreises ist, wel- 
clior in gewisser Hinsiclit die Stelle des Potenzkreises vertritt.“ Und, wie 
nun alle jene JBiilfssatze von Kreisen, die in elnerlei Ebene liegeii, welclie 
l^ei der Aullosiing in No. 15 erforderlieli waren, auf analoge Weise bei Kreisen, 
die in eiiieiiei Kugelflache liegeu, Statt finden: so ist aucli die Aullosiing 
der vorliegonden Aufgabe derjenigeu in No. 15 vollkoinmen alinlich, so dass 
letztere in der gegenwartigen enthalteu ist. 

Lasst man die Kugelflache, durch unendliche Eutfeniung Hires Mittel- 
puncts, in cine Ebene* lib ergehen, so geht zugleich die gegemvartigc Auf- 
gabe in die Aufgabe No. 15 iiber, in welcher Hinsiclit die letztere, wie in 
No. 15 gesagt, als ein spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann. 

Ein anderer spezieller Fall der vorliegonden Aufgabe ist derjeiiigo, wo 
die drei gegebeiien Kreise auf der Kugelflache in grosste Kreise iiliergcheu, 
d. h. nachstehende Aufgabe. 


17, 

A u f g a b G. 

„In ein gegebenes spharisches Dreieck drei Kreise zu beschreiben, 
welche einander beriiliren, und von denen jeder zwei Seiten des Breiecks 
beriihrt.^ Oder, was dasselbe ist: 

„In einen gegebenen dreikantigen Korperwinkel drei geradc Kegel zu 
beschreiben, welche einander beruhren, und von denen jeder z>vei Seitcn- 
flachen des Korperwinkels berulmt.^^ 

Dio Auflosuug dieser spezielleu Autgabe ist derjenigeu in No. 14 almlich. 
Statt der dortigen Hiilfslinien AM, BAI, CM, welche die Winkel des ge- 
gebenen Breiecks halbiren, kommen Bogen grdsster Kreise vor, welche die 
Winkel des gegebenen spharischen Breiecks halbiren, u. s. w. 

Eine noch allgemeinere Aufgabe als No. 16 ist folgende, welche in ge- 
wisser Art alle bisherigen Aufgaben als spezielle Falle in sich schliesst. 

18. 

A u f g a b e. 

„Wenn auf Irgend einor Oberliache vom zweiten Grade drei beliebige 
ebene Curven (zweiten Grades) der Grosse und Lage nach gegeben sind: 
so soil man auf dersolben Oberflache drei andere ebene Curven finden, 
welche einander beruhren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven 
beriihrt.^' 

Die Aullosiing dieser Aufgabe ist der Form nach den Auflosungen der 
bisherigen Aufgaben, besonders No. 16 ganz ahnlich. Es finden namlich die 
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Htilfsmittel fiir die bisliorigen Auflosungen, auf aliiiliclic Weiso aucli l)ei 
cbenen Curven, die in einerlei Flachc zweiten Grades liegen, Statt, welches 
an oinom anderen Orto nachgewiesen werden soil. Z. B. zu irgend zwei 
ebenen Curven, die in ciner solchen Flilche liegen, gehoren (wie zu zwei 
Kreisen, die in einer Kugelllache liegen (No. 16)), zwei (eigentlicli vier) Aehn- 
lichkeitspuncte, und diese sind Pole zweier bestimmten ebenen Curven, 
(welche in derselben Flaclie liegen und) welclie in gewisser Art, in Bozug 
auf die beiden gegebenen Curven, die Stelle der Potenzkreise bei zwei 
Kreisen auf der Kugelllache vertreten. Und so ist nun auch die Aullosung 
dor vorliegenden Aufgabe derjenigen in No. 16 oder in No. 15 vollkommcn 
ahnlich, so dass letztere in der gegenwartigen onthalten ist. 

19. 

Endlich ist noch zu bemerken, dass die in den Annalen der i\lai]ie- 
matik von Gergonne, im I. Bande S. 196 in der Note aufgostellle, daini 
im 11. Bande S. 287 wicderholte, und endlich im X. Bande S. 298 in dor 
Note wiederum in Erinnerung gebrachte Aufgabe: 

„In einen gegebenen vierllachigen Korper vier Kugeln zu beschreibcm 
welche einander bertihren, und von denen jede ausserdem drei Seiten- 
liaclicn des gegebenen Korpers beruhrt,‘‘ me hr als best! mint ist, wie 
leicht zu sehen. 

Statt dieser Aufgabe, deren Losung nur in bcschranktcn spezielhui 
Fallen moglich ist, kann man folgendo Aufgabe aufstellcn: 

„In einen von vier ebenen Flachen bogrenzton gegebenen Kbrpei* drei 
Kugeln zu beschreiben, welche einander beriihren, und von denen jede 
ausserdem drei Seitcnllachcn des Korpers beruhrt.“ 

Diese Aufgabe ist gcrado nur bestimmt. Sie zu losen ist immer 
moglich. 

§ V. Fortsctzxmg der Folgerungen aus dor gcmeinschaftlichcu Potcuz hoi Kreisen, die 

in einerlei Ebene liegen. 

20 . 

Wenn eine gerade Linie zwei, dor Grosse und J^age na,ch gegelnnu^ 
Kreise schneidet, und durch einen der beiden Aehnlichkeitspiincte derselben 
geht: so sind nach No. 7 die nach den Durchschnittspuncten g(‘Jiend(m 
Radien der Kreise paarweise parallel, und nach No. fO ist das Product 
aus den Abstanden zweier soldier Durchschnittpiinctc, deren zugehbrige 
Radien nicht parallel sind, von dein genannten Aehnlichkcitspunct, eim^ 
bestandige Grosso, welche wir die gemeinschaftliche Potenz der Kreise in 
Bezug auf den Aehnlichkcitspunct genannt haben. Zum Beisi)iGl: Ziehi 
man aus dem ausseren Aehnlichkeitspuncte A der beiden gegebenen Kreise 
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W; M (Fig. 20) die gerade Linie AhJ)BB^^ welchc die Kreiso in den 
Puneten <5>j, B, B^ sclineidet: so sind sowolil die Eadien mb^ und MB, 
als auch mb und MB^ parallel; und andercrseits sind sowohl die Puncte 
b und B, als aiicli Z», und B^, in Bezug auf den Achnliclikeitspunct J 
potenzlialtend , d. h. das Product AbxAB gleicli Ab^xAB^ ist eine be- 
stiindige Grdsse wie auch iinmerhin die sclineidende Linie ihrc Lage 
andern mag. 

Es ist klar, dass einem bestimmten Punct b oder b^ nur ein einziger 
Punct B Oder B^ so cntspricht, dass beide zusammen in Bezug auf den 
Aehnliclikeitspunct A potenzhaltend sind, d. li., dass beide Puncte auf 
einerlei Seite von A liegen (im gegenwartigen Fall), und dass das Product 
AbxAB Oder Ab^xAB^ einer gegebenen Grdsse gleicli ist: so dass 
also jeder Punct B, welcher mit irgend einem Punct b, der in der Peri- 
pherie des Kreises m liegt, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A po- 
tenzhaltend ist, nothwendig in der Peripherie des Kreises M liegt. Daher 
folgt der nachstehende Satz: 

„Ist in einer Ebene ein beliebiger Punct A und ein Kreis 7n der 
Lage und Grdsse nach gegcbcn, und zicht man aus dem Punct cine gerade 
Linie, welchc don Kreis in den Puneten b, b^ schneidet, nimmt in dieser 
Linie die Puncte B, so an, dass sie mit jonen Puneten b, b^ auf 
einerlei Seite von A liegen, und das Product AbxAB gleicli Ab^XAB^ 
einer gegebenen Grdsse gleich ist: so ist dor geometrischo Ort der 
Puncte B, B^ die Peripheric eines bestimmten Kreises M, welcher mit 
dem gegebenen Kreiso m den gegebenen Pimct A zum Aehnlichkeitspimct, 
und in Bezug auf diesen die genanntc Grdsse a‘^ zm: gemeinschaftlichen 
Potenz hat.“ 

Aehnlichcs (incj.ct in Bezug auf den innern Aehnlichkeitspunct J (No. 7) 
zweier ausser einander liegender Kreise vt, M, und bci zwei in oinander 
liegcnden, so wie auch bei zwei oinander schiieidenden Kreisen Statt. 

21 . 

llaben die bciden Kreispaare m, M und (Fig. 21) denselben 

Punct A zum Aehnlichkeitspunct, und in Bezug auf denselben gleichc 
und gleichartige (No. 12) gomcinschaftliche Potenzen: so folgt, dass die 
Puncte, in welchen z. B. die Kreiso il/, cinandei’ sclmeiden, mit den 
Puneten, in welchen die Kreiso m, einander sclmeiden, in Bezug auf 
don Aehnlichkeitspunct A. potenzhaltend sind. Bonn sclmeiden die Kreise 
i/, einander in den Puneten B und C: so folgt (No. 20), dass z. B, 
derjenige Punct b, welcher mit dem Puncte B, in Bezug auf den Achn- 
lichkeitspunct A, potenzhaltend ist, vermdgc der Voraussetzung und ver- 
mogo des Kreispaars m, M, in der Peripherie des Kreises m, und vermoge 
des Kreispaars m^, A/^, in der Peripherie des Kreises liegt, folglich 
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liegt cr in beidon Kreiseii m, zngleich, d. li. er ist cinor ihrcr Diircli- 
sclinitispanctc. Dalier folgt: 

„Haben zwei Krcispaare il/und eincn imd dGiivSclben ruiici 

A zuin Aelinlichkeitspunct, mid in liczug auf denselben giciclie mid glcicli- 
artige gemeiiiscliaftliclie Poteiizeii: so liegen sowolil die DarclLscluiittspiincie 
dor Kreise i/, mit denjenigen der Kreiso w.,, aLs aiicli die J)iirc*b- 
schnittspuncte der Kreise mit denjenigen der Kreiso paarweLse 

mit dem Aelinlichkeitspimct ^ in gcraden Liiiieii, d. h, AbB^ Ac(] Adl)^ 
AeE sind gerade Liiiien.“ 

Es ist klar, dass, wonn z. B. die Puncte By (.\ in welclien die Kreise 
My einauder scliiieiden, zusamineiiJallcn, daim notliweiidig aiich die 
beiden Diirclisclinittspmicte 6;, 6* der Kreise zusammenfallon; woraus, 

als spezieller Fall dcs vorliegendeii Satzes, der naclisteliende Iblgi,: 

„Haben zwei Kreispaare 7l/und7//-^, 71/, einen mid denselben Pimci 
A zum Aeliiiliclikoitspunct, und in Bezug auf denselben gleiolie und gleieh- 
artige gemeinschaftliclie Poteuzen, und zwei von diesen Kreisen, die nichl 
eiii Paar bilden (z. B. 71/^ 71/,), beriilireii einander: so beriiliren aiicli die 
beiden iibrigen Kreise {^Uy m^) einander, mid die beiden Borulirimgs])iinctc 
liegen mit dem Aelmliclikeitspimcte A in gerader Linie mid sind in Beziig 
auf denselben potenzlialtend/‘ 

Nimmt man an, die beiden Kreiso 71/, fallen in einen einzigen 
Kreis 71:i^ zusammen, so folgt ferner: 

„Ist die Potenz eines Kreises //,, in Bezug auf den AelmliclikeiispuncI 
A zweier gegebenen Kreise w>y My gleicli mid gloicliartig mil dor genndn- 
schaftlichon Potenz der letzteren Kreiso, in Bezug auf donsolljcn Puncl: s<» 
bordhrt 'dor Krois i/, , wenn cr einen dor beiden Kreise w-, M beriihrt, 
aucli zugleicli den anderen, und es liegen die beiden Bcriilirungspimcle mil 
dem Punct A in gerader Linie, und sind in Bezug auf denselben jxdcniz- 
lialtond.“ 


22 . 

Aus dem Vorliegendeii lassen sicli untcr andorn nachstchende nierk- 
wiirdige Folgerimgen zielicn. 

Es seion z. B. zwei beliebige, in einander liegendc Knuse Uy N (d, li. 
die Kreise cdDC und feEF) (Fig. 22) gogeben, AG sci ihre la'nie d(u* 
gleiehen Potenzen (No. 3), und von dcii beiden beliebigen Kreiseu viy M 
beriihre jeder die beiden gegebenen Kreiso migleicbartig: so folgt (No. 13). 
dass der aussore Aclmliclikeitspunct A, der beiden Kreiso M in der 
Linie GA liegt, und ferner folgt (No. 12), dass die Potenz jedes dor beiden 
gegebenen Kreise zt, Ny in Bezug auf den Aolinlichkoitspimct Ay gleicli 
und gloicliartig ist der gomeinsehaftliclion Putonz der Kreise w/, My in 
Bezug auf denselben Punct. Dalier folgt ferner, dass, wenn der Kreis 
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die droJ Kroiso m bcrilhrt, alsdann aucli derjenigo KreLs i/^, — 

wclclicr init dein Kreise den Punct A zum Aelmlichkoitspimct, and 
in Bezug auf donsclboii gleichc und gleicliartigc gemeinscliaftliclao Potenz 
hat, wie das KreLspaar m, — die drei Kreise n, N, M beriihrt (No. 21 ). 
Es ist klar, dass ein Gleiclies von einem folgenden Kreispaare i/,, 
welches sicli an das Kreispaar 7 /^^, anscliliesst, gilt; u. s. w. Man zieht 
daraiis folgende Satze: 

„Beschroibt man irgend zwoi belicbige Kreise von denen jeder 

zwei, der Grossc mid Lage nacli gegebene, in einander liegendc Kreise 
N imgleicliartig beriihrt: so liegt ihr aussercr Aehnlichkeitspimct A in der 
Linie der gleichen Potenzen (GA) der gegebenen Kreise; and beschreibt 
man (erner auf gleichc Weise die Kreispaare • • *2 

welche sich an einander anschliessen, d. h., welche einander der Ordnung 
iiach beriihren: so hat jedes dieser Kreispaare denselben Punct A zum 
aiisseren Aehnlichkeitspunct.^ 

Denkt man sich die Reihe Kreise A/^, d/.j, von denen 

jeder die beideii gegebenen Kreise N ungleichartig beriihrt, imd welche 
einander der Reihe nach beriihren, fortgesetzt, bis man wieder nach dem 
orsten Kreis M zuriickkommt, und so weiter im Ring hcrum, so sind fol- 
gende verschiedene Eiille mogiich: entwedcr kehrt die Reihe in sich selbst 
zuriick odor nicht, d. h. 1 ) entweder gclangt man schon, wenn man zum 
ersten Mai zu dem Kreis Af zuriickkehrt, zu einem Kreise A/x, welcher 
sich dem Kreise M anschliesst, so dass der darauf folgende Kreis i/x4-i 
mit dem Kreise M zusammenfallt, oder man gelangt erst, wenn man 
zum zweiten, dritten, vierten . . . Mai nach dem Anfangsgliede der Reihe 
zuriickkehrt, zu einem solchen Kreise A/x, welcher sich gerade an den 
Kreis A I anschliesst; oder 2 ) man gclangt nie, so lango man auch die 
Reilie ibrtsetzen mag, zu einem solchen Kreise, welcher sich dem Kreise 
AI anschliesst, so dass der Raum, in welchein sich die Reihe belindet, fiir 
die letzterc incommensurabel ist. Da nun nach dem vorstehenden Satze 
die Kreise ..., respective mit den Kreisen A/, A/^ A/, 

don Punct A zum ausseren AohnlichkeLtspuiict haben: so folgt, dass, wenn 
man in der letztoren Reihe von Kreisen nach einem oder nach mehreren 
Umlaufen, zu einem solchen Kreise A/x gclangt, welcher sich dem Kreise 
AI anschliesst (ihn beriihrt), dann auch in der ersteren Reihe, der eben- 
sovielte Kreis sich dem Anfangsgliede (9)1) dieser Reihe anschliesst, 
und dass die Reihe 9)1 ^ . . . mx eben so viele Umlaufe enthalt, 

als die Reihe A/, i/j, A/^, ... A/x- Daraiis schliesst man folgenden merk- 
wiirdigen Satz: 

„lst der Zwischenraum zwischen zwei, der Grosse und Lage nach ge- 
gebeiicn, in einander liegenden Kreisen iV, fur einc bestimmte Reihe 
Kreise A^ AI^, AI^, ... A/x, von denen jeder jene beiden ungleichartig be- 
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riihrt, und weloho cinandcr der Ordiiung nacli bcriihrcn, commons ura bo], 
d. li., bosteht die Reilie ans er+l Gliedern, wolclie Umlanfe bildoii, and 
bcriihrt der letzte Kreis wiederum den orsten M: so ist doi-scll'x' 
Zwisclienraum fiir jedo boliobige Reihe Kreiso w, ?//,, ... wo 
man aucli das Aiifaiigsglied m annehmen mag, commeiisiii*abol; und <‘s 
bostoht die letztere Reihe ebenfalls aus Glicdern, vvelche u UmlaulV 

bilden, wie jene erstere Reilie.“ 

Es folgt aus diesem Satze zugleicli: „dass, wenn dor genaimto Zwischon- 
raum fiir irgend einc bestimmte Reihe Kreiso ... incomiiu^n- 

siirabel ist, er alsdann fiir jede andere Reihe Kreiso w, mj, . . . ebcii- 
falls incommensurabel ist.‘^ 

Es ist noch zu bemerkon, dass, im Fall die genanutc Reihe in sich 
zuriickkehrt, d. i. commensurabel ist, und u die Zahl der Umlaufe der- 
selbcn bezeichnet, dann die Zahl der Glieder der Reihe nicht kleiner seiii 
kann als 

Aus dem Obigen folgt ferner: „dass, wenn z. B. der Kreis q die drei 
Kreise m, N beriihrt, dann auch derjenige Kreis — welcher mii 
ihm den Punct A zum ausscren Aehnlichkeitspunct, und in Beziig auf 
diesen, gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenz hat, wie dii^ 
Kreispaare w, if und ifj, — die drei Kreise My d/,, N beriihrt; oder 
dass also umgekehrt, die bciden Kreiso q, Qy wolche man in die beiden, 
einander entsprechenden, Arbeleii (kruminlinigen Breiecke) bedy lU'l) [)e- 
schreibt, mit den Kreispaaren m, if und m,, M^ ein und denselben Puiud 
A zum Aehnlichkeitspunct, und in Bezug auf diesen gleiche und gieich- 
artige gemeinschaftliche Potenz haben. Ebon so haben diejenigen beidc'ii 
Kreise Oy 0, wolche man in die Arbelen bef und fi^fbbeschreibt, den 
namlicheii Punct A zum ausscren Aehnlichkeitspunct, und in Bezug a,uf 
diesen gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenz, wie jedc^s d(‘r 
genannten Kreispaare. Und beschreibt man ferner in zwei neu entstand(‘no, 
einander entsprcchende Arbelen, wie z. B. in den Arbelos bhhy welclK^r 
zwisclien den drei Kreison m, q liegt, und in den entsprc(;honden Ar- 
belos BIIKy welcher zwischen den drei Kreisen My ilfj, Q liegt, zwei Kreis(^ 
ry R: so haben auch diese den namliclien Punct A zum a,usser(^u Aidm- 
lichkcitspunct, u. s. w., Yon Geschlecht zu Gcschlecht, bis in's Uuendliche.'" 

Alle die vorstehendeu Siitze linden auf ganz gleiche Weisc Sta, ti, wenn 
aiistatt der beiden in einander liegenden Kreise Ny zwei auss(M* ein- 
aiidor liegende Kreiso gegeben sind, wie man leicht cinsohon wii*d. 

Ferner linden bei Kreisen, die in einer und dcrsclben Kiigcdllache 
liogcu, so wie iiberhaupt bei ebenen Curven, die in einer und dcrselben 
Flache zweiten Grades liegen, jihnliche Siitze Statt. Endlich linden auch 
analoge Siitze bei Kugeln im Raume Statt; von welchen Allem, nebst 
Mehrerem, an einem anderen Ort ausfuhrlicher gehandelt worden soil. 
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23. 

Da die Beriilirimgspuncte in welchen der gegebene Kreis N die 

beiden Kreise M beriihrt, mit dem ausseren Aebnlichkeitspnnct A der 
letzteren Kreise in gerader Linie liegen (No, 8): so folgt, dass, -wemi man in 
dem Pancte d an die beiden Kreise m, N (Fig. 23) die Tangente da legt, 
welche die Linie der gleichen Potenzen AG der gegebenen Kreise N 
ill dem Pimcte a schneidet, dann dor Kreis. m mit keinem anderen Kreise 
M Oder jjl, welclior die gegebenen Kreise N ungleicliartig beriilirt, den 
Punct a zum Aelmlichkeitspunct haben kann ; sondern dass Adelmehr 
der aussere Aebnlichkeitspimct, welchen der Kreis m mit irgend einem 
jener Kreise gemein hat, entweder iiber oder imter dem Punct a (in der 
Linie J liegt, je nachdem sich der letztere Kreis (AI oder p.) auf der 
einen oder auf der anderen Seite des Kreises m befindet. Z. B., der aussere 
Aelmlichkeitspunct A der Kreise m, M liegt oberhalb, und der aussere 
Aelmlichkeitspunct a der Kreise p. liegt unterhalb des Punctes a. 

Da jedc belie bige gerade Linie ApP^ welche durch den ausseren Aelm- 
lichkeitspunct A der beiden Kreise M gcht, eine aussere Aehnlichkeits- 
linie dieser Kreise ist (No. 7), d. h., da die aus den Mittelpuncten M nach 
j'ener Linie gezogenen Parallelcn mp, MP sich wie die Radien der Kreise 
7)by My oder, wenn man diese Radien durch r, R bezeiclmet, wie '/* zu R 
verhalten, so ist 

7yip AIP 

~ ~ ~ir' 

Eben so hat man, wenn man nach der Linie a^zp^ welche durch den 
ausseren Aelmlichkeitspunct a der Kreise p. geht, die Parallelen ‘'nipy p-ir 
zieht und den Radius des Kreises p- durch p bezeiclmet: 


mp p-Tu 

r p 


Zieht man nun die gerade Linie aiz^pP^: so schneidet sie offenbar 
von den Linien pTc, MP die Stiicke TiTCp PP, ab, so dass folglich der 

Quotient grosser ist, als jeder der beiden Quotienten und 

Daraus folgt, dass der Quotient des Kreises m (der dem Kreise m zuge- 
hdrige Quotient) ein Grosstes (Maximum) ist. Das heisst: 

„Zieht man aus irgend einem Punct a dor Linie der gleichen Potenzen 
{A G) zweier gegebenen, in einander liegenden Kreise Ny eine beliebige 
gerade Linie und ferner aus den Mittelpuncten w, p., . . . beliebiger 

Kreise 7tiy p-, My . . . , von denen jeder die gegebenen Kreise ungleicliartig 
beruhrt, nach jener Linie up, in irgend einer Richtung, die Parallelen wipy 


MP^y ... und dividirt diese durch die Radien Ty p, Ry ... der 
respectiven Kreise p-, : so ist der Quotient desjenigen Kreises m 
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(d. h. dor Quotient, welchor zu diesem Kreise geliort), w(dcher mit dein 
Kreise N zusaminen von der Tangente ad in einem und deinsclbeo Puncte 
(I berlihrt wird, unter alien librigeii Quotienten der grosste.“ 

Alls ganz gleichon Griinden ist aui‘ der andoreu Seito dor Janie a]): 
„dGr Quotient desjcnigen Kreises Wj, welcher mit dein Kreise JV zusaminen 
von der Tangente ad^ in einem und demselben Puncte beriihrt wird, 
unter den Quotienten aller diesseits liegeaden Kreise der grosste.“ 

Minmt man die zuerst betrachtete Scite der Linie ap als positiv, und 
die lotzterc als negativ an, so ist alsda-nii: „der (^)uotient des Kr(‘is(‘s •///, 
in Bezug auf die Linie ap^, der grosste positive, und der Quotient dt^s 
Kreises ist der grosste negative. “ 

In Bezug auf eine andere Linie aber, welche die gegelicncn Kr(ns(^ 
N nicht, wie die Linie ap^ sclineidet;, ist von don Quotienten der beiden 
Kreise der eine unter alien iibrigen der grusvste, und der aiuUnH^ 

der kleinste. Namlieh: in Bezug auf irgend eine Linie welche den 
Winkel Aam tlieilt, ist der Quotient des Kreises w unter alien iil)i‘igcm 
der Ideinste, und der des Kreises unter alien der grosste; dagegim ist 
in Bezug auf irgend eine Linie welche den Winkel Gwni^ theilf, (hn* 
Quotient des Kreises m unter alien ubrigon der grosste, und der diss 
Kreises unter alien der kleinste. 

Nach dein Bislierigen kann nun die naclxstelionde Aufgabe Iciclil. und 
elegant gelost werdon. 

Aufgabe. 

„Wenn zwoi beliebige, in oinandor liegende Kreise w, der (lr()ss(^ 
und Lage nach, gegoben sind: so soil man unter alien Kreisou w-p p, 
. . . , von denen joder jeiie beiden miglcicliartig beriilu't, denjcnig<m 
findon, dessen Quotient in Bezug auf eine gogobone gerado Linie odor 
ap^ Oder ap.^ eln Maximum odcr ein Minimum ist, d. h. dass, wenn man 
aiis den Mittelpuncten 7 /a, p, . jener Kndse, nach der gugahuaHm 
goraden Linie, in irgend cinor Richtung, Parallolen zieht, und diest^ (lurch 
die Radien der respectiven Kreise dividirt, dann von diesen Quotienten deni 
gesuchten Kreise dor grosste oder der kleinste zuge]iorc,“ 

A ii f 1 0 s u n g. 

1) Man besclireibe cinen willkiirlichcn Kreis /t, welcher die gc^gebenen 

Kreise % N in den Piincten sclineidet, and ziehe dh^ Scdimm 

welche derselbc mit den letzteren Krclson gemein hat, imd widclu^ 
Sehnen einander in einem bestimmten Puncte (J sclmeiden. 

2) Aus dem Puncte C falle man auf die Axe nN dor gegebenen 
Kreise das Loth 6'(xa, welches die gegehene gerado Linie (ap Oder uy/, 
odcr ap.^) in dem Punct a sclineidet, und welches Loth die Linie der 
gleichen Potenzen der beiden gegebenen Kreise N ist (No. 4). 
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B) Aus dem Pimct a lege man die Tangenten ae^ ad^ an 
die gegebenen Kreise welclie die letzteren in den Pnncten 

beriiliren, nnd boscliveibo 

4) diojenigcn beiden Kreise von denen cler erstere die gege- 

benen Kreise N in den Pnncten dy und der letztere in den Pnncten 
Cj, d^ berdlirt (§1 No. 4): so leisten diese, wie aiis dem Obigen folgt, der 
vorgelegten Aufgabe O-eniige. 

Besclireibt man ferner diejeuigen beiden Kreise v, v^, von denen der 
erste die gegebenen Kreise % N in den Pnncten d, nnd der letztere 
in den Pnncten d^ bcriihrt; so folgt aus ganz ahnliclien Griinden, dass 
diese Kreise der Aufgabe Geniigo leisten, wenn nnter alien Kreisen v, 
welclie (lie gegebenen gleichartig (anstatt ungleichartig) beriiliren, die- 
j’eiiigen verlangt 'werden, deren Qiiotienten, in Bezug auf die gcgebenc ge- 
rade Linie, ein Maximum oder Minimum sein sollen. 

Es ist nocli zn bomerken, dass Alles, was in dem Vorliegendcn (No. 23), 
ill Beziig auf die beiden ineinander liegenden Kreise w, N gesagt wurde, 
aucli aiif ganz aliiiliche Weise, in Bezug aiif zwei aussereinaiider liegeiide 
Kreise Statt (iiidet. Ferner (inden analogc Satze bei Kugeln im Raume 
Statt. Wiiren z. B. anstatt der Kreise 7iy N zwei Kugeln, und anstatt 
der geraden fjinic ap (oder odor irgend eine Ebene gegeben, und 
man solltc unter alien Kugeln, welclie die gegebenen beiden Kugeln be- 
riiliren, diejenigen (inden, deren Qiiotienten in Bezug auf die gegebene 
Ebene ein Maximum oder Minimum sind: so ware die Auflosung der vor- 
liegenden bei Kreisen ganz alinlicli. Namlicli die Ebenen hh^ und BB^ 
der Durchschnittskreise einer willkiirliclien Kugcl K und der gegebenen 
Kugeln 71^ Ny sclnieiden einander in einer bestimmten geraden Linie Cy die 
durch diese Linie (! geliende und zur Axe NnG- senkreclit stehende Ebene 
(JGa schneidot die gegebene Ebene pa in einer bostimmten Linie und 
die durch diese Linie a an die gegebenen Kugeln gelegten Beriihrungs- 
ebenen, beriiliren dieselben in den iiamliclien Pnncten Cy dy d^y in wel- 
clien sie von den gesuchten Kugeln mj, v, Vj beriilirt werden. 

§ VI. Vcrallj]f(}mciTioriiiipf eincs von Pappus ubcrlioForton (alten) Satzes. 

24. 

Pappus (CollecMofie^ 'naitlumiaticaCy hibr. IV. vom XII. bis zum XVIII. 
Theorem) beweist folgenden, wie or sagt, alten Satz*): 

„Besclireibt man eine Roihe Kreise mj, m^y ... Wx (Fig. 24. 25), 
von denen jeder die beiden gegebenen, einander in B beriihrenden Kreise 
iij, M, beriilirt, und welclie einander der Reilio nach (ausserlicli) beriiliren: 


'^) yyCircumfertur in quibusdam lihris antiqua propositio huiusmodiJ"^ 
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SO bilden die Quotienten, die entstehen, wenn man die ans deii MitteJ- 
puncten 'iWg, . . . auf die Axe geiallten Jjothe 

. . . m^P^^ durch die Radien rp n, . . . '/'x der respectiven Kreise 
7 /?,, . . , Wx dividirt, folgende aritlimetische Reilie: 

a) Wenn der Mittelpunct on^ des ersten Kreises der gcnannU^n 

Reihe in der Axe der gegebenen Kreise liegt, so ist (Fig. 24) 

m.,P, m^Pj 'rnj\ “^^^xPx 

“V"’ ‘ ■ * 

gleicli 0, 2, 4, 6, ... 0r-^l).2. 

b) Wenn der erste Kreis der genannten Reihe die Axe 44 der 
gegebenen Kreise beriilirt, so ist (Fig. 25): 

7n^P^ ^/^xPx 

K ’ n ’ '>4 ’ * ' ’ 

gleich 1, 3, 5, 7, ... 2.r — 1.“ 

Oder der eigentliche Satz, aus welchem diese beiden Fiille (a, b) blosse 
Folgernngen sind, ist dor nachsteliende {Theorem XV. lihr, IV.): 

c) „Wenn zwci Kreise 4/p 44 (Fig. 26), die einandcr in B beriihren, 

der Grosso und Lage iiacli gegeben sind, mid man bcsclircibt irgend zwei 
beliebige Kreise 7?Zp 7/^.^ welclie einander in h (aiisserlicli) beriihren, und von 
denenjeder jene beiden Kreise beriilirt, fiillt sodami aus den Mittelpuucten 
7 y^p auf die Axe M^M.^ der gegebenen Kreise die Lotlie biuI 

dividirt diese Lotlie durcli die Radien 7‘j, r., der respectiven Kreise w-'-p 

so ist- der dem letzteren Kreise (7«J zugeliorige Quotient uin 2 grbsstn* 
als der erstere, d. h. es ist 

m.P. ^ 'm.yP.y 

__i_X4.2 = — 

Oder, wie sich Pappus ausdriickt: das Loth m^Pp plus dinn I)urchm(\sser 
des zugehorigen Kreises Wp verlialt sich zu diesem Durchniesser wi(‘ das 
Loth m^P^ zum Durchmesser des zugehorigen Kreises '///,, d. i., 

2r^ 2r, 

Bedient man sich der Hiilfsmittel und Kunstausdia'icke, welclu^ in den 
vorhergehenden Paragraphen (I, IT, III) enthaltcn sind: so kann der Saiz, 
wie folgt, bewieseii werdeii. 

A. Die gerade Linic AB (Fig. 26), welche die beiden geg(d)enen 
Kreise 4/p 4^ in dem Puncte B beriilirt, ist zugleich die Linie der gl<‘ichen 
Potenzen derselben. (§ I. No. 3.) 

B. Da jeder der beiden Kreise 44, 44 die beiden Kreise 7//,, 7//.. 
gleichartig beriihrt, so folgt: 
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a) class die Linie BA (als Linie der gleichen Potenzen der KreLse 
il£^) durch den ausseren Aehnliclikeitspunct der Kreise 
7/^^ gelit (No. 13), nnd dass dalier der Punct in welcliem die 
Axe die Tangente BA schneidet, der aussere Aelniliclikeits- 

punct der Kreise ist; 

p) dass ferner die aus den Mittelpuncten nach der Linie AB 

gezogenen Parallellinien sich verhalten wie die Radien 7*^, der 
respectiven Kreise m., (No. 7), dass also z. B. 

Am^ : Am^ — 

mid, da AB^ 2 U der Axe BM^M^ senkrcclit, mitliin 

unter sich parallel sind, dass auch 
BB,:BJP, = 

y) dass endlicli jeder der beiden Kreise ATj, Bezug auf den 

ausseren Aehnlichkeitspunct A der Kreise 7/^^, potenzhaltend 
ist, so dass das Quadrat der Tangente A B gleich ist der gemeiii- 
schaftlichen Potenz der Kreise in Bezug auf ihren ausseren 

Aehnlichkeitspunct A (No. 12). 

C. Da ferner auch das Quadrat der Linie Ab gleich ist der gemein- 

schaftlichcn Potenz dor Kreise in Bezug auf den Punct A (weil 

in dein Beriihrungspunct b zwei potcnzhaltende Puncte (No. 12) zusammen 
fallen): so folgt (y), dass A B'^ gleich Ab''^ und mithin auch AB gleich 
Ab ist. 

D. Nach der Voraussetzung sind die Radien 7rk^C und m^D der Kreise 

parallel (senkrecht zur Axe daher liegen die drei Puncte 

Db(J in gerader Linie (No. 7); und da AB gleicli^ Ab und m.,b gleich 
wk/J (als Radien des Kreises und auch AB und 7}i,,C parallel sind: 
so liegen auch die drei Puncte BCb in gerader Linie, und mithin ist 
BCbD cine gerade Linie. 

E. Zieht man nun noch die gerade Linie B^ik^E^ so hat man: 

ED :m,C= BP,: BP,=r,ir, (B, [3), 

Oder, w^nn man bemerkt, dass m^C gleich 

ED:r^ = 

und folglich: 

ED = r,, 

und da auch m,D gleich 

7)1, E = 2r,, 

Nun ist ferner 

£:P, : m, P, = BP,:BP, = r,: r, (B, p), 

odor da 

EP, == 0)1, P, — P Tifi, E = 7///J P, — P 2 ‘i\ , 

so ist: 


8tt‘inc*r’s Worke. I. 




4 
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uiid folglich: 






'^*1 -i 

wolclies (ler obige Satz (c) ist. 

[In tlem Falle^ wo die Kreise sicli ausserlicli beriilireii, kaiiii 

einer der Kreiae z. B. die drei andercn aucli oinschliesseiid 

beriiliL'en, mid dann gilt die Glcichung: 

^ 1-^1 _ 

welche in ahnlicher Weiye wie die vorsteliende bewieseu wird.j 


Denkt man «icli iiim eine Roilie Kreise 




von denen jeder die beiden gegebenen Kreise A/J, beriilirt, und welche 
einander der Reihe nach (ausserlich) beriiliren: so hat man nach dein vur- 


liegeiiden Satze: 




m^P, 


4-2, 














4-4. 


-4-6, 


m^Px 


-206-— 1). 


Oder, wenn man zur Abkiirzung 


'1 

7n,F, 




gleich und 


setzt, so ist: 




^4-2; 


A 


= 5f-+-4; 


P4 _ 


g4-6; 




:^4-2(.6* 1). 


Setzt man q gleich 0, d. h., nimmt man an, der Mittelpunct des erstou 
Kreises liege in der Axe M,, der gegebenen Kreise (Fig. 24), so hat man: 

-h- = 2-, -r2- = 4; -^£- = 6; ... =2(u.— 1), 

welches dor obige sj)ezielle Satz (a) ist. 

Und setzt man q gleich 1, d. h., nimmt man an, der ersto Kreis 
beriihre die Axe dor gegebenen Kreise (Fig. 25), so hat man: 


JA.— 


1; 


p. _ 


3; 


JP^ 


:5; 


P, 


h. 


42.r~l, 


welches der obige spezielle Satz (b) ist. 

Es ist klar, dass der Hauptsatz (c) unverandert wahr bleibt, wenn 
anch der Kreis M., sich immer mehr ausdehnt, bis er zuletzt in die gerade 
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Linie BA iibergeht; und dass dieaer Satz ferner auch dann noch Statt 
findet, wenn der Kreia durch die gerade Linie BA gegangen ist, mid 
auf der anderen Seite derselben wieder als eigentlicher Kreis zum Vor- 
tichein kommt, so dass nun die beiden Kreise und einander ausser- 
lich beriihren. Wen diese Ableitungen nicht befriedigen, fiir den bemerken 
wir, dass der Beweis fiir die abgeleiteten Falle dem vorstehenden ganz 
ahnlich ist. Pappus beweist jeden Fall besonders. 

25. 

Wiewohl wir beim ersten Anblick des vorstebenden interessanten 
Satzes die Vermuthung hegten, dass derselbe einer grosseren Ausdelmung 
fiiliig sein rniisse; so fanden wir doch nicht sogleich den Weg, auf welchem 
dieses Ziel leicht zu erreichen war. Das nachstehende Verfahren, durch 
welches wir unseren Endzweck zum Theil erreichten, ist ziemlich einfach, 
kann aber vielleicht, zumal da nun das Gesetz bekannt ist, noch auf 
einem anderen, ktirzeren Wege bewiesen werden. Das Hauptresultat, welches 
wir gefunden haben und welches wir weiter unten beweisen werden, ist 
das bestimmte Gesetz zwischen den Quotienten, die entstehen, wenn man 
aus den Mittelpuncten der beiden Kreise (Fig. 26) auf 

irgend einen beliebigen Durchmesser eines der beiden gegebenen Kreise 
A/^, (anstatt auf die Axe BM^M^ (No. 24)) Lothe fallt, und diese durch 
die Radien /‘j, der respectiven Kreise dividirt. 

Wir bemerken hier beilaufig, dass nun noch die folgende allgemeinere 
Aufgabe zu losen iibrig bleibt: 

„Ein Gesetz zwischen den beiden Quotienten zu linden, die dadurch 
entstehen, dass man aus den Mittelpuncten der beiden Kreise 

auf irgend eine gerade Linie L Lothe Mlt, und dieselben durch die 
Radien der respectiven Kreise m^, dividirt (No. 24c).“ 

26. 

Beriihren sich die beiden gegebenen Kreise (Fig. 27) in B, be- 

riihrt ferner jeder der beiden Kreise m, M die beiden gegebenen, liegt 
der Mittelpunct Af des letzteren, in der Axe und bezeichnet man 

die Radien der vier Kreise A/^, Mp respective durch Rj, 
so ist: 

AC=BC—BA Oder 

Oder 

R = 

und andererseits ist auch 

BM == 

Ferner ist: 

BP : BM = r:R (No. 24, B, p), 

4 = 5 ^ 
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und folglich: 

ri') BP — 

^ ^ R,—R, 

Setzt man zur Abkiirzung das aus dem Mittelpunct w aid* die Axe 

gefallte Loth mP gleich und gleich Z7, gieidi w, 

M^m gleich J\Fm gleich /, so lindet man leicht folgonde Gleiclunigen: 

(2) 7. = + r ; R^ = l~^r; BP=R^-i~U^ R, + 

Nun ist vermoge des rechtwinkligen Dreiecks M.,Pm: 

z=: 

Oder wenn man u aus (2) und (1) substituirt, 

= f^(^BP~^R,y 


. ( A,- 


R,~\ 






R.—R, 

9 _ 

R.—R, 


V R 

Oder, wenn man den Quotienten gleich q und ^ gleicli stdzt, 

folgt. Auf gleiclio Weise findet man 

4 ( 71 + 1 ) • 

Aus der obigen Gleichung findot miin fernor: 

und folglich : 

47t--‘ 

(5) u — r, 

und oben so: 


und eben so: 
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Endlich crgebcn sicli aus (2) und (3) immittelbar folgende Wortlie fiir 
die Radion dor bciden gegebenen Kreise ilfj, 

(f-{-4oTz(TZ~^V) 


0 ) 

( 8 ) 






471 

^ 4 ^71 -f- 1 ^ TT 


4 ( 77 + 1 ) 

Man siobt aus (3) und (5), dass die beiden Linieii I und u immer 
zu dem Radius r commensm'abel sind, sobald 'p zu r (d. i. q) und zu 
R., — (d. i. tt) commensurabel ist. Bevor wir unseren Haiiptgegenstand 

welter verlblgen, wollen wir zuerst oinige Falle, wo die genannten Grrossen 
respective commensurabel sind, betracliten. Z. B. 

a) Nimmt man tt gieicli 1, d. i. gieicli 2i?j an, so hat man (GL 
(3) bis (6)) 


I f-4 

It cf — 4 

_____ 


und 

und 


L ^‘**+16 

__ _ ^ 

U _ r/— 16 
8 


Bezielit man diese Ausdriickc auf cine Reihe Kreise ... 
(Fig. 28), welclie sich aneinander anschliessen, und wo dor Mittelpunct Wj 
dos erston derselben in der Axe der gegebenen Kreise liegt, so hat 

q respective die Werthe (No. 24, a): 0, 2, 4, 6, 8, ... 2(7z — 1), und 

daher hat “ respective die Werthe: 1, 2, 5, 10, ... {n — 1)‘'^+1: 
die Werthe: 2, 4, 4/, ... ^ die Werthe: —1, 0, 

u 

3, 8, ... (u — 1)“*^ — 1; und endlich hat — respective die Werthe: — 2, 
— 0, f , ... — — ^ ; welches folgende Tabelle giebt. 


Kreise. 





W/J. 


7}ln 

p:r = q^ 

0 

2 

4 

6 

8 


2(« — 1) 

L:r == 

1 

2 

5 

10 

17 

. . . 


L:r = 

2 

f 

4 

) 3 

10 


(w— 1)--‘+4 

2 ' 

u',r — 

—1 

0 

3 

8 

15 

. . . 

(ra— 1)-— 1 

D: r = 

—2 

— f 

0 


6 

• • * 1 

1 

1 

>f^ 
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Man sieht hieraus, dass die vicr Mittelpuncte ii/j, ein 

Recliteck bestimmen, dessen Seiten nnd sich verhalten wie 4:3, 
b) Kimmt man gleich Si^j, so ist 


i=i!±i A_l!±i 

T 2 ’ r 6 ^ 


q^—1 U q^~9 

r 2 ’ T 6 

Hiomacli erhalt man fiir eine Reilie Kreise . . . (Fig. 29), 

welclie sich der Ordnung nach beriihren, und von denen der erste ???j die 
Axe der gegebenen Kreise beriihrt, so dass also q respective die 

Werthe: 1, 3, 5, 7, ... 2n — 1 hat (No. 24, b), folgende Tabelle: 


&eise. 



^3 




9?2n 

II 

II 

1 

o 

0 

5 

7 

9 


2n—l 

l:r = 

1 

5 

13 

25 

41 


(2«— 1)“+1 

2 

L-.r = 

1 

9 

3 

12, 

3 

20 

3 

4 5 

3 


(2?i— 1)'‘+9 

6 

u:r 

0 

4 

12 

24 

40 


(2n— 1)=— 1 

2 

U:r = 


0 

f 

20 

3 

3 6 

3 


(2n— 1)2—9 

6 


c) Nimmt man an, der Kreis durch unendliche Vei'grdsserung, 

in die gerade Linie AB (Fig. 30) (Tangentc des Kreises M^) tiber, so isf. 

R. 


i ?2 gleich oo, mithin x gleich 

I (f_ _ 


CXD- 


-i?. 


gleich 0, und dahcr 
^‘^-+-4 


T 

U 

T 

R, 


0 

_ 

0 


oo. 


X 

0 


= oo. 


r 

T 

X 

r 




4 

^ 4 


£ 

4" 


((7) und (8)). 


Fiir eine Reihe Kreise ..., welche einander dor 

Ordnung nach beruhren, und von denen der erste die, m der Axe BC 
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nenkrcclit stcheiidc, gcrade Linie CB ist, erhalt man, da q rGspective die 
Wcrthe 0, 2, 4, 6, . . . 2(n — 1) liat (No. 24, a), folgende Tabelle: 


Kreise. 



'»h 

77^4 


‘7)1,. 

() 


7?^n 

p:r = q = 

0 

2 

4 

6 

8 

10 


2(«— 1) 

L:r = 

1 

2 

5 

10 

17 

26 


(n-iy+1 

U:r = 

—1 

0 

3 

8 

15 

24 



Pj : '/• == 

0 

1 

4 

9 

16 

25 


(n-iy 


Wic man sieht, ist liierboi die Reihc dcr Werthc von — ^ am auffallendsten. 


Es sci A C (Fig. 31) irgend cin beliebiger Durchmesser eines dcr bei- 
den gogebenen Krcisc welche sicli in B beriihren, z. B. des 

Kreises A4. Don Winkol welchen dorselbc mit der Axe 

bildet, vvollcn wir durcli a, imd das aus dem Mittelpunct A/j auf den 
Durchmesser yU/ gefiillte Loth M^E durch k bezeichnen. 

Von den Kreisen von denen jeder die bciden gegebenen Kreiso 

beriilirt, sei der letztere ganz beliebig, dagegen liege der Mittelpunct 7n 
des erstcren in dem genannten Durchmesser AC, Aus den Mittelpuncten 
yuy falle man die Lothe mP gleich p, gleich p, auf die Axe 
und ferner aus dem Mittelpunct 7n^ das Loth gleich auf 
den Durchmesser AC. Die Radien der Kreise il/j, on, bezeichnen 
wir, wie oben, durch P 3 , v, 7\y und setzen zur Abkiirzung: 

MJi , h , P, ^ P, 

-kr 

so ist 

MJi h ^ 

(1) bina— 

Bozeichnet man ferner die Winkel und durch p und y? 

so ist, wic bekannt: 

sin [3 = sin (a — y) = sin a. cosy — cos a. sin y, 

Oder 

L PJL . wi,P, 

1 — — L^_.yina E^-cosa, 


und Iblgli 


(2) = Pji^.sina — wijPj.cosa. 

Oder wenn man fiir P^AX^ und m^P^ nach No. 26 j woselbst sie durch u 
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iind p bezeichnet sind, ihre Werthe 




• t\ iind qp\ setzt, so kommt 


cf" — 411 ^ 

(3) ^ ^ . mia—qp\ . cos a. 

Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Kreis Wj, wclcher die beideii 
gegebenen Kreise M,, berlihrt. Fiir den Kreis m ist aber das Loth 
h gleich 0, daher hat man: 


und mithin: 


i r. sma — ^/r. cosa^ 

4:% 


Cp 4']!“ 

cos a = sma, 

4tT:q 


mP p 

5'== — = — • 

Wird dieser Worth von cosa in die Gleichung (3) substituiri, so 
kommt: 


4tc- 

\ 4iu 


q;^~^e \ . 


Setzt man in dieser Gleichung tt.Q statt sina (1) und //'-h27^ stati <7,, 
wo n die Stelle anzeigt, welche dor Kreis nachxlcm Kreise /m ein- 
nimmt, so crhalt man: 

= Q.n^+q-^~^-2n. 

Bemerkt man aber, class nach No. 26 Gl, (3) die Linie 
onM.^ — l = -—j r und wP ==p = q p 


(7‘‘^-4-4ir^ ^ 4<77t 


und auch 


nach Gl (1), Iblglich 




sina = n.Q 


4qTc 


<3-^1^' = 1. 
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SO gcht die vorlicgendc Glcichung in Iblgeude iibci': 

( 6 ) ^ 

(/‘j 

das hcisst: 

„Man findet clcn Quotienteii fiir irgcnd eineii Krcis welcher 

die boidon gegebcnen Kroise J/j, beriihrt, in Bezng auf den ange- 
nommenon Durchmesser C, aus der Stellenzahl n dieses Kroisos von 

dem Kreise nt an gerechnet, und aus dem Quotienteii gleich Q des 

■r . . 

Krcises i/j, in Bezug auf denselben Durclimesscr yl6'.“ 

Liegt der' Kreis auf der anderen Seite des Krcises wie z. B. 
dor Kreis : so ist n als negativ zu betrachten, und man liat fiir diesen 
Fall: 

(7) = Qn^—2n. 

Die beiden Formeln (6) und (7) gclten auf ganz gleiche Wcise, wcnn 
man anstatt des Durclimessers AC^ irgcnd cinen bclicbigen Durclimesser 
des Krcises annimmt; nur wiirde sich im letzteren Fallc der Quotient 
Q auf den Kreis beziehen. 

Der obige alte Satz (No. 24, c) ist ein spezieller Fall des vorliegenden 
Satzes (Gl. (6) und (7)); man erlialt jenen, wcnn man bei diesem Q gloicli 0 
setzt, d. h. wenn der angenommene Durclimesser AC mit der Axe 
zusammenfallt. 

Bezeichnet man den Quotienten durcli und den Quotienteii 

cines Kreises Wx, welcher die (x — 1)^^^ Stelle nacli dem Kreise m, 
ciunimmt, durch Qx, so ist nach Gl. (6): 

— 1)"— j— 2(^'--l-“«^/ — 1). 

Wird aus diesen beiden Gleicliungen 7h eliminirt, so tindet man 

(8) Qx = l)‘^±2(^;-“l)y'l+QA^^ 

„Dicsc Gleicliung lehrt, wie man aus dem gegebeneii Quotienteii Q)i 
cines bestimmten Kreises aus dem Quotienten Q des gegebenen Kreises 
i/j, und aus dor Zalil x — 1, welche anzeigt, die wievielte Stelle irgend 
ein bestimmter Kreis Wx nacli dem Kreise einnimmt, den Quotienten 
Qx des Kreises mx, in Bezug auf den namliclien Durclimesser 6^ findcii 
kann.“ 

Setzt man x gleich 2, so hat man: 

( 9 ) ■ q, = q±2]/ttm:+q,. 

„Diesc Formel lehrt, wie man aus dem Quotienten Q des gegebenen 
Kreises in Bezug auf den Durchmesser AC^ und aus dem Quotienten 
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trgend eines bestimmten Krelses in Bczug auf denselben Durch- 
messer, den Quoticnten dcsjenigen Kreisos in Bezug auf den niim- 
lichen Durchmesser, fmdet, welcher sich dem Kreise anschliesst (d, h. 
ihn bemhrt).“ 

Es sei z. B. 


Q-- 


MJi 


M^B 


■ 12 imd Qi ■ 


mJL 


:24, 


so ist: 


= Q„ = 12 ±2 1/1-1-12.24-4-24 
= 70 Oder =2. 


Zur Erlauterung der Bedeutung der gefundenen Formeln (6), (7), (8), 
(9), wollen wir dieselben noch auf einige bestimmte Reilien Kreise an- 
wenden. Z. B. 

a) Nimmt man an, der gegebene Kreis (Fig. 32) beruhro don ge- 
nannten angenommenen Burchmesscr AAl^C, so ist Q gleich 1, uiid dahcr 
erlialt man fiir eine Reihe Kreise: ... |j. 2 , B-p w., 

d. h., fiir eine Reihe Kreise, welche sich zu beiden Seiten dem obcn ge- 
uannten Kreis m anschliessen, und welche einander der Ordnung nach 
boruhren, folgende Quotienten (wenn man die aus den Mittelpuncten: 
... [x^, jjLj^, w, m,, ... auf den Durchmesser yl6' gefallten .Lothc durch 

die Radien ... pg, pj, r, v*^, ... der respectiven Kreise ... pj, vi, 

Wp . . . dividirt): 


Kreise. 

B-u 



P'2 

P'1 

7)1 

7)1.^ 




mn 

h _ 
r 

— 271 


3 

0 

— 1 

0 

3 

8 

15 




b) Setzt man Q gleich 2, so findet man fiir eine Reihe Kreise: . . . p,, 
Pp m, Wp ... (Fig. 33) folgende Quotienten: 


Kreise. 

P-ll 

... 

P'4 

p-.-> 

P'2 

P'1 

m 

77h^ 

77b., 

■»h 

'»l, 

... 

///„ 

k _ 

r 

2n'^ — 2?i 

1 

;24 

12 

4 

0 


4 

12 

:24 

40 

i 

27y-\-27b 


u. s. w. 


Es kann noch bemerkt werden, dass die Siitze und Formeln, welche 
wir bisher in Bezug auf die beiden einander innerlich beriihrenden Kreise 
jl/j, aufgestellt haben, auf ganz ahnliche Weisc bei zwei sich aiisser- 
lich beriihrenden Kreisen Statt finden, und dass sie ferner auch dann noch 
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Statt finden, wenn der eine Kreis (ATJ, durcli unendliche VergroHserung, 
in eine gerade Linie iibergeht. 


28. 

Aus dem obigen alten Satze (No. 24, c) lassen sich unter anderen 
auch nachstehende interessante Folgerungen ziehen. 

Liegen die Mittelpuncte dreier beliebigen Kreise m (Fig. 34), 

welche einander, paarweise genommen, in den drei Puncton 5, C be- 
riiliren, in einer geraden Linie: so ist, vermdge des alten Satzes, das aus 
dem Mittelpuncte desjenigen Kreises mj, welclier jene drei Kreise be- 
riilirt, auf die Axe M^M^m geMlte Loth m^P gleich dem doppelten Radius 
m^D des Kreises Demnach ist 

PD = Dwj. 

Es ist klar, dass dasselbe Statt findet, wenn man sich, anstatt der 
genannten Kreise ilf^, Kugeln denkt. Ferner ist leicht zu 

sehen, dass jede Kugel, welche die drei gegebenen Kugeln il/j, 4/^, m be- 
riihrt, wo sic sich auch befinden mag, gleich der Kugel ist; imd dass 
ferner der Ort des Mittelpuncts einer solchen Kugel, welche die drei ge- 
gebenen Kugeln If^, Afg, m beriihrt, ein Kreis ist, dessen Radius gleich 
und dass die Ebene dieses Kreises, welche wir durch E bezeichnen 
wollen, in dem Punct P zu der Axe M^M^m senkrecht steht. Denkt man 
sich nun eine Reihe Kugeln . . ., welche einander der Ordnung 

nach beriihren, und von denen jede die drei gegebenen Kugeln A^, A^, 
m beriihrt: so folgt oifenbar, da PD gleich m^D, dass die genannte Ebene 
E mit’jenen Kugeln mg,...) eine Durchschnittsfigur bildet, 

welche der Fig. 35 gleich ist. Nun ist aber leicht zu sehen, dass man 
um einen bestimmten Kreis P (Fig. 35) gerade sechs Kreise m^, mg, m.^, 
m^, m^, m^, von denen jeder dem Kreise P gleich ist (PD gleich Pm^), 
so herumlegen kann, dass jeder den Kreis P beriihrt, und dass sic ein- 
ander der Reihe nach beriihren. Daraus folgt nachstehender Satz: 

„Beruhren irgend drei beliebige Kugeln A/j, Af^, m (Fig. 34), deren 
Mittelpuncte in einer geraden Linie liegen, einander, paarweise genommen, 
in den drei Puncten P, A, C: so konnen in dem Raume, welcher zwischen 
den drei Kugelflachen liegt, sechs gleiche Kugeln m^, m^, m,^, m^, m^, m^ 
besclirieben werden, welche einander der Reihe nach beriihren (die Kugel 
mg beriihrt die Kugel mj, und von denen jede die drei gegebenen Kugeln 
ATj, Afg, m beruhrt.‘‘ 

Mittelst eines bestimmten Satzes bei Kugeln, welcher einem Satze bei 
Kreisen (No. 22) analog ist, folgt aus dem Vorliegenden leicht nachstehen- 
der sehr merkwurdiger Satz: 

„Wenn irgend drei beliebige Kugeln einander beriihren und 
man beschreibt ^ine Reihe Kugeln m^, m^, m^, ..., welche einan- 
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dcr dcr Ordnuiig nacli beruliren, und von denen jede jeno droi 
Kageln beriilirt: so schliesst sicli immer die secliste Kugel dicser 
Keihe, wo man aucli immerhin die erste annehmen mag, gerade 
andieerste an. Und ferner liegen die Mittelpuncte dieserRoilic 
Kugeln immer in einer und derselben Ebene, und zwar in eincr 
und derselben Curve zweiten 6 rades.^‘ 

ZuniBeispiel: „Wemi die drei gegebeiien Kugeln M,, p (Fig. 34) 
einander, paarweise genommen, beriihren: so kann in dem Raume, wclchor 
zwisclien diesen drei Kugelllachen liegt, eine Reilie von seeks Kugeln pj, 
7 Fa? F 4 ? F 5 ? Fa? Kugel, Oder das Anfangsglied 

dieser Reilie annehmen mag, so besclirieben werden, dass sic einander 
der Ordnung nach beriihren, und dass jede die drei gege])enen Kugeln be- 
riihrt; und die Mittelpuncte dieser seclis Kugeln liegen in einer bestimmten 
Ellipse.“ 

Unter anderen hierher gehorigen speziellen Fallen erwahnen wir nur 
folgenden: 

„Wenn drei gleiche Kugeln einander, paarweise genommen, (aiisscr- 
lich) beriihren:, so giebt es zwei bestimmte, mit einander parallele Ebenen 
Ay By von denen jede die drei gegebenen Kugeln beriihrt. Und bcschreibt 
man in dem Raum, welcher sich zwisclien den drei Kugeln befiiidet, eliio 
Rciho Kugeln, von denen die erste die Ebene xl und die drei gegebenen 
Kugeln, und claim jede folgende die vorhergeliende und die droi gegebenen 
Kugelii beriilirt: so wire! die vierte Kugel dieser Reihe gerade die anderc 
Ebene B beriihren.^^ 

Niimlich die beiden Ebenen A, B sincl als zwei uncndlich grosse 
Kugeln zu betrachten, welche einander beriiliren (da sie parallel sind), und 
welche also, da sie ebenfalls die drei gegebenen Kugeln boriiliren, in der 
genannten Reihe Kugeln, die Stelle der fiinften und sechstoii Kugel ver- 
treten. 


29. 

Durch Hiilfe des alton Satzes kann lernor auch der Radius desjenigen 
Krciscs, welcher droi gegebene, einander berulircndo Krcisc beriilirt, aus 
den Radicii dieser Kreise leicht gefunden werden. 

Es seien die drei Kreise iK, 31^ (Fig. 3G), welche ciimndcr be- 
riiliren, gegebeii. Der Kreis m beriilire sic ausscrlich und der Kreis M 
einscliliessend. Die Radien der funl‘ Kreise 1/^, JIC, 4/,, 4/, m soJlcn* 
respective durch Ry r bezoichnet werden. 

Fallt man aus den Mittelpuncton A/,, m auf die Axe die Lothe 

gleich und won^ gleich so ist nach (No. 24, c): 
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woraus folgt: 

^ JL.^. 

jRj 

Da anan eine ahnliche Gleichung erlialt, wenn man aus den Mittel- 
puncten M, und m auf die Axe odei* aus don Mittelpuncton 

und m auf die Axe Jjotlio fallt, so hat man zusammengenommen 

folgende drei Gleichimgen: 


n; - \ ^ h, ’ 

p., r 2r 

fi. — 

\ ~ R, h, ’ 

welchc addirt, 



geben. Der erste Theil dieser Gleichung ist aber nach einem bekannteii 
Satze gleich 1; niimlich: „Wenn man die aus einem beliebigen Punct m 
auf die Seiten eines Dreiecks M^Al^AI.^ gefallten Lothe durcli 

die correspondirenden Hohen \ des Dreiecks dividirt: so ist die 

Summe der drei Quotienten allemal gleich l.“ Die vorliegende Gleichung 
geht demnach in folgende iiber: 

1 1112,22 

■7 - 


Bemerkt man ferner, dass die Hohe eines Dreiecks durch die Seiten 
desselbcn ausgedruckt werdcn kann, und dass die Seiten des Dreiecks 
ihrer Grosse nach R.,-\-R.^ sind: so hat 

man z. B. 


_ ]/2lR,-^R.,-\-'R^).iR,.^R,.2R^ 

R^R^ 

Werdea diese Werthe fiir 4„ in die obigo Gleichung substituirt, so 

erhiilt man nach gehbriger Reduction folgende Gleichung: 


(1) 




l = + 

/• i?! JS3 

Diese Gleichung lehrt, wie man den Radius r desjenigen Kreises welcher 
drei gegebene, einander ausserlich beriihrende Kreise A^, ausser- 

lich beriihrt, aus den Radien R^ der letzteren Kreise findet. 
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Fiir den Kreis M, welcher die drei gegebenen Kreise einscMiessend 
beriihrt, hat man auf ahnliche Weise, wenn man die aus dem Mitteipunct 
i/dossclbeu auf die Axen M^M.^ gefallten Lothe MN^, 

MN^ durcli Pj, P„, P 3 bezoichnet, folgende Gleichungen (Zus. z. No. 24, c): 


A 

R 


+ 2: 


odor : 


R, 


— A+2: 



p. 

._l9 — 

k . 

P 


■ p” 


P, ’ 

P 



2R 

P 


k 


k 

P’ 


p, 


2P 

P 


k 

— 

K 

P., ’ 


p 


2P 

R 


k 


k 

R, • 



R. 


JJio Summe dieser drei Gleichungen ist: 


A 


H- 


k 


L_ pfA , 2_ , 2 1 1 1 \ 

p. r, pJ 


Bemerlct man, dass der erste Theil dieser Gleichung nach dem oben 
erwahnten Satze gleich 1 ist, und setzt statt der Grossen , /i... k, 
(Hohen des Dreiecks ihre oben angegebenen Werthe: so orhalt 

man, nach gehoriger Reduction, folgende Gleichung: 

( 2 ) ^ 


4 




R,R,R, 


1 1 

R iJg i ?3 

welche lehrt, wie man den Radius R desjenigen Krcises welcher die 
drei gegebenen, sich berulirenden Kreise il£j, einschliessend be- 
riihi't, aus den Radien jRj, R.^ der letzteren Kreise findet. 

Durcli Verbindung der Gleichungen ( 1 ) und (2) erhalt man z. B. 
folgende Gleichungen: 


(«) 


= 4]/ 
1 

'P.-t-P,+P, _ / 111 

R,R,R, ^ R,R3 PjPs P.P, 

1 ' 2 2 ‘ 2 

(P) 


r 

P “ ■ P, P, P 3 ’ 

(t) 

1 

1 

1 1 ~ R.-^R.y-^-R^ 

■rP “ 

P? 

Rl P“ ^ R,R,R, ’ 


Geht einer der gegebenen Kreise, z. B. der Kreis ik^, in eine gerade 
Linie iiber, so ist R^ gleich oo, und daher gehen die Gleichungen (1) 
und ( 2 ) in folgende iiber: 


(3) 

1 

1 

1- ^ -U9 L 

/ 1 

r 

PA 


R,R, ’ 

(4) 

1 

1 

4 1 Ol, 

/ 1 

p ~ 

p, ~ 

p. ^ ^ 

R,R, 
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„Diese Gleichungen lehren, wie der Radius (r oder K) eiiies Kreises 
(m Oder 3/), welcher zwei sich. aiisserlich beriilirende Kreise mid 

deren gemeinscliaftliclie Tangente beriilirt, aus den Radien der beiden 
Ictzteren Kreise gefmiden wird/*^ 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise seien ein- 

ander gleich, so dass iJj gleicli gleich iig, so gehen die Gleichungen 
(1) und (2) in folgende uber: 


1 3 + 21/3 

- R, 

1 _ -- 3 + 21/3 

R~ R' 


oder r= 

3+21/3 


oder R — 


—3+21/3 


woraus Iblgt: 


r,R = XRl 


Tst feriier R.^ gleicli co und R^ gleicli so Iblgt aus (1): 

— z= Oder — ^ = 4, 

'/* R^ r 

welches mit (No. 26, c) iibereinstimmt. 

Um die Symmetrie zwischen den vier Grbssen r, i?j, jRg, welche 

in der Gleicliung (1) vorkominen, leicliter uberseheii zu kbnneii, setzen wir 

1111 

r R, R, R, • 

SO dass nach Gleichung (1): 

Daraus folgt: 

oder nach gehoriger Rechnung 

( 8 ) = 0 . 
Setzt man ferner gleich Q, so findet man aul‘ ahnliche Weise aus 
der Gleichung (2) die folgende: 

(9) Q^”l-5'?+2'2+?3+2(<)g'i+Q^.^+<923 — — q^q^ — q.^q^) — 0. 


30. 

Es lassen sich noch eine grosse Menge Betrachtungen an die obigen 
anschliessen. Wir wollen unter anderen noch folgende hinzufugen; 

A. Sind drei beliebige Ehmse Afj, (Fig. 37), die einander 
paarweise genommen in den Puncten B, A beriihren, und deren Mittel- 
puncte in einer geraden Linie liegen, dor Grosse und Lage nach gegeben: 
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jjf'oomotrischo Bctrachtuni>‘ei». 

SO kaim, wie aus dem alten Satze (No. 24) folgt, derjenige Kreis 
welcher jene drei Kreise beriilirt, leicht gefunden werden, wie folgt; 

„Man errichte aus den Mittelpuncton M, die beiden geraden Jjinien 
i/(?”und MJi senbreclit zu der Axe nehme MG gloich AC 

glcich 2-R, i/jl/gleich BC gleich 2i2,, und ziehe die geraden Linicu BG 
und AIL, so sclineiden sich diosc iin Mittelpunct ij. des gcsuchten Kroises 
^ (No. 24, E),“ 

B. Jeder von den beliebigen Kreisen m, ■?«,, beriilire .die bcidcn 
gegebenen Kreise Af„ Af„; die geraden Linien MD, mP, m,J\ 

seien zu der Axe M^M.^ senkrecht, und cbenso die gerade Linic BJl, 
welcbe die gegebenen Kreise 1/,, M.^ in B beriilirt; cndlicb sollcn die 
Radien der Kreise M, m, «»,, respective durch R, r, ‘)\, r., bezciclinot 
werden. 

Da die Kreise M, m, ot,, ot., die Linie dor gleicben Potenzon BB, 
der beiden gegebenen Kreise A/^, M.^ gemeinschaftlich zur Aelinlicbkeits- 
linie liaben (No. 13), d. li., da die Parailclen aus den Mittelpuncton M, 'W, 
m,, m., nach der Linie BB, sich wie die Radien der respoctiven Kreuso 
M, vorhalten, so hat man (wie No. 24, B, p): 

BM BP _ Bl\ __ Bl>, 

■' ~ r r, ”~/'r ’ 

Zioht man aus B <lurch die Mittelpuncte m, m,, die geraden 
Linien Bml), Bm^D,, Bm.,D.,, so folgt ferner, weil die geraden Idnien 
MB.,, Pip, P,F.^, P.p\ parallel sind, dass: 

■ MB., PE., P,Il _ I\m., 

r' ~~ r' r, ■ 

Ebon so ist: 

^ , MN Pn I\n, _ P.,n., 

(c) 

und inithin, wenn MN gleich R, auch: 

(d) Pn^r; P,n,=r,; P.,n.,=r„. 

Ferner ist: 

.X AA _ AA _ ’^hA 

Nimmt man an, dass die Kreise einander beriiluvn, so isi 

gleich 2 a, (No. 24, E.), folglich ist in diesom Fall: 

(f) ^ E,E, = 2r; D,I), = 2E. 

Zielit man aus B durch den Beriihruiigspunct h der beiden Kreise 7 a,, v/z^ 
die gerade Linie so ist ferner (No. 24, E.): 

Cs) E,e^ = e.,E., = r; B,(P=J.J)., = R. 
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Aus dcm Yorliegenden folgt unter anderem Naclistehendes: 
a) Wenn der Quotient*) eines unbekannten Kreises in Bezug auf 
die Axe gegebeu ist, so findet man nach (b) eine gerade Linie 

in welcber der Mittelpunct des unbekannten Kreises liegt. Ist 
namlich der gegebene Quotient gleich so nehine man MD^ gleicli 
und ziehe die Linie oder man nehme, wenn der Kreis m gegeben 

ist, PE^ gleich q^r und ziehe die Linie BE^^ so liegt in dieser Linie 
(BE^D^) der Mittelpunct des gesuchten Ejreises 

p) Nimmt man in der Linie Pm irgend zwei Puncte E^^ E^ so an, 
dass E^E^ gleich 2r ist, und zieht die geraden Linien BE^^ BK^^ so liegen 
in diesen beiden Linien die Mittelpuncte zweier bestimmten Kreise 

mj, ^ 2 , die sich und die beiden gegebenen Kreise Afj, beriihren, und 
zwar geht die gerade Linie Be^^ wenn die Mitte der Linie E^E^ ist (g), 
durch den Beriihrungspunct b jener beiden Kreise- Wj, Ein Gleiches 
hndet Statt, wenn man anstatt in der Linie Pm in der Linie MB zwei 
Puncte mit passendem Abstande von einander annimmt. Hiernach ist 
leicht eine Eeihe Kreise my, mg, m^, . . . zu beschreiben, welche ein- 
ander der Ordnung nach beriihren, und von denen jeder die beiden gege- 
benen Kreise beruhrt. 

C. Legt man in den Endpuncten des Durchmessers AB eines gege- 
benen Kreises M (Fig. 38) die Tangenten AB und BC m. den Kreis, zieht 
durcli einen willkiirlichen Peripheriepunct E die beiden geraden Linien 
AEG und BED, und legt in dem Punct E die Tangente FEG- an den 
Kreis, so ist das Dreieck BEG bei E rechtwiaklig, und die Tangenten 
GB und GE sind einander gleich; folglich ist auch 

GE^GB=GG. 

Eben so ist 

FA = FB. 

Das heisst: 

„Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele Tangenten AD 
und BG, die den Kreis in A und B beriihren, zieht z. B. aus dem Be- 
riihrungspunct A eine beliebige gerade Linie AG, welche den Kreis in E 
schneidet, und legt in diesem Durchschnittspuncte eine Tangente FEG an 
den Kreis, so halbirt diese letztere Tangente die Tangente BG in GP 
Da ferner die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABG und DAB alm- 
lich sind, so ist 

ABxBG = ABxAB, 

das heisst: 


^') ZuY Abkurzung nehmen wir von min an den Ansdmck: „Quotient eines Kreises 
in Bezng anf eine gerade Linie, “ in dem boschrankteren Sinne als „das aus dem Mittel- 
punct des Kreises auf die gerade Linie gefilllte Loth, dividii-t durch den Radius des Kreises.“ 
Steiner’s Werke. I. 5 
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„Legt man in den Endpuncten eines Durchmessers AB eines gege- 
benen Kreises M zwei Tangenten an den Kreis, und zieht aus denselbeii 
Puncten Aj B durch einen beliebigen Periplieriepnnct E des Kreises zwei 
gerade Linien AEC, BED, so ist das Eechteck aus den Stiicken B(', 
AD, welche die letzteren beiden Linien von. jenen Tangenten absclmeiden, 
gleicli dem Quadrate des Durckmessers AB des Kreises/‘ 

Da aber, wie vorMn bemerkt worden, BG gleicli GC und xIjP gleicli 
FD ist, so ist, wenn man den Radius des Kreises durch R bezeicluiet, 

. BGxAF=lABxAB:=R\ 

das heisst: 

„Legt man an einen gegebeneu Kreis M zwei parallele Tangenten B G, 
AF und eine beliebige Tangente GEF, so schneidet die letztere von den 
beiden ersteren zwei Stiicke BG, AF ab, dei'en Rechteck dem Quadrate des 
Halbmessers des Kreises gleich 

Bei einer anderen Gelegenheit werden wir zeigen, dass die hier (C.) vom Kreise 
bewiesenen bekamiten Siitze anf analoge Weise bei jeder anderen Onrve zweiten (Iradcs 
Statt finden, so dass folgende allgemeinere Satze gelteii: 

1) „Legt man zwei beliebige parallele Tangenten AJD nnd ^<7 an irgoiid eine ge- 
gebene Curye zweiten Grades, welche diese Curve in den Puncten A und B bcruhrcii, 
zieht z. B. aus dem Punct A die gerade Linie AEC^ welche die Curve in E scimeidet 
und die Tangente BC m C begrenzt, und legt in dem Puncte E eine drittc 'rangoute 
GEP die Curve, so halbirt diese letztere Tangente die Tangente BC in 

Hieraus ergiebt sich also, wie leicht einzusehen ist, ein sehr eiiifacbes Vcrfahreii, 
in einem gegebenen Puncte E an irgend cine Curve zweiten Grades eine Tangente zn 
legen, wenn nur eine der beiden Axen derselben gegeben ist. Z. B. cs sei (Fig. 41) 
AB eine Axe irgend einer Curve zweiten Grades, und E sei irgend ein gegeixnHn* 
Peripheriepunct, in welchem eine Tangente an diese Curve gelegt werden soil, so crrichte 
man im Endpuncte B die gerade Linic BC senkreebt zur Axe AB^ zicho die gerade 
AE^ welche jenen Perpendikel in C trifft, nnd halbire den Abschnitt BC in 0, so ist 
die gerade Linie GE die gesuchte Tangente. 

2) „Logt man an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades zwei beliebige paralhde 
Tangente BG^ ^Bund eine dritte willknidiche Tangente GEF^ so schneidet die letzlere von 
den beiden ersteren zwei Stucke B G und AF ab, deren B,echteck dem Quadrat desjenigeii 
Halbmessers der Curve gleich ist, welcher mit den beiden ersteren Tangenten parallcd i.st7^ 

Aus (1) folgt ferner: 

3) „Denkt man sich boliebig viele Curvon zweiten Grades, von denon jede zwtd 
gegebene Parallelen AD und BG in denselben Puncten A und B bcn'ihrt, zieht aus A 
irgend eine Linie AC, welche die Curven respective in den Puncten E, Bi, AC, ... 
schneidet, und legt in diesen Puncten B, Bi, B 2 , ... Tangenten an die Curven, so 
schneiden alio diese Tangenten einander in der Mitte G der Tangente B C. Und urn- 
gekehrt: Legt man aus irgend einem Puncte G der Tangente BC an jene Curvon Taii- 
genten, so liegen die Beriihrungspuncte B, Bi, By, ... aller dieser Tangenten mit dem 
Punct A zusammen in einer geraden Linie.“ 

Aus diesem Satze (3) folgert man loiebt den nachstehenden: 

4) „Denkt man sich anstatt der Curve M (Eig. 38) irgend eine beliebige Flache 
zweiten Grades, -anstatt der Tangente B C eine Ebene, welche jene Eluche in B berubrt, 
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D. Es seien die beiden Kreise (Fig. 39), die einander in B 

beriihren, gegeben. Ein beliebiger Kreis m beriihre die gegebenen in den 
Puncten d, c und der Kreis My dessen Mittelpunct in der Axe liegt, be- 

riilire dieselben in den Puncten By Cy und endlich beriihre die gerade Linie 
AB dieselben in dem Puncte B. Aus dem Friiheren folgt, dass die drei 
geraden Linien Mmy Ddy Cc einander in einem bestimmten Puncte A schnei- 
den, welch er in der Linie BA (als Linie der gleichen Potenz'en der ge- 
gebenen Kreise ATj, liegt, und welcher der aussere Aehnlichkeitspunct 
der beiden Kreise My m ist (No. 8, No. 13). Ferner folgt, dass sowohl 
die Puncte D und d als auch C und c in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punct A potenzhaltend sind (No. 21), so dass also 
Ad X AD = Ac X ACy 

und dass folglich die vier Puncte By Gy Cy d in der Peripherie eines be- 
stimmten Kreises (x liegen. 

Legt man an den Kreis M^ in dem Puncte d die Tangente Gdy so 
halbirt diese Tangente AB m G (C.); und aus gleichen Griinden geht die 
Tangente Gcy welche man im Puncte c an den Kreis legt, durch die 
Mitte G der Tangente AB. Da die beiden Tangenten Gd und Gc zu- 
gleich den Kreis m beruhren, so steht die gerade Linie Gm auf der Sehne 
dc senkrecht und halbirt sie, und da die Kreise on und jx diese Sehne 
gemein haben, so liegen die drei Puncte Gy on, jx in einer geraden Linie. 

Zieht man ferner noch die geraden Linien BmN und MiiNy so folgt, 
da B G gleich GAy die beiden Linien M\i und BA parallel sind, und die 
drei Linien 13 Ny (?jx, AM einander in einem und demselben Puncte m 
schneiden, dass 

M\i = ]lN 
ist. 

Bemerkt man, dass, wenn i?, die Eadien der Kreise My m bezeichnen, 
und onP mit NM parallel, mithin senkrecht zu der Axe ist, dass 

dann (B, b): 

NM mP 
-R- = — 

nnd anstatt des Punctes G irgend eine in der Ebene BG liegende gerade Linie, und 
zieht alsdann irgend eine gerade Linie GEHy welche die Linie G und den Durchmesser 
BA der Flachc schneidet und zugloich die Flilche in E bei'uhrt, so ist der Ort des 
Beruhrungspunctes E eine ebene Curve (zweiten Grades), und die Ebene {EA) dieser 
Curve geht durch den Punct A und schneidet die Ebene BC in einer bestimmten gera- 
den Linie C, welche mit der Linie G parallel ist, und welche doppelt so weit von dem 
Puncte B enifernt ist als die Linie (?.“ U. s. w. 

Wir bemerken nur noch, dass man ahf dieselbe einfache Weise in irgend einem 
gegebenen Puncte E an irgend eine beliebige Flixche zweiten Grades eine Beruhrungs- 
ebene legen kann, sobald irgend zwei von den drei Axen der Flache gegeben sind, wie 
wir solches fur den analogen Fall bei Curven zweiten Grades so eben gezeigt haben. 

5 ^ 
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SO ist 

NM= q^R, 


und folglich 


= ^MN = i-q.R- 


Hiemach kann also die folgende Aufgabe sehr leiclit geldst werden. 


A u f g a b 0. 

„Eiiieii Kreis m zu beschrciben, welcber zwoi gegebene, oinandoi in 
B beruhrende Kreisc M„ beruhrt, und dessen Quotient in Bozug auf 
die Axe M^M, (d. b. das Verhaltniss des aus seinem Mittelpuncte m auf 
die Axe M,M^ gefallton Lotbes mP zu seinem Radius) gegeben ist.“ 

Auflosung. 

Es sei der gegebene Quotient gleich q. Man cmcbte aus der 

Mitte M der Linie CD die zu der Axe M,M.,CD senkrechte Linio i/fi,, 
nebnae il/!igleicbi2--^'^-®g^<^icbi(2'.i?, und ziebe hicrauf urn den Punct p. 
einen Kreis p, welcber durch die Puncte D, C gebt, so scbneidet dor- 
selbe die gegcbenen Kroiso A/J, M.^ aussei’dcm noch in denjcnigon bciden 
Puncten Cj d, in welcbcn sie von dem gesucbton Kroise 'ni beriilirt werden, 
so dass also die geraden Linien M ./1 mid einandor im Mitlelpimcto 'm 
des gesucbton Kreisos schneidon. 

Ferner ergiebt sicb aus dom Obigen ein sebr einlacbos Vorlabren, 
eine Reibe Kreise m, m,, . . . zu besclireibcn, von dcnen jodor die 

beiden gegebenen Kroise M^, beruhrt, und welcbe einandor dor Ord- 
nung nacb beriihren. Bonn da von den Quotienten q, q^, q.^, . . ., welcbe 
dieser Reibe Kreise in Bezug auf die Axe M^M, respective zugehorcn, 
jeder folgende um zwei grosser ist als der vorhergehende (No. 24 , c), so 
stehen die Mittelpuncte p, p,, p^, ... dor Kreise p, Pi, p.^, • • - um den 
Radius MD gleich R von einander ab, weil z. B. 

Afp = i^q-R nnd i/p, = ^q^ -R ~ 

mithin 

il/pj — Afp = pp, — R- 

„Um also die genannte Reibe Kreise zu construiren nehmo man die 
Puncte p, pj, P2, ... so an, dass 

pp, ==pjP 2 = ...=i? = AfD, 

und ziebe um dieso Puncte Kreise p^ p,, p2, .. ., von donen jeder durch 
die beiden Puncte D, G gebt, so scbneidet der erste dieser Kreise die 
gegebenen Kreise Af,, in don Puncten c, d, in welcben dieselben von 
dem Kreise m beruhrt werden; dor zweite Kreis p, scbneidet die gcge- 
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benen in den Puncten in welclien dieselben von dem zweiten 

Kreise der genannten Reiho Kreise beriihrt werden; n. s. 

E. Lcgt man in dem Puncte D die Tangente DF mx den Kreis 
so Lst Iciclit einzusolien, dass die Mittelpuncte [x der beiden Kreise 
1 /,, welclie einander in den Puncten D, d schneiden, mit dem Punct 
Fj in welchem die in den Puncten d an den Kreis gelegten Tan- 
genten DFy dF einander schneiden, in einer geraden Linie M.^\lF liegen. 
Eben so liegen die drei Puncte F^^ so wie auch I/3, [x^, F^^ u. s. w., 

in geraden Linien wenn namlich der Kreis (x^ den 

Kreis M.^ in demselbeii Puncte d^ schneidet, in welchem derselbe von der 
Tangente F^d^ beriihrt wird; u. s. w. Legt man ferner in den Puncten C 
iind 6*, ^2, . . in welchon der Kreis von den Kreisen jx, jx^ ... 

geschnitten wird, Tangenten CE^ cE^ eJE^^ ... an den Kreis iij, 

so liegen aus gleichen Grmiden sowohl die drei Puncte Ey |x, als auch 
If,, [X, u. s. w. in geraden Linien. 

Nun sind die Abstiinde der Mittelpuncte jx, [x„ 1X3, wenn sie sich 
auf eiiio Reihe an einander sich anschliessender Kreise m, ... 

beziehen, einander glcich (D.), d. h., es ist 

demnach ist auch, da die Linien Af{x, DF und CE parallel sind, 

(a) EE,^E,E,=E,E, = -^ 
und 

(b) ff,= f,f,= f,f, = -. 

Und ferner ist 

Oder wenn man die Radien dor Kreise ilfj, Af^ durch jR^, bezeichnet 
und bemerkt, dass 

— und [xjxj == = A/D = 

so hat man 

= R^-R^:FF,y 

und folglich 

(0) FF, = ^{r-r;). 

Aus ahnlichen Griinden ist 

(d) EF, = 

Der Sinn dor Satze {a, 6, Cy d), in Worten ausgesprochen, ist folgender: 
„Beschreibt man cine Reihe Kreise my w,, m3, . . ., von denen jeder 
zwei gegebene, einander in B beriihrende Kreise Af^, A/g beriihrt", und 
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wolche einander der Ordnung nach beriihren, und legt man in den Puncten 
d, cZ^, cZj^, in welchen dieselben den Kreis ikt beriihren, Tangenten 
dFy d,^F^, ... an den letzteren, so schneiden diese Tangenten, die 
in dem Endpuncte D des Durchmessers BD m denselben Kreis gelegte 
Tangente Di^so, dass die Abschnitte FF^, F^F^, einander 

gleich sind, und zwar ein jeder gleich der bestimmten Grosse (i?^ — RJ, 

Und eben so theilen die in den Puncten . . . an den Kreis 31^ 

gelegton Tangenten cEy c^E^^ Puncte C an denselben 

Kreis gelegte Tangente CE in Stiicke EE^^ E^E^, ^ 2-^35 • • •? "'^on denen 

R 

jedes der bestimmten Grosse — -K)) gleich ist, und wobei c, o^, c.,,... 

die Berlihrimgspuncte der Kreise m, ... mit dem Kreise Ifj sind.^^ 

Aus dem Vorliegenden ergiebt sicli ferner ein Verfahren, die genannte 
Eeihe an einander sich anschliessender Kreise ... zu con- 

struiren. Denn niinmt man in der Tangente DF die Puncte B\ F^^ F,y ... 
so an, dass 

FF, = F,F, = ...^^(R,-R,), 

und zieht um dieselben respective mit den Radien FDy F^l)y F>B} ••• 
Kreise F^ F^, F^, ..., welclie den gegebenen Kreis I 4 zwoiten Mai 
in den Puncten dy d^^ cZ^j, ... sclmeiden, so sind diese Punote diejenigen, 
in welchen der Kreis 31^ von den gesuchten Kreisen viy 7)k^y . . . be- 
riihrt wmd. U. s. w. 

Da, wie oben gezeigt wordcn, l^fjbi^'und 3l^\i^F^ gerade Linicn sind, 
so folgt ferner, dass 

DF:DP^ = A/jji : il/jjij, 

Oder, da (D.) 3d)± gleich ^ci.3iD und gloiph ^\q^.3IDy so ist 


(e) 


DF q_ 

DF^ ~ q, 


F. Legt man in den End puncten des Durchmessers A B eincs gege- 
benen Kreises A/ (Fig. 40) Tangenten ADy B(J an den Kreis, und ferner 
aus einem beliebigon Puncte G der Tangente i?6'oino dritte Tangente Z'/A), 
welclie den Kreis in E^ beriihrt, zieht aus demsolbon Puncte G cine be- 
liebige Secante GE^^Ey welchc den Kreis in den Puncten E schneidet, 
und legt endlich in den letzteren Puncten E Tangenten A^A^, EF <ii\ den 
Kreis, so folgt, dass die letzteren beidon Tangenten einander in dem Puncte 
N auf der Linie BE^ schneiden (No. 5). Geht ferner durch den Punct N 
die Linie OiVP parallel mit AD imd BCy so sind die Droiecke BllBl^ und 
OiVAZj einander ahniich, und da die Seiten IIB und A/Aj als Tangenten 
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des Kreises einander gleicli sind, so ist auch. 

NE, = NO. 

Eben so folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke BCE und PNE 
imd aus der Gleicbkeit der Seiten BC und CE, dass auch 

NE = NP; 

folglich, da NE und NE^ als Tangenten des Eheises einander gleich 
sind, ist auch 

NO = NP. 

Wenn aber NO gleich NP ist, so folgt, da die Linien OP und AD 
parallel sind, wenn man die geraden Linien BED, BE^D^, BE^D^ zieht, 
welche die Tangente AD m don Puncten D, Z),, D^ schneiden, dass auch 

(a) DD, = D,D,. 

Und da nach (C.) 

AF= FD, AF^ = F,D^ und AF, = F.,D, 
ist, so folgt ferner, dass 

(b) FF, =.F,F,. 

Aus diesen beiden . Satzen (a, b) ergeben sicli mimittelbar folgende: 

(c) 2AD,= AD+AD,, 

(d) 2AF, = AF-hAF,. 

Diese vier Satze (a, b, c, d) in Worten ausgesprochen, lauten wie folgt: 

„Legt man zwei parallele Tangenten BC, AD an einen gegebenen 
Kreis M, nimmt in der ersten einen beliebigen Punct G- an, legt aus dem- 
selben die Tangente GE^F^, welche den Kreis in E^ beriihrt, und zieht 
aus dem namlichen Puncte G eine willkiirliche Secante GE^E, welche den 
Kreis in den Puncten AJg, E schneidet; zieht ferner aus dem Beriihrungs- 
puncte B die geraden Linien BED, BE^D^, BE^D^, welche die Tangente 
AD in den Puncten D, D^^ D^ schneiden, so befindet sich immer der 
Punct D^ in der Mitte zwischen den beiden Puncten D und D ^ , wie auch 
immerhin die Secante GE^E von dem Puncte G aus ihre Kichtung andern 
mag. Und legt man ferner in den Puncten E, E^ die Tangenten EF, 
E^^Fj, an den Kreis, so liegt ebenfalls der Punct F^ stets in der Mitte 
zwischen den Puncten F und F.^ , welche Lage die durch den angenommenen 
Punct G gehende Secante GE^E auch haben mag. Daraus folgt, dass 
sowohl die Summe der beiden Abschnitte AD und AD ^ , als auch die Summe 
der beiden Abschnitte und constant bleibt, so lange die Secante 
GE^E durch denselben Punct G geht, sonst aber ihre Richtung beliebig 
andert*).^^ 


*) An einem anderen Orio werden wir nachweisen, dass alle diese Eigenscliaften 
nicht nnr dem Kreise allein, sondern auch den librigen Kegelschnitten znkommen; dass 
niimlich folgende allgemeinere Satze Statt hnden: (Znr Erleichternng nnd nm derYor- 
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Es ist noch zii bemerken, dass die o bigen beiden Siitze (c, d) immer 
Statt finden, selbst wenn der eine Durchsclinittspimct E der Secantc GE.^E 
in den anderen Halbkreis, unterhalb des Durchmessers AB fallt; nur sind 
in diesem Falle die betreffcnden Absclinitte ^ .D und ^i^negativ zii noliinen, 
so dass man hat 

(t) 2AD, = AR~AD, 

(S) 2AF, = AF,—AF, 

G. Aus dem Vorhergehenden {E) und {F) kann iinmittelbar noch 
Folgendes abgeleitet werden. 

Angenommen, die beiden gegebencn, einander in B bertihrenden Krcise 
Ifj , (Fig. 42) wlirden von irgend zwei beliebigen Kreisen be- 


stellung zu Hiilfe zu kommcn, fasse man (Fig. 40) in’s Angc, denke sich abcr anstait 
dos Kreises M irgend eine Curve zweiten Grades, von welcher A B ein beliebiger Durcli- 
messor ist.) 

„Legt man in den Endpuncten eines beliebigen Durchmessers AB irgend einer 
Curve zweiten Grades zwei Tangenten B C und A D ; ferner aus einem in der crsteii 
Tangente (BC) willkiirlich angenommenen Puncte G eine dritte Tangento GjEiFi, wolche 
die Curve in beriihrt, und die Tangente AD in Fi schneidet, zieht aus dom nilrn- 
lichen Puncte G eine willkiirliclio Secantc GE^E^ welche die Curve in den Puncton i?o, 
E schneidet; zieht ferner aus dem Beruhrungspuncte B der erston Tangente BC die 
goraden Linien BE, BEi, BE^, welche die zweite Tangente in den Puncten D, 
Di, D^ schneiden, so liegt immer der Punct A m dor Mitte zwischen den Puncton D 
und Dy, welche Lago auch die Secante GE^E, von welcher die Puncte A ^oid D ab- 
hixngig sind, haben mag. Und legt man ferner in don Puncten E, A eine vierto und 
fiinfte Tangente EF und A A an die Curve, welche die zweite Tangente AD in den 
Puncton F, F^ schneiden, so ist der Punct A stets in der Mitte zwischen den beiden 
Puncten F und A? welche Lage die aus dem bestimmten Punct G gezogeno Secante 
GE^E auch haben mag. Daher folgt ferner: dass sowohl die Summe der beiden Ab- 
schnitte AD vinA AD<^, als auch die Summe der beiden Abschnitto AF uml AF.>, con- 
stant bleibt, so lange die Secante GE^E durch den nilmlichen Punct G geht.‘‘ 

Da nicht nur die Linie AD, sondern auch jedc andero Linic (wie z. B. OP), welche 
mit der Tangente BG parallel ist, von den drei Linien BE, BEi, BE^ so geschniiten 
wird, dass, wenn d, di, £?2 die rospectiven Durchschnittspunctc sind, dd^ glcich d^dn 
ist, so lassen sich mit Hiilfe dieser Eigenschaft und mit Bozug auf oinen Satz uf)er die 
Projection einer ebenen Curve, die in einer Fliiche zweiten Grades liegt, wolchen wir in 
der ersten Abhandlung S. 9 und 10 (V) mitgetheilt haben, Icicht folgendc intcressante 
allgemeine Satze fiber die Fliichen zweiten Grades ableiton: 

Zum leichteren Yerstiindniss denke man sich anstatt dor Curve M (Fig. 40) irgend 
eine Fliiche zweiten Grades; anstatt dor Tangenten P 0, HP, zwei Ebenen, wolche die 
Fliiche in den Endpirncten eines beliebigen Durchmessers AB beriihren und dom- 
nach zu einander parallel sind; anstatt der willkiirlichen dritten Tangenten GE^ eine 
willkiirliche Ebeno, welche die Plache in dem Puncte A beriihrt, und die Ebenc B G in 
einer bestimmten geraden Linie G schneidet; anstatt der Secantc G E^E cine Ebeno, 
welche durch die Linie G geht und die Fliiche in einer Curve PA schneidet; anstatt 
der Tangenten NE, NE^ alle moglichen Tangenten aus dem Puncte N an die Fliiche 
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riihrt, und die Linie BG beriihrte die gegebenen Kreise in B, d. h., sei 
ihre Linie der gleichen Potenzen, so liegt, wie oben schon ofter erwahnt, 
dor aiissere Aehnlicbkcitspunct G der Kreise in der genannten 

Linie B und es liegen die Puncte , in welchen der Kreis die 

Kreise bertihrt, mit dem Aelinlichkeitspuncte G in gerader Linie 

GE^E. Nimmt man ferner an, der Kreis beriilire die gegebenen Kreise 
so, dass z. B. die Tangente F^E^G, welclie er im Beriihrungspunct E^ mit 
dem Kreise gemein hat, ebenfalls durch den genannten Punct G geht; 
ferner beriihre die gerade Linie At' den Kreis im Endpuncte A des 
Durchmossers BA^ die geraden Linien EF^ E.^F.^ beriihren denselben in 
den genannten Puncten E^ E ^ ; und endlich seien die Quotienten der Kreise 
m, in Bezug auf die Axe d. li. die aus den Mittelpuncten 

auf die Axe gefallten Lothe, dividirt durch die Radien 

J/, d. h. denjenigen Kegol iV, welcher die Flache in der CurYO EE^ beriihrt; und end- 
lich anstatt der geraden Linien BE^ BE^ alle mdglichon Linien aus B durch die Peri- 
pherie der Curve EE^^ d. h. einen Kegel, dossen Scheitel B ist, und welcher durch die 
Curve EE^j^ geht und die Ebene ^Z> in einer bestimmten Curve £)Z>2 schneidet, so 
lassen sich die godachtcn Siltzc, wie folgt, aussprechen: 

„Legt man irgend zwoi parallole Bcrilhrungsebonen BG^ AD und eine dritie beliebige 
Boruhrungsebene GE^ an irgend cine gcgebeno Plache M zweiten Grades, welche die 
letztere respective in den Puncten A und E^ beriihren; ferner durch die Durchschnitts- 
linie G der ersten {BG) und der dritten Beriihrungsebene {GEi) eine wilMrliche Ebene 
GE^E^ welche die Plache in einer gewissen Curve EE^ schneidet; lasst ferner aus dem 
Beriihrungspuncte B (als Scheitel) durch die Curve EE^j einen Kegel gehen, welcher die 
Ebene AD iu einer bestimmten Curve DD^ schneidet; und lasst endlich durch die 
beiden Beriihrungspuncte R, Ei die gerade Linie jS Di gehen, welche die Ebene ud/) 
in dem Puncte Di trilft, so ist immer der Punct Di der Mittelpunct der ge- 
nannten Curve jDD.j. Noch mehr: Lasst man in der Vorstellung die Ebene GE^E 
ihre Lage so veriindern, dass sie sich um die gerade Linie G bewegt, so sind die ver- 
schiedenen Gurven DD^^^ welche dadurch in der Ebene AD nach einander entstehen, 
alle einander ilhnlich, iihnlichliegend und concentrisch, namlich D^ ist ihr gemeinschaft- 
licher Mittelpunct. Audi bewegt sich dahei, wie bekannt ist, der Scheitel N des Kegels 
iV, welcher die Flache M in der Curve EE^^ bertihrt, in der unverandeiiichen geraden 
Linie BE^N. Ferner folgt unmittelbar, dass also nicht allein die Ebene AD, sondern 
auch jede andere Ebene, welche mit der Ebene BG parallel ist, die genannten Kegel, 
aus dem Puncte B durch die nach einander ontstohonden Curven in ahnlichen und 
ahnlichliegonden concentrischen Curven schneidet, und dass immer die gerade Linie BEi 
durch den gemeinsamen Mittelpunct dieser Curven geht.“ Ferner kann man noch folgen- 
den bosondoren Satz herausheben: 

„Projicirt man aus irgend einem Puncte B in irgend einer gegebenen Flache M 
zweiten Grades eine beliebige ebene Curve DD2, welche in derselben Flache liegt, auf 
eine Ebene (z. B. DDg), welche mit dor in dem Puncte B an die Flache gelegten Be- 
nihrungsebene BG parallel ist, so geht immer diejenige Linie BN^ welche den ge- 
nannten Punct B mit dem Scheitel desjenigen Kegels N verbindet, welcher die Flache 
in der genannten Curve EE^ beruhrt, durch den Mittelpunct dor Projection (d. h. durch 
den Mittelpunct der durch die Projection entstandenen Curve).“ 
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der respectiven Kreise m;, m.,, 

(E, e) 

AF _ q 
AF, ^ q. 


darcli q, g',, q^ bezeichnet: so ist nach 


AF, q 
AF^ ~ q. 


und folglich 

AF^ “■ 

Beriicksichtigt man aber (F, d), wonacb der erste Tlieil dieser Glei- 
cliiing gleich 2 ist, so Iblgt dass 


4 

Oder 

2q, = q-Jrq,. 

Der Sinn dieser Gleicliimg oder dieses Satzos ist folgender: 

„Nimmt man in der Linie der gleichen Potenzen BG zweier gegebenen 
Kreise ifj, welclio einander in B beriiliren, einen beliebigen Punct G 
an, zieht aus diesem Puncte cine willkurliclie Linie Gm^/ni, mid besclirelbt 
diejenigen beiden Kreise deren Mittelpnncte in dieser Linie liegen, 

und von denen jeder die beiden gegebenen Kreise beriihrt, so ist die 
Summe der Qiiotienteii (cq, der beiden Kreise m, in Bezug auf die 
Axe constant, so lange die Linie Gmjn durcli denselben Punct G 

gelit, wio sie aucli iibrigons iliro Lage andern mag. Und zvvar ist die 
genannte Summe der Quotienten gleiclx dem doppolten Quotienten 2q^ 
dosjenigen Kreises welclier z. B. den Kreis in demsolbcn Puncte 
beriihrt, in wolchem dieser namlLclio Kreis von der aus dem angenommenen 
Puncte G an ihn gelegtcn Tangente GF^ beriihrt wird.^^ 

Es ist noch zu erinnern, dass, wonn der Kreis m untorhalb der Axe 
BJ\J[M^A fallt, alsdann scin Quotient als negativ anzusehen ist, so dass 
fiir dioson Fall 

= q,—q- 

Endlich erwahnen wir noch des besonderen Falles, wenn di(^ genannte 
Linie aus dem Puncte G durch die Mitte i/ der Linie geht. Nam- 
lich in diesem Falle liegen in der Linie Gm^AI die Mittelpiincto 4/, 
zweier Kreise welche die gegebenen Kreise beriihren, und den^i 

Quotienten in Bezug auf die Axe M^Al^ respective 0, sind, so dass 
also der Quotient des Kreises 7)i^ gerado doppelt so gross ist als der des 
Kreises 


31. 

In dem Vorhergehenden sind untor andcren auch die Mittel zur 
leichten Losung der folgenden Aufgabe enthalton. 
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A u f g a b e. 

„Wenn zwei beliebige Kreise (Fig. 43), die einander in B 

beruhren, und irgend ein beliebiger Durchmesser eines dieser beiden Kreise, 
z. B. der Durchmesser DE des Kreises gcgeben sind, so soli man 
einen Kreis besclireiben, welcher die beiden gegebenen Kreise Af^, A^ 
beriihrt, und dessen Quotient in Bezug auf den gegebenen Durchmesser. 
DE (d. h., das aus dem Mittelpuncte auf den Dm'chmesser DE gefallte 
Loth dividirt durch den Radius des Kreises gegeben ist.^^ 


Auflosung. 

Der Quotient des gegebenen Kreises Af^, in Bezug auf den gegebenen 
Durchmesser DE, ist als gegeben zu betrachten, er sei gleich Q; ferner sei 
der gegebene Quotient des gesuchten Kreises gleich so ist nach No. 27, 
GL (6) 

q — 

wo niimlich x anzeigt, die wievielte Stelle der Kreis unter den Kreisen, 
welche die . gegebenen Kreise beruhren, nach demjenigen Kreise m, dessen 
Mittelpunct m in dem . gegebenen Durchmesser DE liegt, einnimmt, d. h., 
wo der Quotient des Kreises in Bezug auf die Axe urn 2 . 2 ? 

grosser ist als dor Quotient desjenigen Kreises welcher die beiden ge- 
gebenen Kreise A/j , A^ beruhrt, und dessen Mittelpunct in dem gegebenen 
Durchmesser PP liegt, in Bezug auf die mimliche Axe A/jAf^. Man findet 
aus dieser Gleichung 


X 





1st nun [X der Mittelpunct desjenigen Kreises [x, welcher durch die 
vier Puncte A, D, cl geht, d. h., welcher durch die beiden Puncte C 
geht, in welchcn die Axe die Kreise schneidet, und durch 

die beiden Puncte Dj cl, in welchen der genannte Kreis m die gegebenen 
Kreise A^, beruhrt; und ist ferner der Mittelpunct desjenigen Kreises 
Pp welcher durch die namlichen beiden Puncte 6' und durch diejenigen 
beiden Puncte P^, c\ geht, in welchen der gosuchte Kreis die beiden 
gegebenen Kreise A£^, beruhrt, so ist nach No. 30, D. 

^ API. 

„Man beschreibe daher zuerst einen Kreis p, welcher durch die drei 
gegebenen Puncte A, G und P geht, nehme hierauf in der zu der Axe 
A/jA/^ senkrechten Linie Afpp^ den Punct p^ so an, dass 


( ^ +1 


V Q 



p p^ = Afpj — Afp = X . MA 
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mid ziehe urn diesen Punct einen -Kreis wclcher durch die Puncte A, 
C geht, so schneidet dieser Kreis die beiden gegebenen Kreise i/,, 71/. 
aiisserdem nocli in den beiden Puncten in welclien dicselben von 

dem gesucliten Kreise beriihrt werdeii.^ 

Zum Sclilusse ist zu bemerken, dass alle die vorliegendcn Betrach- 
tiingcn iind Satze (No. 30, 31) auf gleiclie Weise Statt finden, wenn man 
anstatt der denselben zu Grunde liegenden, einander innerlich beriilirenden 
Kreise J/j, 71/^ zwoi einander^ ausserlicli beriilircnde Kreise annimmi. 

Berlin, im Miirz 1826. 



Einige Gesetze liber die Tbeilung der Ebene 
und des Eaumes. 

Ore lie’s Journal Bandl. S. 349—364. 




Einige Gesetze ilber die Theilung der Ebene 
und des Raumes. 

Durch die Pestalozzi^cXiQ Formenlehre angeregt liaben zwar mehrere 
neuere geometrisclie Lehrbiiclier die Aufgabe gestellt: „zu bestimmen, wie 
viele Theile der Ebene, vermittelst einer gegebenen Anzahl gerader Linien 
und Kreise ganz begrenzt, zu Figuren abgescMossen werden konnen.^^ Sie 
haben dieselbe aber keineswegs so behandelt, • dass durcli ihre Losung die 
ihrer Bestimmung zu Grunde liegenden allgemeinen Gesetze gehbrig er- 
ortert worden waren. Nocli weniger ist es aber, soviel dem Verfasser 
dieser Abliandlung bekannt, bislier gelungen, nach Analogic jener Aufgabe, 
die Bildung der Kdrper mittelst beliebig gegebener Ebenen und Kugel- 
flachen durcli allgemein umfassende Gesetze zu bestimmen. Olme diesem 
Gegenstande hier ein besonderes Tntcresse beilegen zu wollen, soil fur jetzt 
nur darauf aufmerksam gemaclit werden, dass die von jedem Geometer 
gestellte Frage: „wie viele ebene Flachen zur Bildung dieses oder Jenes 
Keirpers ndthig seien^^: sicli auclr umkeliren lasse, wonacli die Frage so zu 
stellen ist: „wie viele Korper lassen sicli durch eine bestimmte Anzahl 
von Ebenen auf einmal bilden.“ Nun driingt sich, z. B. bei der nicht zu 
vermeidenden Erklarung: „dass zur Bildung eines Kdrpers mindestens vier 
Ebenen nothig sind“, die Betrachtung auf: jjdass vier Ebenen in jeder be- 
liebigen Zusammenstellung niemals melir als einen Korper bilden konnen“, 
und es ist daher auffallend, dass man, von dieser Nothwendigkeit geleitet, 
nicht auf die Frage gekommen ist: „wie viele Korper konnen durch 4, 5, 
6, 7, . . . u. s. w. Ebenen auf einmal begrenzt werden?^ 

In dieser Abhandlung sollen daher, — naclidem zuvor die allgemeinen 
Gesetze iiber die Theilung der Ebene mittelst jeder beliebten Anzahl 
gerader Linien und Kreise ihrem Entstehen und Zusammenhange nach ent- 
wickelt worden — „die allgemeinen Gesetze zur Bestimmung der durch 
jede beliebte Zusammenstellung von Ebenen und KugeMachen entstandenen 
Anzahl von Theilen des Raumes entwickelt werden wobei sich dann zunachst 
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die Bestimmung far die Anzahl der ebenen, und im Naclifolgenden fiir die 
AnzaM der korperlichen, ganz begrenzten Theile von selbst ergeben wird. 

Diese fiir sich verstandlichen Satze sind aus einem, vom Verfasser 
bereits entworfenen Lelirgebaudc dor Geoinetrie, in welcliein die Stereo- 
metrie um ein Grosses erweitcrt, und nacli einer von der bislierigeii ganz 
abweiclienden Metliode abgehandelt wird, entnommen. Es verstclit sich 
also von selbst, dass sie im Lehrgebaude durch die Mengc ihrer Be- 
zieliungen in ibrem notliwendigen Zusaminenliangc crscheinen. 


§J. 

Einige Gesetze iiber die Theilung der Ebene mittcLst gerader Linien und Kreise. 

1 . 

Es ist klar, dass eine gerado Linie*) durch n beliebige in ilir liegende 
Puncte in n+1 Tlieile*'^'*) getheilt wird, von denen n — 1 Theile eiidlich 
Oder begrenzt, die beiden iibrigen aber uncncllich oder unbegrenzt sind; 
und dass ferner die Kreislinio durch beliebige in ihr liegende Puncte 
in n Theile getheilt wird. 


2 - 

Die Ebene wird durch eine in ihr liegende gorade Linie in zwei 
Theile getheilt; durch eine zweite Gerade, welche die erste schneidet., wird 
die Zahl der Theile der Ebene um 2 vermehrt; durch eine dritie Gerade, 
welche die beiden ersten in zwei Puncten schneidet, um 3; durch eine 
vierte Gerade, welche die drei ersten in drei Puncten schneidet, um 4 
u, s. w.: namlich jede folgende Gerade vermehrt die Zahl der Theile der 
Ebene um eben so viel, als die Zahl der Theile betragt, in welche sie 
durch die vorhandenen Geraden getheilt wird; daher wird die Ebene 
durch n beliebige, in ihr liegende Geraden, hochstens in: 

(1) 2+2-t-3-4-4+5+---+(w— 

Theile getheilt. 

Will man nur die Zahl der ganz begrenzten Theile dcr Ebene wissen, 
so ist zu bemerken, dass erst durch die dritte Gerado ein soldier TheiT 
entsteht, dass liierauf die vierte Gerade die Zahl soldier Theile um 2, 
die fiinfte Gerade um 3, u. s. w. vermehrt: namlich, dass jede folgende 
Gerade die Zahl der ganz begrenzten Theile der Ebene um eben so viel 

XJnter einer geraden Linie oder Ebene wird hier immer eine unendliche gerade 
Linie oder Ebene verstanden. 

So wie bier worden aucb in der Edge, wenn von Theilen der Ebene oder des 
Eaumes die Rede ist, nnr die einzelncn einfachen, niclit aber die zusammengijsetztcii 
Theile, welche aus zwei oder iiiohj*eren einzeliion Theilen bestehen, verstanden. 
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vermelirt, als durcli die vorhergehenden Geraden in ihr begrenzte Theile 
(No. 1) gebildet werden, und dass demnach. durch n beliebige Gera- 
den hdclistens 

/ 0H-0+l-h2H-3+4H 3)-l-(^— 2) 

(2) ]_ (n—lXn—2) n(n—l') 

Theile der Ebene ganz begrenzt werden konnen. 

Zieht man den Ausdruck (2) von (1) ab, vso bleibt die Zahl der un- 
begrenzten Theile der Ebene, namlich 

(3) 2n 

iibrig. Oder sucht man iimgekehrt zuerst die Zahl der unbegrenzten Theile, 
wclche man dadurch findet, dass man bemerkt, dass jede Linie dieselbe 
um 2 vermelirt, mithin ihre Zahl nothwendig 2n ist, so findet man nachher 
die Zahl der ganz begrenzten Theile (2), wenn man 2n von (1) abzieht. 


3. 


Durch a gerade Parallelen wird die Ebene in iH-a Theile getheilt: 
durch eine zweite Abtheilung von i geraden Parallelen, welche Jene schnei- 
den, wird die Zahl der Theile der Ebene um d(l-i-a) vermehrt*, durcli 
eine dritte Abtheilung von e geraden Parallelen, welche die beiden ersten 
Abtheilungen so schnciden, dass nirgend drei Linien in einem und dem- 
sclben Puncte zusammentrefien , wird die Zahl der Theile der Ebene um 
vergrdsscrt. Vcrbindet man fcrner mit den vorhandenen Linien 
unter ahnlichen Bedingungen eine vierte Abtheilung von c;? geraden Parallelen, 
so nimmt die Zahl der Theile um d(l-ha-hd-hc) zu, indem namlich 
jede der d Linien von den vorhandenen a, 6, c Linien in l-j-a+J+c 
Theile getheilt wird (No. 1), und daher ebon so viele Theile der Ebene 
theilt, mithin die Zahl derselbcn ebenfalls um vermehrt, u. s. w, 

Es folgt hieraus: 

„Dass durch d^ , . , z gerade Parallelen, von dener 

jede Abtheilung eine besondere Eichtung hat, die Ebene lioch- 
stens in 


( 4 ) 


1 — 

--|-Z>(1h— a) 
■4-o(l-ha4”&) 
--f-c?(l— [--Oii'-i-- 


(1 H— a-h -}— eZ-p- • • • --Hy) 

'= 1 

-\-ab’-\-ac-\ \-ic--\-hd-\ \-yz 

Theile getheilt werden konne.“ Bezeichnet man die Summe (Unionen 


Steiner’s Werke. I. 


6 
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der Grossen h, cl, .. . y, z durch U, und die Summe ihrer Prodiicte 
zu zweien (Amben) durch A, so lasst sich die Formel (4) einfacher durch 

( 5 ) 1+U-^A 

darstellen. 

Dass die Zahl der unbegrenzten Theile der Ebene im gegenwartigen 
Falle cbenfalls doppelt so gross als die Anzahl aller vorhandenen Linien 
ist, ergiebt sich aus derselben Bemorkung wie vorhin (No. 2), wonach 
namlich die Zahl solcher Theile durch jede Linie um 2 vermehrt wird. 
Oder denkt man sich oinen Kreis, welcher alle vorhandenen Linien schneidet, 
und zwar dergestalt, dass die Durchschnittspuncte, welche die Linien unter 
einander bilden, alle innerhalb des Kreises fallen, so wird die Peripherie 
dieses Kreises in eben so viele Theile getheilt als die Ebene unbegrenzte 
Theile hat. Da nun der Kreis von jeder Linie in 2 Puncten geschnitten 
wird, so wird or in zweimal so vide Theile getheilt als Linien vorhandeii 
sind (No. 1), also in 2i7 Theile, und folglich ist die Zahl der iinbc- 
grenzten Theile der Ebene gleich 

(6) 2U, 

Nun erhalt man die Zalil der ganz begrenzten Theile der Ebene, 
indein man die Zahl der unbegrenzten (6) von der Zahl aller Theile (5) 
abzieht. Also werden duixh die genannte Linien- Verbindung hdchstens 

(7) 1-^U+A 

Theile der Ebene ganz begrenzt. Dieser Ausdruck (7) kann auch 
auf gleiche Weise direct gefundon werden wie (5), oder wie (2) in No. 2. 

4. 

Nimmt man an, dass bei der Linien-Terbindung (No. 3) die a Linien 
der ersten Abtheilung anstatt parallel ungleichlaufend seien, so theilcn 
sie die Ebene in 

(Gl. 1), 

statt in a Theile, mithin in 

a(a — 1) 

r2 

Theile mehr als wenn sie parallel sind; auf die iibrigen Abtheilungen 
aber hat diese Veranderung keinen Einfluss. Also folgt: 

„Dass die Ebene durch , y, z gerade Parallelcn 

nach verschiedenen Richtungen und durch a ungleichlaufende 
Geraden hdchstens in 

(8) ■ i+j7+^+ 

Theile getheilt wird, unter welchen sich 

(9) 217 
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unbegrenzte, und mithin 

( 10 ) 

ganz begrenzte Theile befinden, wo U und eben so wie in 
(No. 3), die Unionen und Ainben der Grossen a, h, c, d, . . . z bedeuten/' 

5. 

Ein Kreis theilt die Ebene in 2 Theile; ein zweiter Kreis, welcher 
den ersten schneidet, vormelirt die Zahl der Theile der Ebene urn 2; ein 
dritter Kreis, welcher die beiden ersten in 4 Pmicten schneidet, vermehrt 
diese Zahl um 4, u. s. w.; namlich jeder folgende Kreis verinelirt die Zahl 
der Theile der Ebene um eben so viol, als er die vorhandenen Kreise in 
Puncten schneiden kann, also um zweimal die Zahl der vorhergehenden 
Kreise. Es folgt also: 

„Dass tt beliebige Kreise die Ebene hochstens in 

(11) 2h— 2-4— 4-^— • * •--|-•2(tl — 1} == 2-i~ii(n — 1) 

Theile theilen konnen, von welchen 

(12) l4-.xt(ti— 1) 

ganz begrenzt sind, und nur ein Theil unbegrenzt ist.“ 

6 . 

Die Ebene wird durch irgend eine Zahl a von Pai'allelkreisen in 
l-f-a Theile getheilt; durch eine zweite Abtheilung von B Parallel kreisen, 
welche jene schneiden, wird die Zahl der Theile der Ebene um 1 — a-i-2al6 
(namlich durch den ersten derselben um ,l-|-a mid dm^ch jeden folgenden 
um 2a) vermehrt; durch eine dritte Abtheilung von c Parallelkreisen, 
welche die ersten schneiden, wird die genannte Zahl um 2c(a-f-b)5 durch 
eine vierte Abtheilung von h Parallelkreisen um 2b(a-i-b+c) u. s. w. 
vermehrt; namlich jeder Kreis einer neuen Abtheilung vermehrt die Zahl 
der Theile der Ebene gerade um eben so viel als die Anzahl der Theile 
angiebt, in welche er von den sohon vorhandenen Kreisen getheilt wird. 
(Hiervon ist nur der erste Kreis der zweiten Abtheilung ausgenommen.) 

5 ,Demzufolge wird die Ebene durch a, B, c, b, - . . 8 Parallel- 

kreise, von denen jecle Abtheilung ihren besonderen Mittelpunct 
hat, hochstens in 

I I— j— a 
»l_l — (j_j_2aB 

— }— 2 c (a— j— B) 

H-2b(a-hB-i-c) 

+ 

H-2 J (a-l-BH-c-+-b-l hXj) 

= 2H-221 


6 ^ 
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Theile getheilt, yon welchen 

(14) 1+231 

ganz begrenzt sind, und nur einer unbegrenzt ist, und wo durcli 

die Summe der Amben, d. h. die Snmme aller Productc be- 
zeichnet ist, die entstehen, wenn man je zwei von den Zahlcn 
a, b, b, . . . j mit einander mnltiplicirt 

7. 

Sind die a Kreise der ersten Abtheilung niclit parallel, so wird die 
Zabl der Theile der Ebenc dadurcli hochstens um eben so viel vermehrt, 
als die Zahl dor Durchschnitte diescr a Kreise betriigt, also um a (a — 1), 
und folglich wird die Ebene durch B, c, b, . . . 1 ), 5 Parallelkrcise 
und durch a beliebige Kreise hochstens in 

(15) 2+22l+a(a~>l) 

Theile getheilt, wovon 

(16) l+ 22 l+a(a~-l) 

Theile ganz begrenzt sind. 


8 . 

Nach No. 3, (5) wird die Ebene durch a, h, . . . y, gcrade 
Parallclen in l-\-TJ+A Theile getheilt. Worden nun alle diese Gorad(‘n 
von a Parallelkreiscn gcschnitten, so niinmt die Zahl der Theile der Ebcuo um 
2 n(<zH— • •■+ 5 !) = 2cif7 

zu, durch cine zweite Abtheilung von b Parallelkreisen wiichst diese Zalil 
um 2b(i7+a), durch cine dritte Abtheilung von c Parallelkreisen um 
2c(?7+a+b), u. s. w., namlich jeder Kreis einer iieuen Abtheilung ver- 
mehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel als die Za.hl der 
Puncte betragt, in welchen or alle vorhandenen Kreise und Geraden sclmeidet. 
Es folgt hieraus: 

„Dass die Ebene durch a, b, d, z gerade ParalliGen 

und durch a, b, c, b, . . . 5 Parallelkreise hochstens in 

l+?7+J[+2aC7 

+2b(C/'+a) 

+2c(17+ci+b) 

+2b(C/+a+b+c) 

+ 

+23(C/-f-a-i-lb+cH 1-^) 

= 1+ 27-|-^-+-2 i7Xl-[-2Sl 

Theile getheilt wird, wovon nach No. 3, ( 6 ) 

(18) 2Z7 
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unbegrcnzt, und folglich 

(19) l_i7+j4_2i7U+23l 

ganz bcgrcnzt sincl, und wobei U und A die Unionen und Ainben 
der Zahlen b, ... und U und 31 die Unionen und Ainben 
der Zahlen a, b, c, . . . j bedeuten.^‘ 

9. 

Sind in dor oben beschriebenen Yerbindung von Geraden und Kreisen 
(No. 8) sowohl die a Geraden als die a Kreise, jede untcr sich, nicht pa- 
rallel, so wird die Zahl der Theile der Ebene daduroh um eben so viel 
vergrossert als die Zahl der Durchsclinittspuncte betragt, in welchen so- 
wolil die Linien a als die Kreise a einander schneiden, also wird jene 

Zahl hochstens um — 1) vermehrt, und daher folgt: 

„])ass b, c, d, . ;3! gerade Parallelcn und a beliebige Geraden, 

fenier b, c, b, . . . J Parallelkreise und a beliebige Kreise zu- 
sammen die Ebene hochstens in 

(20) 1+ <7+^+2 ;7U+28l+- -ha(a- 1) 

Theile theilen-konnen, von welchen 

(21) 2U 
unvollkommen, und dagegen 

(22) l—U-\-A-\-2UVi-^2^-h “^^~^^ -+tt(a-l) 

ganz begrenzt sind.“ 


10 . 

Setzt man in der vorliegenden Yerbindung von Geraden und Kreisen, 
sowohl 

als auch 

lb = c = b==--- = 3 = 0, 

so findot man: 

„I)ass durch a beliebige Geraden und a beliebige Kreise die 
Ebene hochstens in 

(23) l+<^+2aa+ — ^ - 2^^ 

Theile getheilt wird, von welchen 

(24) 2 a 
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nur unvollkommori, dagegen 

^ 25 ) 1 — a-\~^a(x~\ — 1 ) 

ganz begrenzt sind.“ 


11 . 

Es ist leiclit einzuselien, dass die Ausdrilckc (11), (13) iind (15) ebon 
Howohl liir die Kugelllache, als fiir die Ebene gcltcn, namlich: 

„Dass die Kugelflaclie durch n beliebige in ilir liegeiule 
Kreisc hdclistens in 

(26) 2+ti(ti— 1) 

Tlieile gotheilt werden kann;“ und ferner: 

„l)ass die Kugelflache durch a, b, c, b, ... j Parallclkreise 
liochsteiis in 

(27) 2+2a 

und durch b, c, b, ... g Parallelkreise und a beliebige Kreise 
hoclistens in 

(28) 2+ 2 21+ Cl (u — 1) 

Theilc getheilt werden kann.“ 


§JI. 

Jiiuigo Gosotzo fiber die Thoihmg dos liaumes miltelst Ebeiieu uiid Kugellluelieii. 

12 . 

Dor Raum wird durch (Z Parallelebenon in 1 + a Theile gotheilt; durcb 
eine zweite Abtheilung von h Parallelebenen, welche die ersteren durcli- 
schnoiden, nimmt die Zahl der Raumtheile um i(l + a) zu, (lurch, eiiu^ 
dritto Abtheilung von c Parallelebenen, welche die beiden ersten Abthei- 
lungeii schneiden, nimmt jene Zahl hoclistens urn zai, 

namlich durch jedo dei‘ c Ebeiien wird die Zahl der Raumtheile gerade 
urn ebon so viol vorgrdssert als die Zahl der Thcile betnigt, in welche 
diese Ebene durch die vorhandenen Ebenen gotheilt wird. Nun wird jt‘d(‘. 
dor c Ebenen durch die a und b Ebenen nach No. 3, (5) in l+a+/>+/e/i 
Theile gotheilt, und mithin wird durch sie die Zahl der RaumtheiM um eben 
so viol vergrossert. Aus gieichen Griinden steigt die Zahl dor Raumtheile 
durch cine vierte Abtheilung von d Parallelebenen, welche die vorhandenen 
Ebenen auf gehdrige Weisc schneiden, um cZ(l+a+(i+6*+a/>+a6'+/ic), 
11 . s. w. Daraus folgt: 

„Dass der Raum durch a, c, d, ... z Parallelebenen, 
von denon jede Abtheilung cine eigenthiimlichc Richtung hat, 
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hochstens in 

I l~j~a 

(29) \ {— ^ 

j ”f" 

1 = l+?7+J.+T 

Theile getheilt werdeii kann/^ wo durch U, A und T die Unionen, 
Amben und Ternon der Zahlen , y^ z, d. h. die Summe der 

Zahlen, die Summe aller Productc zu zweien, und die Summe aller Pro- 
ducte zu dreien, ohne Wiederholung, bedeuten. 

Urn” nun zu finden, wie viele von diesen Theilen nur iinvollkommen, 
und wie viele ganz bcgrenzt sind, stelle man sich eine Kugelflaclie vor, 
welche alle ganz begrenzten Raumtheile einschliesst. Diesc Kugelflache 
wird durch die vorhandenen Ebenen gerade in eben so viele Theile ge- 
theilt als os unbegrenzte Raumtheile giebt; es theilen aber die Ebenen 
die Kugelllache nach (27) in 2+2-d Theile (wo A die Amben der Zahlen 

by Cy dy , , . 2 ? vorstellt) , also ist auch die Zahl der unvollkommen 
begrenzten Raumtheile gleich 

(30) 2+2-4, 

und folglich die Zahl der ganz begrenzten, oder der Korper 
(indem man (30) von (29) abzieht) gleich 

(31) j+r. 

Die beiden Ausdriicke (30) und (31) konnen librigens auch aiif ahn- 
liche Weise gefunden werden wie die Formel (29). 


13. 


Nimmt man an, jede der genannten Abtheilungen (No. 12) bestehe 
nur aus einer Ebene, und die Anzahl der Abtheilungen sei gleich ?iy d. li., 
nimmt man an, es sei 


und zugieich 
so ivst oflenbar 

U=ny 


a A’’' b-\-G--\~ z = fly 


A = 


n(n — 1) 


und T: 


n(n — l)(n — 2) 

17273 


Also folgt (29): 

„])ass n beliebige 


(32) 


Ebenen den Raum hochstens in 
w(w — 1) n(fi — l)(w — 2) 

_____ ^ 


1+w-l- 
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Theile theilen kounon, von welchen (30) 


(33) 2-t-w(w— 1) 

unvollkommen und (31) 


(34) 


^ min — 1) , n{n — l)(n — 2) (n — l)(w — 2)(n — 3) 

l_l_w 1:2 ’ TXS ~ 1T2.3 


ganz begrenzt sind/^ 

Wie man sielit, zeigt die letzte Formel (34) ganz ricliiig an, dass 
nicht weniger als 4 Ebenen einen Korpcr bcgrenzen, und dass diescH)Gn 
nur einen Kbrper begrcnzen konncn. Feracr lehrt sie uns, dass 5 Ebenen 
auf einmal 4, 6 Ebenen auf einmal 10, 7 Ebenen 20, imd z. B. 100 Ebenen 
auf einmal 156849 Korpcr bcgrenzen konncn, und zwar findet solchcs 
allcmal Statt, wenn von den Ebenen niebt drei mit eincr und 
derselben Linie parallel sind, und auch nicht vicr Ebenen durch 
einen und denselbcn Punct gehon. 


14. 

Nimmt man an, dass nur cinige Abtheilungen cine einzige Ebene ent- 
halten, z. B. dass 


^ = '/‘ = 5 = *•• = = 1 und \-z = m 


sci, und bezeichnet die Unionen, Amben und Ternen der Zalilen <(■, h, 
welclie die Anzalil Ebenen der iibrigen Abiheilungen bezeichnen, (lurch (/j, 
ylj und so ist 


T= 


m(m — 1) jj m(m — l)(m — 2) 


, 


woraus folgt: 

„Dass durch a, 6, ... Parallelebcnen, von denen jede Ab- 

thcilung eine besondere Riclitung hat, und (lurch w beli(0)ig(‘. 
Ebenen der Raum hochstens in 


(35) 


l-h ?7j+ + Tj -1- 


— J— 1- 


m(m — 1 ) 

172 “ 


m (m — l')(m — 2) 

lX3 


Theile getheilt wird, von denen 
(36) 2+2A^+2mU^-\-m(m — 1) 
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nur zum Theil, dagegen aber 


m- 


(37) 

ganz begrenzt sind.“ 


m{m — 1) m{m — l)(m — 2) 

172 ^ TO 


15. 

Worden die vorsohiedenen Abtheilungen von . z Parallel- 

obonon (No. 12) von a Parallelkugolflaclion (conccntiischen Kugolflachen) 
durclischnitten, so stcigt dadurch die Anzahl der Raumthoilo um a(2-\-2A% 
namlich durch jode Kugelflache gerade um eben so viol als die Anzahl 
der Tlioile betragt, in welche sie von den vorhandenen Ebenen getheilt 
wird, also dm'ch jede um 2-1-2 .4 (No. 12); durch eine zweite Abtheilung 
von h ParallelkugeHlachen, welche sowohl die vorhandenen Ebenen als auch 
die a Kugelllachen durchschneiden, nimmt die Zahl der Raumtheile um 
lb(2-h2A-l-2aJ7) zu, well namlich jede der h Kugelflachen dm'ch die vor- 
handonon Ebenen und Kugelflachen nach (27) in 2H-2JH-2aJ7 Theile 
getheilt wird, und sie mithin die Zahl der Raumtheile um eben so viel ver- 
mohrt. Aus gleichen Grunden folgt, dass dm’ch eine dritte Abtheilung von c 
Parallelkugelflachon, welche alle vorhandenen Ebenen und Kugelflachen schnei- 
den, die Zahl dor Raumtheile hochstens um c[2-l-2-4-f-2(aH-lb)Z7-t-2al6], 
desgleichon durch eine vierte- Abtheilung von b Parallolkugelflachen, um 

b[2-H2J.-h2(aH-b-l-c)Z7H-2ab-|-2ac-l-2bc], u. s. w. 

vormohrt wird. Daraus folgt (No. 12): 

„Dass der Raum durch 6, s Parallelebenen, verbunden 
mit a, b, C, • . . 3 Parallelkugelflachen, hochstens in 

l^U+A+T 

*+• (X (2 -|— 2 -d) 

— 1— h (2 -f- 2 dL — f- 2 (X 17) 

4-c[2-4-2.dH-2(a-Hb) J7-H2 ab] 

— 1- b [2 H— 2 -d-H 2 (U“l”b — H c) 17—1— 2 (X b -f- 2 (X c — h" 2 b c] 

-h 

“I"3[2"t“2u4-|-2(ci-t— b-H* • '"HQ) 17-1-2 (xb-f-2 (xc-f-* • 

= l-Hl7+jd-Hr+2Uu4-H2Sll7--l-21lH-2£ 

Theile getheilt wird, von welohen (No. 12) 

(39) 2+2dL 
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nur zum Theil, dagegen die iibrigen 
(40) -- 1+ i7— Z7+2U+2S: 

ganz begrenzt sind/^ U, T bedeuten dabei die Unionen, Ambcn 

und Ternen der Zahlen by ... z und, 11, 31, £ die Dnionen, Amben 
und Ternen der Zalilen a, 6, c, . . . g. 

16. 

Aus den allgemoinen Ausdriicken (No. 15) lassen sicli folgendc spe- 
cielle ableiten: 

Setzt man 


li 

11 

li 

• =z=l 

und 

a-\-b-\-c-\ == 

dcsgieichcn 




11 

11 

o 

11 

•=i=l 

und 

ClH— b + C+***“}-5 == u, 

so ist 




TJ n, . A ~ 

71 (71 — 1) 

; T. 

7h(7i — \')(77> — 2) 

u — , XX ~ 

“ 1.2 

1.2.3 

It n • S)l| - 

n(u— 1) 

s:: 

n(n— l)(n— 2) 

IX — 11 , sA' ~ 

“ 1.2 

■“ 1.2.3 


und cs Iblgt (38): 

„Dass n beliebige Ebenen, verbunden mit 7i bcliebigcn Ku- 
gelflachen, don Raum hochstens in 


l4-^- 


7l(^n 1) 7l(7l — 1)(76 2) 


(41) 


1.2 


1.2.3 


+iiw(« — l)+?in(ii — l)H-2it+2 


ji(n~l)(u-2) 

1.2.3 


Tlieile theilen, von welchen 
(42) 2-{-n(n—l) 

nur zum Theil, und 


(43) 


-1-hw- 


'/i(?t — 1) n(n — 1)(« — 2) 


1.2 


1.2.3 


—j— xi7i(7i — 1) — {“TT-U (u — 1) “4" 2 n“4"2 


9 n(H“l)(ii— 2) 


1.2.3 


ganz begrenzt sind.“ 


17. 

Reduciren sich die Ebenen und Eugelllachen nur von einigen Abthoi- 
lungen auf eine einzigc Ebene Oder Kugelflache, z. B. so, dass 

g'==r = s = --*=; 2 :==l und g'+r+sH \--z = my 
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desgleichon 

q = ^ = § = ••• z= z= 1 und q+r+^+* • ’- 4-3 == lit, 


so ist, wenn man die Unionen, Amben und Ternen der (iibrigen) Zablen 
by Cy . . . p durch !7j, und und der ZaUen a, b, c, . . . ^ dui'ch 
5li und $1 bezeichnet, 


U=U^-\-m; J. = 


m(p7i — 1) 

IT 2 ’ 


U=U,+m; a=a,+mn.+ -5^5^; 

S = S,+ ma,+ u, + -(--l)0n-2) . 


1.2.3 


Substituirt man diese Werthe in die Formeln (No. 15), so folgt: 

„Dass der Raum durcb a, . p Parallelebenen und m be- 

liobigo Ebenen, vcrbunden mit a, b, c, . . . p Parallelkugelflachen 
und in beliebigon Kugolflachen, hochstens in 


(44) 


+ +m(m— l)+ 2 mmj , 

+2(m-i-m)Uj Z7j+(TO+ra)(m-|-m — l)ltjH-2(OT+nt)3li 


m (m — 1 ) 7)1 (m — 1 ) (771 — 2 ) 

_ —I iL _J i 

^ 1.2 ^ 1.2.3 


“ 2 lit H” iit(^j^^^ nt — 2) H“ 2 


m(m — l)(m-— 2 ) 


Thcile getbcilt wcrden kann, von welclien 
(45) 2 + 2 J ^ + 2 t/j H- m (w, — 1 ) 

nur zum Theil, und 


(46) 


_j_ l)+2mmj U^-h(m-+-2m)A^ 

■-4"2('?^2'H~"iit)llj U^--^(777A~vx)(^^^ — l)RjH“2(‘??''i'H~ilt)3(i 

m(m — 1) , m(m — l)(m — 2) 

+»nl(m+m-3)+2m+‘2 


ganz begrenzt sind.“ 
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Oder bczeiclmet man die Unioneii, Amben imd Ternen der Zahleii 
ctj Cy . , . p iind dor Zalil m durch desgleiclien der Zalilcn 

a, b, c, . . . mid der Zahl m durch 31^, £ 3 , so ist 

o(»'— 

1 . 2 . :-5 


V^u,-, A==A,-i 


m(m — 1 ) 


1.2 


tti(m — 1) . 

^ T.2 ' 




und os verwandoln sich also die Ausdriicke (44), (45) und (4G) in folgondo: 

i+c/:j+A,+ 2 ;+ 2 u, A,+ 2 a., 0,-4-211, + 2 $., 

4- (~^j^--^-+ui(m-l)) l)+m(m— 1))U., 


(47) 


(48) 


(49) 


4- 


i(»i — 1) (tfi — 1 )w(7m- 4-1) ■ (in — l)m(in-4--l) . 


1.2 


1.2.3 


1.2.3 
24-2 A.^-i-m(m — 1) ; 

1 4- O - T,4-2 U, a, 4-2 a, 04-2U,-+-3:, 

4- i)j I (nx_ 

m(m — 1) ^ ('///- — l.)m(m-hl) , (ui — .l)ut(m-"l“l) 

4 1.2. a 


18. 

Liisst man bei der Verbindimg von Ebeiicn und Kugelllachen (No. 15) 
nacli und nacli alle Ebenen bis aul* eine einzige weg, so reducirt sich 
die Formel (38) aul* 

1+1+231 H-2U+22:. 

Da nun die zuriickbehaltene Ebene durch die vorhandenen Kugelllachen 
in 2+231 Theile gotheilt wird (13), so wird durch ihr Verscliwindiiu die 
Zahl der Raumtheile ebcnfalls um 2+231 verringert. Daraus folgi: 

„Dass der Raum durch a, b, c, . . . g Rarallelkugeiriachen, 
von denen jede Abtheilung einen oigcnthumlichen Miitelj)unci 
hat, hochstens in 

(50) 211+2$ 

Theile gethoilt wird, von welchen, wic sich unmittelbar aus der 
Anschauung ergiebt, nur {iiner unendiich, und mithin 

(51) _ 1+2 11+2$ 

Theile ganz begrenzt sind.^^ 
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Setzt man 


19. 


und zugleicli 
so ist 




a-hfi-H-cH l-S = n, 


U = tt 


und 


cr-_ n(it— l)(it— 2) 
1.2.3 


und es folgt (No. 18): 

„DasR It beliebige Kugelflachen den Raum hochstens in 

(52) 2n+2 

Tlicile theilen konnen, von welchen 


(6S) 

ganz begrenzt sind.“ 


20 . 


Rcduciron sicli nur einigo Abtheilungen auf eine cinzige Kugelfliiche, 
z. B. so, dass 

und ziigleich ^ 


q+r+^H l-g = m, 


so ist, wenn man die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a, b, c, . . . p 
durch Uj, Slj und Sj bezeiclinet, 


U = Uj+utj 


$==2:^+m5li 


m(m— 1) 
1.2 


UjH- 


m(m— l)(ut— 2) 
lX3 


und daraus folgt (No. 18): 

„I)ass der Raum durcli a, b, c, ... p Parallelkugelflachen, 
verbunden mit m beliebigen Kugelflaclxen, lioclistens in 

(54) 2U,+22:,+m(m-l)tt,+2mSt,+2m+2 1X^ —2) 

Theile getheilt werden kann, von -welchen 

(55) — l“}”211j+2£j+m(ui — l)llj+2nxSlj+2mH-“2 — ^ — i~2^3 ^ 


ganz begrenzt sind.“ 
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Oder bezeichnet man die Unionen und Ternen der Zahlen a, b, c, . . . p 
und tn durch VL^ und so ist 


n=^n. 


und 


c^_ ^ , m(m— 1) „ (in— l) mCmH-l) 


wodurch man, anstatt der Formeln (54) und (65), die beidon iblgendon 
erlialt: 


(56) 


2U,+2S:.,+iii(in-l)U., 


(t.it — l)m( in4-l) 

4 


(57) 


— H-2U,4-2S,H-in(m— 1)U,— 4 


(nt 1) lu (ui + 1) 



Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes 
von Euler, nebst einem Zusatze zu Satz X. 
auf Seite 12. 


Or ell e’ a Journal Band I. S. 364—367- 


Hierzu Taf. XIII Eig. 1. 




Leicliter Beweis eines stereometrisclien Satzes 
von Euler, nebst einem Zusatze zu Satz X. 
auf Seite 12. 


Bckanntlicli liat Euler zuerst den fur die Thcorie der Polyeder wicli- 
tigen und fruclitbareii Satz aufgestellt und bewiesen; 

„13ass bei jedem von ebenen Flacben begrenzten Korper die 
Anzahl der Ecken E und die Anzalil der Seitenflachen F zu- 
sammen iinmer um 2 grosser sind als- die Anzalil der Kanten 
Ky also dass 

E~^F = K-\-2 

ist/^ 

Spiiter hat Legendre, mit Hiilfe des Satzes vom Iiihalte spharischer 
Vielecke, einen einfachercii Beweis des Euler^dkm Satzes gegeben, welchen 
aucli z. B. M. Bdrsch in seine Sammlung geometrischer Aufgaben aufge- 
noininen hat. Bieser Beweis, obschon sehr sinnreich, befriedigte den Ver- 
fassor dieses Aufsatzes bei dcm geometrischen Werke, an welchem er ar- 
boltet, deshalb nicht, weil er ihn, seinen Zwecken gemass, nicht unter die 
ersten Betrachtungen liber die von ebenen Elachen begrenzten Korper auf- 
nehmen konnte. Er vermuthete, dass ein so einfaches Gresetz sich auch 
(lurch eine einfachere Betrachtung naiisse beweisen lassen, und seine Ver- 
inuthung bestatigte sich, da er nicht allein selbst einen befriedigenden 
Beweis fand, sondern auch spiiter erfulu'’^), dass schon Cauchy (XVI, Cahier 
des Journals dor Ecole Polytechnique') zwei hochst einfache und elementare 
Beweise desselben Satzes gegeben habe, desgleichen dass Professor Rothe, 
in deno. Aas^7^6rschon Archiv der gesananaten Natuiiehre, Band lY, eben- 
falls einen Beweis des nainlichen Satzes mitgetheilt habe, den er fiir neu 
halt, der es aber eigentlich nicht ist, sondern, der Hauptsache nach, auf 
denselben Griiiiden beruht wie der Cauchysdh^, nur dass ihm die Ktirze 

“*) Orelle’s Journal, Bd. L Seite 228. 

Steiner’s Werke. I, 
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und Einfachheit desselben mangelt. Endlich fand der Verfasser, class 
Gergonne in einem Auszuge aus einer Abliandlung von Lhuilier einen 
eigenthtimlichen Beweis des Satzes gegeben hat, der in it dem bier fol- 
genden, vom Verfasser herriihrenden, im WesentKchen iibcreinkommt. 
Dieser Beweis wird hier mitgetheilt, weil er seiner Einfachheit wegen 
allgemein bekannt zu sein verdient. 

Es sei im Eaume irgend ein von ebenen Fliichen begrenzter Korper 
gegeben. Aus irgend einem Puncte, der ausserhalb desselben, und mit 
keiner seiner Seitenfliichen in eineiiei Ebene liegt, projicire man die Ober- 
flache des Kbrpers auf irgend cine beliebigo Ebene, so entsteht in tlieser 
Ebene ein Netz, wie z. B. Fig. 1, welches eben so viele Vieleckc clersclbcn 
Gattung, eben so viele gerade Linien und eben so viele Puncte (A, By 
Cy ... ay by Cy ... a, hat, als der Korper respective Seiten- 

fiachen, Kanten und Ecken. 

Bezeichnet man nun, wie oben, clurch Fy K und E respective die 
Seitenflachen, Kanten und Ecken des Korpers, so lasst sich die Summe 
der Winkel E aller Vielecke des Netzes zusammen auf folgcnde zwei Arten 
ausdriicken: 

Erstlich. Wenn man erwagt, dass jede Linio der Figur Seite zweier 
Vielecke ist, und dass die Summe der Winkel jedes Vielccks so oft mal 
2R (2 Rechte) betragt als es Seiten hat, weniger 4R, mithin die Wiiikel- 
summe aller Vielecke zusammen so oft mal 4R aiismacht als in der Figur 
Linien vorhanden sind, weniger so oft mal 4R als Vieleckc da sind, so 
folgt, dass 

(1) 2 = ir.dR— i^.4R. 

Zweitens. Wenn man erwagt, dass die Winkel an den Grenzpuncten 
Ay By Cy Dy . . wclcho zusammcn zwei mal die Winkel des Grcnzvicl- 
ecks .diJCD ... ausmachen, so oft mal 4R betragen als Grenzpuncte sind, 
weniger 8R, und dass ferner um jeden im Innorn dor Figur liegenden 
Punct a, by Cy d, ... a, f, y, 6, . . . die Winkelsuinme gerade 4R betriigt, 
also alle zu summirenden Winkel zusammen so oft mal 4R betragen als 
Puncte Ay By Cy ... ay by 6*, . . . a, p, 7 , . . , vorhanden sind, weniger 8 R, 
so ist 

(2) 2 = jB.4R— 8R. 

Aus (1) und (2) folgt, dass 

A^4R~^i^.4R = A;.4R-8R, 

Oder 

K—F = 

Oder 

A:4-2 E-^-Fy 
welches dor Euler^Ax<^ Satz ist. 
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Da jedes einzelne Vieleck des Netzes von einer Seitenflache des 
Korpers, die ein Vieleck .derselben Gattung ist, kerriilirt, so ist die Win- 
kelsumnie aller Vielecke des Netzes gleicli der Winkelsumme aller Seiten- 
flaclien des Korpers, und daher folgt auch aus (2): 

„Dass die Winkelsumme aller Seitenflachen eines Korpers 
zusammengenommen so oft mal 4R betragt als der Korper Ecken 
liat, weniger 8R. 

Dieser Satz ist, wie man sieht, auf merkwurdige Weise mit dem xiber 
die Winkelsumme des Vielecks in der Ebene analog. 

Eine grosse Menge merkwiirdiger Folgerungen aus dem obigen Satze 
nebst anderen polyedrischen Satzen findet man in zwei Abhandlungen von 
Elder ^ in den Nom Commentarii acad. scient, Petrop. Tom. IV. p. 109 
und 140; in den Elementen der Geometrie von Legendre (S. 380 und 409 
der Crelle^cXv^n Uebersetzung); im zweiten Theil der Sammlung geome- 
trischer Aufgaben von M. Hirsch (S. 89 — 100); in den Annates de Ma- 
thematiques von Gergonne, Tom. III. p. 169, Tom. IX. p. 321, und 
Tom. XV. p. 157. — 


Ich scliliesse diesen Aufsatz mit der naclitr^liclien Bemerkung, dass 
sich aus dem Satze X. auf Seite 12 leicM der folgende kerleiten lasse: 

„Wenn in einer Ebene eine Ellipse der Grosse und Lage nacli gegeben 
ist, und die Glastafel in beliebiger veranderlicber Lage auf der Ebene senk- 
reclit stelit, so ist der Ort des Auges, von dem aus die Ellipse als Kreis 
auf dor Glastafel erscbeint, eine Flacbe vierten Grades. Sind a, b die 
Halbaxen der Ellipse, und walilt man die gegebene Ebene nebst den bei- 
den, auf ihr senkrecht stehenden und durch die Axen der Ellipse gehenden 
Ebenen zu Coordinaten-Ebenen, so ist die Gleicliung dieser interessanten 
FI ache 

(A) a h iv = — ol b^x^y “ 
Wird a gleich b gesetzt, d.^h., ist anstatt der Ellipse ein Kreis, dessen 

Radius gleich gegeben, so reducirt sich die Flache auf den zweiten 
Grad, namlich auf 

(B) — — d\ 

d. h. auf diejenige Flache zweiten Grades, die von einer gleich- 
seitigen Hyperbel, welche sich um ihre zweite Axe herumbe- 
wegt, beschrieben wird. 

Es folgt daher umgekehrt der nachstehende Satz: 

5 , Wird eine gleichseitige tlyperbel um ihre zweite Axe herumbewegt, 
so beschreibt sie eine einfache hyperbolische Flache zweiten Grades, und 
die Scheitel der ersten Axe beschreiben einen in dieser Flache liegenden 

^ * 
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Kreis. Jeder beliebige Kegel nun, dessen Scheitel in der Flache liegt, 
und welcher durch den Kreis geht, ist so bescliaffen, dass die Ebenen der 
diesem Kreise antiparallelen Kreisschnitte mit der genamiten Drcliaxc 
parallel sind, und dass also die Ebenen irgend zweier antiparallelen Kreis- 
scbnitte dieses Kegels zu einander senkrecht sind/^ 

Wenn oben statt der Ellipse eine Hyperbel, deren Ilalbaxeu ebenfalls 
ay h sein sollen, gegeben ist, so ei'balt man anstatt der Flache (A) die 
folgende : 

(C) 

Jede der beiden Flaclien (A) und (C) hat die Eigenschaft, dass sie 
durch Bewegung einer veranderlichen Curve zweiten Grades erzeugt wird, 
namlich jede Ebene, welche durch die 2: Axe geht, schneidet die Fliiche 
in einer solchen Curve. 



Verwandlung und Theilung spharisclier 
Figuren durch Construction. 


Crelle’s Journal Band H. S. 45—63. 


Hierzu Taf. XHI— XVI Pig. 1—17. 




Verwandlung und Theilung spharischer 
Figuren durch Construction. 

1 . 

In den Elemcnten der Geometric (Anmerk. X.) beweist Legendre 
den merkwiirdigen Satz: 

„dass die Sclieitel aller ypharischen Dreiecke iiber derselben Grund- 
linie und von gleichem Flacheninbalte in einem bestimmten kleinen 
Kreise liegen^^, 

ein Satz, welchen LeMll zuerst gefunden hat (Nova acta Petropolitana^ 
V. Band, 1. Theil). 

Die kiinstlichen Ausdriicke, welche fiir den Radius des genannten 
Kreises und zur Bestimmung dor Lage seines Mittelpunctes gefunden wer- 
den, sind nicht geeignet, die eigentliche Lage des Kreises leicht erkennen 
zu lassen, noch wenigcr, denselben danach leicht construiren zu konnen. 
Da aber auf diesen Satz mancherlei Untersuchungen gegriindet werden 
konnen, wie z. B. die Verwandlung und Theilung der spharischen Figuren, 
so war cine gcnauere Bestimmung desselben, so wie ein einfacherer Beweis, 
sehr wiinschonswerth. In der That findet sich, dass der genannte Ortskreis, 
ohne dass man nothig habe, irgend welche Rechnung zu Hiilfe zu nehmen, 
unmittelbar construirt werden kann, und dass auch der Satz selbst durch 
eine ganz elementare Betrachtung sich beweisen lasst. 

In dem Folgenden soli daher der Lewelhoh.^ Satz dahin vervollstan- 
digt werden: 

„dass der Ort der Scheitel aller spharischen Dreiecke iiber der- 
selben Grundlinie und von gleichem Flacheninhalt ein bestimmter 
kleiner Kreis ist, .welcher durch die beiden Gegenpuhcte 
der Endpuncte dor Grundlinie geht/' 

Hiernach ist alsdann dor Ortskreis leicht zu construiren, und dadurch 
wird man in den Stand gesetzt, durch Hiilfe dieses Satzes eine Reihe von 
Aufgaben iiber Verwandlung und Theilung der spharischen Figuren zju 



104 Verwandlimg- uiid Theilimg’ sphilrisclier Figuren durch Constniction. 


losen, welche denen bei geradlinigen Figiircn in der Ebcno analog sind, 
d. h., man kann alsdanii durch blosse Construction jcdes belicbigc spliarisclie 
Polygon successive in ein Dreieck oder Zweieck, odor aucli in ein spha- 
risches Quadrat verwandetn, desgleichen jcdes gegebene spharische J)reieck 
(oder Polygon) von cinem gegebenen Punctc aus in zwei glciclie Tlieile, 
Oder nach sonstigen Bedingungen, theilen. 

2 . 

Jeder Kreis auf der Kugelflache, dessen Ebcne durch den Mittelpunct 
der Kugel geht, heisse ein liauptkrcis, jeder andere dagegen Spharen- 
kreis oder auch schleclithin Kreis. Der Bogen cines Ilauptkreises aus 
dem Pol eincs Spharenkreises bis an irgend einen Punct der Ikndpherie 
des letzteren heisse spharischcr Radius desselbeii. Ein durch 2, ^3, 4, . . . 
Hauptkreis - Bogen begrenzter Theil der Kugelllache heisse sphariscln^s 
Zweieck, Dreieck, Viereck, . . wie gewohnlich. Ein Hauptkreis, der einen 
anderen Kreis bertihrt, heisse spharische Tangente an Ictztei’en. 

Die Satze: „dass die spharischen Tangenten cines Spharenkreises auf 
dem zugehorigen spharischen Radius senkrccht stchen;^^ — „dass der Durch- 
schnittspunct zweier spharischen Tangenten, die denselbcn Kreis bcriihreii, 
gleicli weit von beiden Boriihrungspuncten entfernt ist;“ — „and dass iin 
gleiclischenkligen spharischen Dreieck die Winkcl an der rirundlinie ein- 
ander gieich siiid, imd umgekehrt;^*^ sind leicht zu bcweiscii und aus der 
Elemenfcargoometrie bekannt. 


3. 


In einen beliobigen Spharenkreis, dessen Pol M ist (Fig. 1), sei (un 
spharisches Viereck H BC'D eingescliriebcn. Nach den Ecken des Vi(‘re(;ks 
ziohe man die spharischen Radien AIA^ MB^ M(-^ AIl)^ welchc, da. si(‘ 
einander gieich sind, mit den Seiten des Vierecks vier gloichsclumklig(^ 
Dreiecke AMB, BMC . . . bilden, in denen die Winkcl an den Grund- 
linien einander gieich sind (No. 2), so dass 


und Iblglicli 
oder 


a = Ti = Pi; T = 3; a, = 3,; 

a+aj+Y+Ti = P+Pi+o+o,; 
y1 “I— (j = n -j— IJ 3 


das hoisst: „bci jedem spharisclion Viereck im Krci.sc sind die 
Summen der zwei Paare gegenubor liegonder Wiiikel einander 
gleich“*). 


*) Diescr Satz ist nur oin speciollor Fall von dem allgomoineren Satze: „Bei 
jedem spharisclion 2wEck im Kroiso ist, wenii man die Wirikel der Ord- 
nung nach numerirt, dieSumme dorWinkel mit goraden Nummern glcieh 
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4, 

Zioht man in dem spharischen Viereck ABGD (Fig. 2) im Kreise 
die spliarisclie Diagonale AC^ so hat man zafolge des vorliegenden Satzes 
a+c — B — ]) — a — y. 

Ebenso hat man 

— B^ — D — a — y, 

imd mithin 

M'-j—O — B = — Bj^ 

da. hoLsst: „Boi alien spharischen Droiecken ABCy AB^C, . . 
wclci. e iiber dor namliohen spharischen Sehne AC und auf der 
namlicnen Seito in einen Spharenkreis beschrieben werden, ist 
der Unteischied zwischen dem Winkcl (fi;, ...) an der Spitze 

und der Summe dor Winkel (a+o*, ...) an der Grundlinie 

constant/^ Und iimgekehrt: 

^Der Ort dor Scheitel {B,B^^...) aller spharischen Dreiecke 
AB(>, AB^C^ ... liber der namlichen Grundlinie bei welchen 
dor Unterschied zwischen dem Winkel an der Spitze und der 
Summe der Winkel an der Grundlinie gloich ist ciner gegebenen 
Grosso, ist cin bostimmter Spharenkreis, welcher durch die End- 
punctc A^ C dor Grundlinie geht.“ 

Nimmt man an, die Grundlinie AC gehe durch den Pol i/des Kreises, 
so folgt, vermogo der gleichschenkligen Breiecke AMB und BMC, dass 

B = a-\~Cy 

d. h. 

„Bei jedem in einen Spharenkreis beschriebenen spharischen Dreiecke, 
das don spharischen Durchmesser des Kreises zur Grundlinie hat, ist der 
Winkel an der Spitze gleich der Summe der Winkel an der Grundlinie 
und Iimgekehrt: „der Ort der Scheitel aller spharischen Dreiecke iiber der 
namlichen Grundlinie, bei welchen der Winkel an der Spitze gleich ist der 
Summe der Winkel an der Grundlinie, ist die Peripherie des Spharen- 
kreises, welcher die Grundlinie zum spharischen Durchmesser hat.“ 

5. 

Es sei ABC (Fig. 3) ein beliebiges spharisches Dreieck. A^^ B^ sollen 
die Gegenpuncte von A^ B, also die Bogen ACA^^ BCB^ halbe Haupt- 
kreisc sein, so linden zwischen den AVinkeln der beiden spharischen Dreh 

dor Summe der ubrigen,^ welcher sich auf gleiche Weise beweisen lasst. Es steht 
ihm cin anderer Satz: 5 ,Bei jedem spharischen 2wEck urn den Kreis ist die 
Summe derSeiten mit geraden Nummern gleich der Summe der ubrigen,'' 
gegeniiber, welcher oben so leicht zu beweisen ist. 
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ecke ACB und A^CB^ folgende Beziehungen Statt: 

c = ; a = «,; P = 

und da 

a-ha = = 2R (2 Rechte), 

.so ist auch 

cb-\-Q/^ = = 2R, 

und folglich 

a-^h-\-c — — (aj-h6i)-f-4R, 

d. h. „bleibt die Summe a--\-b~\-G constant, so bleibt auch der Unter- 
schied constant. “ 

Nun folgt aus dem bekanntcn Satze, wonach der Flaclieninhalt eiiies 
spharisclien Dreiecks aus der Summe seiner drei Winkel gefimden wird, 
dass fiir alle spharischen Dreiecke ABC iiber dersclben Grundlinie AB 
und von gleicliem Fliicheninhalt die Summe dor drei Winkel 
constant bleibt. Daher bleibt auch in den zugchorigon Dreiecken 
der UnterscMed 4. h. der Unterscliiod zwischon dcm Winkel 

(6'J an- der Spitze und der Summe dor Winkel an dor nrundlinie, 

constant, folglich ist der Ort des Schoitcls C die Peripherie eines Sphiiren- 
kreises, der durch die Puncte A^^ B^ geht (No. 4). Daraus folgt den' nach- 
stehende morkwiirdige und fruchtbare Satz: 

„l)or Ort der Sclieitel aller spharischen Dreiecke ABC lihiu- 
dersclben Grundlinie AB und von gloichein Flaclieni nliali isi 
die Peripherie eines bestimmten Spharcnkreiscs, der dureh di(‘ 
Gegcnpuncte A^, B^ der Endpuncte yl, B der geineinschufUiehen 
Grundlinie geht.^^ 


G. 

Bleibt also die Grundlinie AB des spharischen Dreiecks AB(' iiu- 
veriindert, bewegt sich aber sein Sclieitel C in dor Peripherie d(^s Kr(‘is(‘s 
Aj^CB^^ so bleibt sein Flaclieninhalt constant. Nahort sich der Seli(‘iicl C 
einom dor beiden Puncte A^, B^, z. B. dcm Puncte B^^ bis er endlicli mil 
ihm zusammenfallt, so fiillt der Bogen AC mit AB^^ zusammeu, und da 
CB^ gleich Null wird, so geht BC in don halbeii Haupikreis BJ)B^ ulu'r, 
wolcher den Kreis A^CB^^ in B^ beriihrt. Daher folgt, dass der 
Flaclieninhalt des Dreiecks ABC gleich ist dcm Flaclieninhalt 
des Zwoiecks BAB^DB odor ABA^EA, dessen eine Seite BDI^^ 
Oder AEA^ den Ortskreis A^CB^ in B^ oder A^ beriilirt. 

Es kann nocli bemerkt werden, dass, wonn die Grundlinie AB und 
der Flaclieninhalt des spharischen Dreiecks ABC gegebon sind, dani}i 
eigentlicli zwei Ortskroise fiir den Sclieitel C Statt finden, indein man 
sich das' Dreieck auf zwei verschiodenen Seiten der Grundlinie denken 
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kaiin; beide Ortskreise sind aber notbwendiger Weise einander gleich, 
schnciden einander in den Puncten ihre Ebene bilden mit der 

Ebene des Hauptkreises ABA^B^^ gleiche Winkel, nnd die Gerade, welcbe 
ihre Pole verbindet, steht auf der letzteren Ebene senkrecht. In dem be- 
sonderen Falle, wo die Summe der Winkel des Dreiecks gleich vier Rechten 
ist, d. h. wo 

a-h^-hc = 4R, 

ist c\ gleich (No. 5), nnd daher ist A^B^ ein spharischer Dnrch- 

messer fiir jeden der beiden genannten Ortskreise (No. 4); folglich fallen 
boido Ortskreise in einen einzigen zusammen, dossen Ebene zu der Ebene 
dos Hanptkreises ABA^B^ senkrecht ist. 

7. 

Es sei jP (Fig. 4) der Pol des Hauptkreises ABA^B^^ und BFF der- 
jeiiige Hauptkreis, welcher die Piincte By zu Polen hat. Man ziehe 
aus /ij diu'ch den Pol M dos Ortskreises A^CB^ den Quadranten B^MGy 
und beschreibe mit ihm aus dem Pole G den Hauptkreis B^DB, so hat, 
da diosor Hauptkreis den Kreis AfiB^ in B^ beriihrt, weil GMB^ zu 
DB^ senkrecht ist (No. 2), das Zweieck BDB^AB mit dem Dreieck ABC 
gleichen Flacheninhalt. Nun ist der Bogen DE das directe Maass fiir den 
Flacheninhalt des Zweiecks BAB^DBy und da die Quadranten PE und 
GD einander gleich sind, also auch DE gleich PG ist, so ist auch der 
Bogen PG ein directes Maass fiir den Flacheninhalt des BAB^DB 

odor des Dreiecks ABC; d. h. in demseiben Verhaltniss, in welchem sich 
der Flacheninhalt des Dreiecks andert, andert sich auch der ihm zugehorige 
Bogen, und unoLgekelirt , so dass also einem Dreieck von doppeltem Flachen- 
inhalt ein zweimal so grosser Bogen entspricht. Stehen also z. B. hber 
dorselben Grundlinie AB zwei Dreiecke ABCmiA. ABC^y deren Fliichen- 
inhalte sich vorhalten wie n: my und entsprechen ihnen ‘respective die 
Puncte G, so ist auch 

PG : PG, = n:my 

und umgekehrt. 

Kann man also den Bogen PGm G, so thoilen; dass PG:PG, irgend 
einem gogebenen Vcrhaltnisse n:m gleich ist, so kann man auch ein 
Dreieck ABC, finden, welches mit dem gegebenen Dreieck ABC eineiiei 
Grundlinie und in Hinsicht des Flacheninhalts das namliche gegebene Ver- 
haltniss hat. 


8 . 

Aus dem Bisherigen ergeben sich unter anderen zunachst die Losungen 
folgcnder Aufgaben: 
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L Aiifgabe. „Ueber der Grundlinie eines gegebenen spharischen 
Dreiecks ABC ein glcicliaclienkliges Dreieck zu errichten, welches mit 
jenem gioichen Flachcninhalt hat.‘‘ 

Man lege durch den Sclieitel C des gegebenen Dreiecks und durch 
die Gegenpuncte der Endpunctc seiner Grundlinie den Ortskreis 

und errichte aus der Mitte der Grundlinie zu dieser eincn spha- 
rischen Perpendikel, so ist der Durchschnittspunct dieses Perpend ikels und 
jencs Ortskreises, zufolge des Obigen, der Scheitel des zu consiruirenden 
. gleichschenkligcn Dj'eiecks. 

II. Aufgabe. ^jUeber der Grundlinie AB eines gegebenen spha- 
rischen Dreiecks M B 6' ein anderes Dreieck zu errichten, welches mit ihm 
gleichen Flacheiiinlialt und eiitweder (Fall 1) an der Grundlinie einen rechten 
Oder irgeiid einen gegebenen Winkel a, oder (Fall 2) eine gegx^bene Seih^ hat.^‘ 

Aufidsung und Boweis sind leicht zu linden. Fiir den Fall (2) ist die 
Aullosung nicht immer moglich. 

III. Aufgabe. ,,£01 spharisches Dreieck zu linden, welches mit 
einem gegebenen spharischen Dreieck AB6' dieselbc Grundlinie AB und 
gleichen Flachcninhalt hat, und dessen Spitze in einem gegebenen llaupt- 
kroise K liegt.“ 

Man construire den Ortskreis A^CB^^ so schneidet dieser den gege- 
behen Hauptkreis K in denjenigen zwei Puncten, in welcln.m allein die 
Spitze des zu construirenden Dreiecks liegeii kaim; sclineidet or ihn nicht, 
so ist die Aullosung der Aulgabo luiinoglich. 

IV. Aufgabe. „Ein gegebones spharisches Dreieck AB(' in ein 
Zweieck zu vorwandeln, d. h., ein Zweieck zu linden, wolchc^s mit dem 
Dreieck gioichen Flacheninhalt hat.“ 

Man sucho den Pol M des Ortskreises A^CB^ (Fig. 4), ziehe den 
spharischen Radius MB^ und errichte B^D B senkrecht zu d/Bj, so ist 
BDB^AB das vorlangte Zweieck (No. 7). 

V. Aufgabe. „Ein spharisches Dreieck zu construiren, dessen (Irund- 
linie gogoben ist, und welches mit einem gegebenen spharischen Dnde.c.k 
ABC einen Winkel gcmcin und mit ihm gioichen Flachcninhalt hai.^' 

Es sei AD (Fig. 5) die gegebono Grundlinie des zu construirend(m 
Dreiecks, imd A soi der beiden Drcicckon angehorige Winkel. Man ziehe 
den Hauptkreis CD^ und construire nach (111) das Dreieck 674 welclu^s 
mit dem gegebenen Dreieck CDB gleichen Flacheninhalt imd die Grund- 
linie CD gemein hat, und dessen Scheitel E in dem geget)enen llaiipi- 
kreise AC liegt, so ist ADE das gcsuchtc Dreieck. Demi ist 

ACDB = ACDE, 

so ist auch 

ACFE= A DEB, 
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und folglich auch 

AABC= AADE. 

VI. Aufgabe. „Ein spliarisches Dreieck zu construiren, welches init 
einem gegebenen spharischen Dreieck ABC gleichen Flaclieninhalt hat, 
und von dessen Seiten zwei der Grbsse nach gegeben sind.^^ 

Diese Aufgabe lasst sich sowoh] durch wiederholte Anwendiing von (II, 2) 
losen, als auch mittelst (V) auf (II, 2) zuruckfiihren. Uebersteigt der genannte 
Flacheninhalt eine bestimmte Grenze, so ist dieLosung der Aufgabe unmoglich. 

VIL Aufgabe. „Ein spharisches Dreieck zu construiren, welches mit 
einem gegebenen sphMschen Dreieck ABC gleichen Flacheninhalt hat, 
und von welchem eine Seite und ein Winkel der Grdsse nach gegeben sind.“ 

Diese Aufgabe liisst sich, wie die vorige, durch Hiilfe von (II, 1) und 
(V) losen. 

VIII. Aufgabe. 5 ,Ein gegebenes spharisches Viereck in ein spha- 
risches Dreieck zu verwandeln, d. h. ein Dreieck zu construiren, welches 
mit dem Viereck eine Seite und einen Winkel gemein, und mit ihm 
gleichen Flacheninhalt hat.‘‘ 

Es sei ABCD (Fig. 6) das gegebene Viereck. Man ziehe eine spliii- 
rische Diagonale DB und verlangere an dem einen Endpuncte derselben 
eine Seite des Vierecks, z. B. in B die Seite AB nach E hin, und construire 
sodann nach (III) das Dreieck I)BE^ welches mit dem Dreieck BBC iiber 
derselben Grundlinie BB steht und gleichen Flacheninhalt hat, und dessen 
Scheitel E in der Vorliingerung der Seite AB liegt; so ist AEB das ge- 
suchte Dreieck, welches mit dem Viereck ABCB gleichen Flacheninhalt, 
und den Winkel A und die Seite AB gemein hat. 

IX. Aufgabe. „Irgend ein gegebenes spharisches Vieleck in ein 
anderes zu verwandeln, welches eine Seite weniger hat.^^ 

Diese Aufgabe wird auf ganz ahnliche Weise gelost wie die vorige. 

Hieraus folgt: 

„Dass man durch blosse Construction jedes gegebene spha- 
rische Vieleck in ein spharisches Vieleck irgend einer Gattung 
mit einer kleineren Anzahl Seiten, folglich jedes gegebene spha- 
rische Vieleck in ein Dreieck oder Zweieck verwandeln kann. 

9. 

Ferner ergeben sich aus den obigen Betrachtungen die Losungen fol- 
gender Aufgaben. 

1. Aufgabe. „Ein gegebenes spharisches Dreieck durch ninen Haupt- 
krois aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.“ 

Es sei ABC (Fig. 7) das gegebene Dreieck. Man construire den 
Ortskreis A^CB^^ dessen Pol If ist. Aus dem Pol B ziehe man den Haupt- 
kreis EPCF. Ferner ziehe man den Hauptkreis BPMB^ so, dass er 
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zu der Grundlinie AB senkrecht ist iind sic in D halbirt; alsdann ist P 
dor Pol dcs Hauptkreises ABA^B^, Endlich zielic man don Quadranten 
B^MGj halbire PG in Gp zielie den Quadranten wclclier den 

Hanptkreis DPMD^ in schneidot, und zielie aus dem Pole d/j mit 
dem spluirisclien Radius M^B^ den Spharenkreis BJjaA^^ so ist, zufolge 
(No. 7), sowokl das splimsche Dreieck ABa, als aucli ABh, lialb so gross 
als das gegebene Dreieck ABC^ und folglich leistet jeder der beiden llaupt- 
kreise A a und Bh der vorgelegten Aufgabe Geniige. 

Es sei Cc der dritte Hauptkreis, welclicr das gegebene Dreieck ABC, 
der Aufgabe gemass, halbirt, und 6'; sei der Gegcnpunct des Sclicitels C, 
so liegen also, vermoge der vorstehonden Auflbsung, sowolil die vier Puncte 
Bp I), a, als auch Bp 6p c, hy so wie aucli yip a, c in eineni 
Kreise. Da die Ebenen diesor drei Kreise einander iin Allgeineinen in 
einein Puncte 0 schnoiden, so treilen aucli die. drei Geraden A^a^ B/j, (\c, 
in -welchen die namlichen Ebenen einander sclineiden, in demselbeu Puncte 0 
zusainmen, und folglich schneidcii die Ebenen der drei Hauptkreise .*dc//Ip 
BiBj, CcC^ einander in einem und demselbeu Durclinaesser SQG dor 
Kugol, welcher durch den Punct 0 geht, so dass folglich die (Kei Haupt- 
kreise Aa, Bbj Cc einander in einem und demselbeu Puncte Q schiicidcn. 
Daraus folgt der nachsteliende merkwiirdige Satz: 

„DiG drei Hauptkrcise (Aa, Bh, Cc), von donen jeder durch 
einenWinkel cines gegebenon spharisclicn Droiecks {AB(') geht 
und die Flache dosselbeii halbirt, treffon einander in einem luul 
demselbeu bestiminton Puncte QA^ 

Durch irgend zwei dor drei Hauptkreise ist domiiach dor dritte lui- 
mittelbar gegeben. 

Der Yorstehende Satz fmdet bekaiintlich aut‘ aiialoge Weise beim 
geradlinigen Dreieck statt, bei wclchcm der Pimct (Q), iu welchem die 
drei Halbirungslinien einander sclineiden, zuglcich die Eigenschaft ha,l, dass 
er der Schwerpunct dor Flache des Droiecks ist. 

IL Aufgabe. „Ein gegebencs spliarischcs Dreieck von einem be- 
liebigen Puncte aus, der in oiiier seiner Sciten liegt, durcli eiiicn Hauptkreis 
in zwei gleiche Theile zu tlieilen/‘ 

Es sei ABC (Fig. 8) das gegebene Dreieck und D der gegebene Punct. 
Man theile das Dreieck aus einem Winkel, z. B. aus yl^ durch den Haupt- 
kreis A a in zwei gleiche Theile (I) und verwandle nach (No. S, HI) das 
spharische Dreieck ADa in DaE, so tlieilt dor Hauptkreis DE das ge- 
gebene Dreieck in zwei gleiche Theile. 

III. Aufgabe. „Ein gegebencs spharisches Vierock durch einen Haupt- 
kreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.^^ 

Es sei ABCJD (Fig. 9) das gegebene Vioreck. Dasselbe soil z. B. 
aus dom Winkel A durch einen Hauptkreis in zwei gleiche Theile ge- 
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theilt werden. Man verlangere die Seite BC nach E hin, mache, nach 
(No. 8, III), das Dreieck ACE gleicliflachig mit ACD und tkeile das 
Dreieck AEB durch den Hauptkreis AF in zwei gleiche Theile (I), so 
ist auch /lAFB gleich Viereck AFCDy folglich leistet der Hauptkreis 
AF der Aufgabe Geniige. Hatte man statt der Seite BC die Seite DC 
nach AJj hin verlangert, AACE^^ gleich AACB gemacht und durch den 
Hauptoeis AF^ das Dreieck ADE^ halbirt, so miisste man alsdann 
noch das Dreieck ACjPj in ACF verwandeln, um den Hauptkreis AF zu 
finden, welcher die Forderung der vorgelegten Aufgabe erfiillt. 

Ha^ man erst einen Hauptkreis AF gefunden, so lassen sich daraus, 
mit Hiilfe von (No. 8, III), die drei librigen Hauptkreise, welche aus den 
drei iibrigen Winkeln B^ C^ D das Viereck halbiren, leicht finden. 

IV. Aufgabe. „Ein gegebenes spharisches Viereck durch einen Haupt- 
kreis, welcher durch einen in einer Seite desselben gegebenen Punct geht, 
in zwei gleiche Theile zu theileh/^ 

Es sei ABCD (Fig. 10) das gegebene Viereck und E der gegebene* 
Punct. Man theile z. B. aus dem Winkel A durch den Hauptkreis AF 
das Viereck in zwei gleiche Theile (III) imd verwandle hierauf das Dreieck 
EFA in EFGr, so theilt der Hauptkreis EGr das gegebene Viereck in 
zwei gleiche Theile. 

V. Aufgabe. „Ein gegebenes spharisches Vieleck durch einen Haupt- 
kreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.^^ 

Es sei z. B. das Fiinfeck ABCDE (Fig. 11) gegeben, welches aus 
dem Winkel A durch einen Hauptkreis AH in zwei gleiche Theile ge- 
theilt werden soli. 

Man verwandle das gegebene Fiinfeck in das Viereck AFDE, theile 
dieses Viereck durch den Hauptkreis AG m zwei gleiche Theile (III) und 
verwandle das Dreieck ADG in ADH (No. 8, III), so theilt der Haupt- 
kreis AH das gegebene Fiinfeck in zwei gleiche Theile. 

Hat das gegebene Vieleck mehr als fiinf Seiten, so verfahrt man auf 
ahnliche Weise. 

VI. Aufgabe. „Ein gegebenes spharisches Vieleck aus einem Puncte, 
der in einer seiner Seiten gegeben ist, durch einen Hauptkreis in zwei 
gleiche Theile zu theilen.“ 

Diese Aufgabe wird mit Hiilfe von (V) gerade so wie die Aufgabe IV 
mit Hiilfe von (III) gelost. 

VII. Aufgabe. „Ein gegebenes sphMsches Dreieck (Fall 1) von einem 
seiner Winkel aus, oder (Fall 2) von einem in einer seiner Seiten gegebenen 
Puncte aus durch Hauptkreise in 4, 8, 16, ... gleiche Theile zu theilen.^^ 

Der Fall (1) erfordert nur eine wiederholte Anwendung der Aufgabe (I). 
Der Fall (2) dagegen erfordert die Anwendung von (I) und (IH). Soil z. B. 
das Dreieck ABC (Fig. 8) aus dem Puncte D in vier gleiche Theile ge- 
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theilt werden, so theile man dasselbe zuerst durch den Hauptkreis DE 
in zwei gleiche Theile; und hierauf theile man sowohl das Dreieck DEC, 
als auch das Viereck DEBA von D aus in zwei gleiche Theile (1 und 
III), so hat man die Forderung der Aufgabe erfullt. 

Auf dieselbe Weise kann das Viereck u. s. w. getheilt werden. 

Da man einen gegobenen Winkel oder einen gegebenen Kroisbogen 
durch Construction nicht in drei gleiche Theile theilen kaim, so kann 
auch das spharische Dreieck durch blosso Construction nicht in droi gleiclie 
Theile getheilt werden (No. 7) und (I). Wohl abor' kann umgekehrt Em 
gegebenes spharisches Dreieck, nur durch Construction, beliebig jerviel- 
facht werden (No. 7). 

VIIL Aufgabe. „Yon cinem gegebenen sphiirischen Dreieck cin Stu(;k 
abzusohneiden, welches mit einein anderen gegebenen spharischen Dreieck 
gleichen Flacheninhalt hat.^^ 

Es soil z. B. von dem Dreieck J[i36'(Fig. 12) ein Stiick abgeschniiien 
werden, welches mit dem Dreieck ADE gleichen Flacheninhalt hat. Man 
verlangero AE nach hin und verwandle das Dreieck BED in BEE 
(No. 8, III), dosgleichen das Dreieck ABF in ABG, so ist dieses Drei- 
eck ABG das verlangte abzuschneidonde Stiick (vergi. No. 8, VI 1). 

Auf ahiiliche Weise kann man von einem gegebenen spharischen Vi(‘J- 
eck ein Stiick abschneiden, welches einen gegebenen Flacheninhalt hat. 


10 . 

Um cin spharisches Dreieck, oder uberhaupt ein spharisch(‘.s VieltH'k, 
von einem in dor KugoKlachc beliebig liegenden Puncte aus in zwei ghncln^- 
Theile theilen zu komien, sind eiiiige Hulfssatze notliwendig, die wir an 
einem anderen Orte im Zusammenhange vortragen und boweisen werdcni, 
und die wir deshalb hier nur kurz andeuten wollen. Zum leichteren Ver- 
standnisse aber wollen wir erst die analogen Betrachtungen bei geradlinigen 
Figuren in der Ebene vorangehen lassen, weil zwischen beiden B(d,nt(di- 
tungen eine aullallendo XJebereihstimmung Statt flndct. 


11 . 


1. Haben zwei geradlinige Dreicckc ABC mid ADE (Fig. 1;1) 
einen gemeinschaftlichon Winkel A und gleichen Flacheninhalt, so ist be- 
kanntlich 

AB,AC = AD.AE, 


Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z. B. ist AD gleich A E, so ist 
alsdann 


AB.AC^AD^^ = AE\ 


Nimmt man AB^ gleich AB und zieht irgend einen Kreis M, dor 
durch die Puncte B^ und C geht, so ist die Potenz dieses Kreises (vergi. 
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Seite 22), in Bezug auf den Punct AB^xAG gleich AD^] die- 

selbe Potenz ist aber auch gleich dem Quadrate der aus A an den Kreis 
gelegten Tangente A d. i. gleich A T\ folgiich ist 

AT=AD = AK 

11. Es ist ferner bekannt, dass die Grundlinien BC, DE, ... aller 
Dreiecke ABC, ADE, ..., welche einen gemeinschaftlichen Winkel -4 
und gleichen Flacheninhalt haben, von einer bestimmten Hyperbel, welche 
die Schehkel AE, AC des Winkels A zu Asymptoten hat, beruhrt wer- 
den, und zwar wird jede Grundlinie in ihrer Mitte beruhrt. Die Hauptaxe 
der Hyperbel halbirt demnach den Winkel A, und der eine ihrer Scheitel 
liegt in der Mitte G der Grundlinie DE des gleichschenkligen Dreiecks 
AD E, Daher folgt ferner, dass der mit dem Radius AD gleich AE gleich 
AT aus dem Mittelpunct A beschriebene Kreis DFET die Axe im 
Brennpuncte F der Hyperbel schneidet. Wenn also das Dreieck ABC ge- 
geben ist, so kann man dmxh Hulfe des Kreises M leicht den Scheitel 
G und den Brennpunct F derjenigen Hyperbel hnden, welche die Grund- 
linie BC beruhrt und die Seiten AB, AC zu Asymptoten hat. 


12 . 

Auf die angegebenen Eigenschaften (No. 11) griinden sich unter anderen 
die Auflosungen folgender Aufgaben. 

I. Aufgabe. „Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren, welches 
mit einem gegebenen Dreieck gleichen Flacheninhalt und den Winkel an 
der Spitze gemein hat.^^ 

Die Auflosung dieser Aufgabe ergiebt sich sehr leicht aus (No. 11, I). 

II. Aufgabe. 5 ,Ein Dreieck zu construiren, welches mit einem ge- 
gebenen Dreieck gleichen Flacheninhalt und den Winkel an der Spitze ge- 
mein hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht.*^^ Oder, 
was dasselbe ist: 

„Aus einem gegebenen Pancte eine Gerade so zu ziehen, dass sie mit 
zwei gegebenen Geraden, welche mit dem’Puncte in einer Ebene liegen, ein 
Dreieck bilde, dessen Flacheninhalt gegeben ist.“ 

Es sei ABC (Fig. 14) das gegebene Dreieck und P der gegebene 
Punct. 

Nach (No. 11, II) folgt, dass die Aufgabe einerlei ist mit folgender: 

„Aus einem gegebenen Puncte P an eine Hyperbel, deren Asymptoten 
AC, AB nebst einer Tangente BC gegeben sind, eine Tangente zu 
legen.^*^ 

Steiner’s Werko. 1. 


8 
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Die Aufgabe wird demnacli, wie folgt, gelost. 

Man maclie AB^ gleich AB, lege durch die Puncte C eineii be- 
liebigen Kreis B^TC^ an diesen aus A die Tangente AT uiid bescbieibe 
mit dieser aus A den Kreis’ TEFD welcber die Hauptaxe F^F der 
Hyperbel in ihren Breiinpuncten F, F, schneidet, iind dessen Sehnc DE 
derselben Axe in ihrem Scheitel G begegnet. Mit der Hauptaxe G^G 
gleicL. 2 AG beschreibe man aus F^ den Kreis QQ^Q^^) 

ICrcis FQQ,, verbinde den Durclischnitt Q bolder Kreise mit dom Brenu- 
puncte F und fallc auf diese Gerade QF aus P das Perpendikel PO, so 
ist dieses Perpendikel die gesuclitc Tangente und leistct lolglich dei obigen 
Aufgabe Geniigo, d. h., sic schneidet ein Dreieck HI A ab, welches mit 
clem gegebenen Dreieck xiBC gieichen Flachcninhalt hat. Ebonso ist das 
aus P auf die Gerade FQ, gefallte Porpendikel POJiJ, eino Tangente 
an die Hyperbel mad schneidet ein Dreieck AH^I^ ab, welches mit dem 
gegebenen Dreieck ABC gieichen Flachcninhalt hat. 

III. Aufgabe. ^Wenn in einer Ebono ein Dreieck und irgend ein 
Punct gegeben sind, so soli man aus diesem Puncte eino Gerade so ziehen, 
dass sic die Flacho dcs Dreiecks in zwei gleiche Iheilc thcilt. 

Man ziohe aus den Winkeln nach den Mitten der gegenuber liegemhm 
Seiten dos gegebenen Dreiecks ABC (big. 15) die Geradcn 

Ton deneii bekanntlicli jede das Dreieck halbirt, und die einander 
in cincm und demselben Puncte S schneiden und die Ebenc in G uneiul- 
lichc Winkelniuine theilen. Bcfindct sich nun der gegobene 1 iiiict z. B. 
in dem Winkclraum J/SC;, wic P, so ziehc man die Gerade PDF so, 
dass das Dreieck DEB mit dem Dreieck BCC^ gieichen Flachouinhali 
hat (II), so hat man der vorgelegten Aulgabe Geniige gethan. 

Liegt der gegobene Punct P ausserhalb des gegebenen Dreiecks, so 
liisst die Aufgabe nur eino Aulldsungzu; liogt er aber innorhalb d<3ssell)en, 
so sind eine, zwei und hochstens drei Aulldsungen mbglicli. Dt'iin aus 
(No. 11, II) folgt, dass von alien mogliclxon Geradcn, wolcho das Dreieck 
halbmen, jede eine von drei bestiminteu HyperbeJu beriihrt, wciclic <lic 
Seiten dos Dreiecks zu Asymptoten haben. 

IV. Aufgabe. „Aus eincin in der Ebone einos gegebenen Dreiecks 
■willkurlich angenominenon Puncte cine Gerade so zii ziehen, dass sie die 
Flacho des Dreiecks nach einem gegebenen Verhiiltnisse thcilt/*^ 

Diese Aufgabe wird auf almlichc Weisc wic die vorigo aul (II) zuriick- 
gefiihrt. 

V. Aufgabe. „Wcnn in einer Ebene ein Viereck uml irgend ein 
Punct gegeben sind, so soli man aus dem Puncte cine Gerade so ziehiui, 
dass sic das Viereck (Fall 1) halbirt, oder (Fall 2) nach irgend einem ge- 
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gebenen Verhaltnisse tbeilt, oder (Fall B) von demselben ein Stiick von 
gegebener Grdsse absclineidet/^ 

Es sei ABCD (Fig. 16) das gegebene Viereck und P der gegebene 
Punct. Fur den Fall (1) halbire man das Viereck durcli die Gerade CC^ 
aus dessen Winkel C und ziebe Merauf die Gerade PFG- so, dass das 
Dreieck FGE init dem Dreieck CfiE gleicben Flacbeninbalt bat (II), 
so geniigt sie der Aufgabe. Hatte man das Viereck durcli die Gerade 
AA^ (statt C'6j) in zwei gleicbe Tbeile getbeilt, so miisste man zuerst 
durcli die Gerade PIK ein Dreieck I DPI abscbneiden , welcbes mit 
ADA^ gieichen Flacbeninhalt batte, und dann nocb das Dreieck PCI! 
in das Dreieck PCG verwandeln, wozu man HG mit PC parallel zieben 
miisste. 

Es ist demnacb nicbt gieicb bequem, von welcbem Winkel aus man 
das Viereck zuerst tbeilt. Um dieser Scbwierigkeit auszuweichen, und 
um zum voraus entscbeiden zu konnen, welcben zwei Seiten des Vierecks 
die zu ziebende Tbeilungslinie (P(t) begegnen werde, ziebe man zuerst 
aus den Winkeln des Vierecks die vier Geraden AA^^ PPu 
von denen jede dasselbe in zwei gleicbe Tbeile tbeilt, so lasst sicb als- 
dann auf abnlicbe Weise wie bei Aufgabe III erkennen, welcbe der vier 
Tbeilungen man zu wablen babe, und welcben zwei Seiten die Tbeilungs- 
linie PG begegnen werde. 

Bei den Fallen (2) und (3) verfabrt man auf abnlicbe Weise. 

Diese Art von Aufgaben lasst sicb aucb auf die Vielecke ausdebnen, 
wobei sicb die Losung auf abnlicbe Weise ergiebt. 

13. 

Die Betracbtungen (No. 11 und 12) iiber geradlinige Figuren in der 
Ebene finden nun, wie scbon oben (No. 10) bemerkt worden, auf analoge 
Weise bei den spbariscben Figuren statt, namlicb wie folgt: 

I. Haben zwei spbariscbe Dreiecke ABCy ADE gieichen Fliicben- 
inbalt und eineii Winkel A gemein, so‘ ist bekanntlicb (Legendre ^ Me- 
mem de geom. Note X) 

ig^ABPg^AG = ig^AD Ag^AE. 

Ist das eine Dreieck gleicbschenklig, z. B. ist AD gleich AE, so ist 
ig^ ABAg^ AG = (tg^ADy = (ig^AEy. 

Nimmt man AB^ gieicb AB (Fig. 13, wo man sicb unter jeder Ge- 
raden einen Hauptkreis der Kugel denken muss), legt dui'cb die Puncte 
B und C irgend einen Spbarenkreis M und an diesen aus A die Tan- 
gente 7, so ist — da der Satz von der Potenz bei Kreisen in der 

S’** 
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Ebene (No. 11, I) auf abnliche Weise bei Kreisen auf der Kugelflaclie gilt, 
namlich, dass fiir alle, aus demselben Puncte A durch den Kreis 1/ gezo- 
genen spharischen Secanten AB^C^ das Product tg-^-AB^Ag^-AC constant 
bleibP^), welches wir an einem anderen Orte beweisen werden, und was 
iibrigens leicht zu beweisen ist — 


und folglich 


tgiAB, . tgiAC= (tgi-ATy = (tgiADy, 
AT=:AD = AU, 


das heisst: „die spharische Tangente AT aus dem Winkel A an den Kreis 
i/ist gleich der Seite A I) odor AB des gleichschenldigen Dreiecks ADA] 
welches mit dem Dreieck ABC gleicheh Flacheninhalt hat.“ 


11. Ferner werden wir an einem anderen Orte beweisen, dass die 
Grundlinien BC^, BE, ... (Fig. 17) allcr spharischen Drciecke a\B(] 
ADEy . . welche gleichen Flacheninhalt und einen Winkcl A geuiein 
haben, von einem spharischen Kegelschnitt (der Durchschnittscurve der 
Kugelflaclie mit der Flache eines Kegels zweiten Grades, dessen Scheitel 
im Mittelpuncte der Kugel liegt) beriihrt werden, und zwar, dass jedc Grund- 
linie in ihror Mitte beriihrt wird; dass ferner die Hauptaxo AG des spha- 
rischen Kegelschnitts den gemeinschaftlichcn Winkel A halbirt, und einer 
dor Scheitel in der Mitte G der Grundlinie BE des gleichscheiiklig(m 
Dreiecks ADE liegt; dass dor mit dor Seite AD dieses Dreiecks aus A 
beschriebene Spharenkreis DFEF^ der Axe in don Brennpuncten Fy F^ 
des Kegelschnitts begegnet; dass, wenn f der Gegenpunct von mithin 
A^f gleich AF ist, dor Kegelschnitt in Bezug auf die beiden Brennpuncte 
Fy F^ hyperbolische, dagegen in Bezug auf die beiden Brennpuncte Fy / 
elliptische Eigenschaften hat, d. h., dass fiir jeden Peripheriepunct I des 
Kegelschnitts sowohl der’Unterschied der beiden Bogen IF^ — IA\ als auch 
die Summe der beiden Bogen IF'Arlf constant ist, namlich ersterer gleicJi 
"2, AG gleich GG^y und letztere gleich Gg; dass endlich die Tangente B [C 
den Winkel FIF^ der Leitstrahlen halbirt, und dass uberhaupt das Ver- 
faliren, an einen spharischen Kegelschnitt eino Tangente zu legen, dem- 
jenigon bei den ebonen Kegelschnittcn ganz und gar analog ist. 

' Die beiden Hauptkreise ACA^ und ABA^ kann man wegen der Ueber- 
oinstimmung ihrer hier angegebenen, auf den spharischen Kegelschnitt 
sich beziehenden Eigenschaft nait der analogen Eigenschaft, welche di(^ 


'^) Ebenso findet die Eigenschaft zwoierKreise in dor Ebeno, welcho wir ihro gomein- 
schaftliclio Potenz genannt haben (Seite 32), anf analogc Weise bei zwoi Kroisoii 
auf dor Kugel statt. 
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Asymptoten einer Hyperbel besitzen (No. 11, II), spharische Asymptoten 
des spharischen Kegelsclinitts nennen’^). 


*) Wir fiigen hier kiirz noch folgende Resultate hinzu, die mit den obigen Satzen im 
Zusammenhange sind, aber ausser dem Zwecke dieser Abhandlung liegen. 

I. „Die Polarfigur eines spharischen Kegelschnitts ist ebenfalls ein spharischer 
Kegelschnitt, d. h., zieht man in einem Peripheriepunct 1 des gegebenen spharischen 
Kegelschnitts die spharische Normale-/^ und nimmt IK gleich einem Quadranten, so 
ist der Ort des Punctes K ebenfalls die Peripherie eines bestimmten Kegelschnitts, und 
zwar ist IK zugleich auch die spharische Normale auf denselben im Puncte K. Ferner 
haben die beiden spharischen Kegelschnitte folgende Beziehungen zu einander: Wenn 
sie beide als spharische Ellipsen angesehen werden, so haben sie denselben Mittelpunct 
/S, ihre spharischen Axen liegen in denselben Hauptkreisen .d/SAi, und zwar liegt 

die kleine Axe der einen spharischen Ellipse mit der grossen Axe der anderen im gleichen 
Hauptkreise, und die Summe zweier solcher zusammen gehoriger Axen ist einem halben 
Hauptkreise gleich; und endlich sind die Brennpuncte des einen spharischen Kegel- 
schnitts die Pole der Asymptoten des anderen.^^ 

Aus diesem Satze folgt, mit anderen Worten ausgesprochen, der folgende: 

IL jjFallt man aus einem beliebigen Puncte Ki Lothe auf die Ebenen, welche 
einen gegebenen Kegel K zwoiten Grades beriihren, so liegen alle Lothe zusammen in 
einer anderen Kegolfliiche AT, desselben Grades. Sind 2a und 2& der grosste und kleinste 
Winkel am Scheitel des Kegels K (die Axen-Winkel), und 2ai, 2bi dasselbe fur den 
Kegel j^i, so ist 

2 a ~j- 2hi '=^2ai“\-2h = 2 R, 

und sowohl die beiden Axen- Wink el 2 a, 2 als 26, 2ai liegen in einer und derselben 
Ebene. Werden diese beiden Axen-Ebenen zu Coordinaten-Ebenen genommen, so ist 
die Gleichung des Kegels AT, wenn dessen Scheitel K der Anfangspunct ist, 

und die Gleichung des Kegels ATj, wenn dessen Scheitel K^ zum Anfangspunct genommen 
wird, ist 

~.3 2;2 

y t ^ ^ ic 

tg‘^a ‘ tg 26 tg^atg^J 

Aus dem bekannten Satze {Correspondance sur V€cole polytechnique Tom, I, p. 179): 
„dass der Ort der Durchschnittslinie zweier Ebenen, die zu einander senkrecht sind und 
die durch die Schenkel eines fixen Winkels gehon, eine Kegelflache zweiten Grades ist, 
die den fixen Winkel zum kleinen Axen-Winkel hat;“ oder mit anderen Worten: „dass 
der Ort der Scheitel aller spharischen Dreiecke fiber derselben Grundlinie, deren Winkel 
am Scheitel fechte sind, ein • spharischer Kegelschnitt ist, welcher die Grundlinie zur 
kleinen elliptischen Axe hat“, folgt nach (I) folgender Satz: 

III. „Dass alle Quadranten, wie z. B. BC (Fig. 17), die man zwischen zwei ge- 
gebenen und fixen halben Hauptkreisen ABAi^ ACAi ziehen kann, zusammen Yon 
einem bestimmten spharischen Kegelschnitt GIhgH beruhrt werden;“ oder mit anderen 
Worten: „dass alle mdgliche Ebenen, von denen jede durch einen gegebenen Punct K 
in der Durchschnittslinie zweier gegebenen fixen Ebenen geht und diese so schneidet, 
dass die beiden Durchschnittslinien einen rechten Winkel bilden, zusammen einen be- 
stimmten Kegel K zweiten Grades berfihren, dessen Scheitel in dem genannten Puncte K 
liegt, und welcher zugleich auch die beiden fixen Ebenen beruhrt.^' 
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14. 

Aus diesen angedcuteten Satzen und Eigenscliaften (No. 13) ergeben 
si oh die Auflosungen vieler spliarischen Aufgabcn, z. B. dor folgendeii: 

1. Aufgabe. 5 ,Ein gegebenes spliarisches Dreiock iu ciii gloich- 
oijxicnkligos zu verwandclu, welches mit ihm den Winkcl an der Spitzc 
gcmein hat.“ 

Die Auflosung ergiebt sich aus (No. 13, I). 

n. Aufgabe. „Ein gegebenes spliarisches Dreieck in ein andercs zu 
verwandelii, welches mit ihm den Wiiikel an der Spitze gemein hat, und 
dessen Grundliiiie durch oinen gegebenen Buiict geht.^*^ 

Die Auflosung dieser Aufgabe griiiidet sich auf (No. 13, 11) and ist 
ganz und gar analog mit derjenigen in (No. 12, 11), so dass letztere fiir 
die gegcnwartige Aufgabe wortlich ubertragen werden kann. 

III. Aufgabe. „Ein gegebenes spharisches Dreieck durch oinen Ilaupt- 
kreis, der von eincrn auf der Kugel gegebenen Puncte ausgeht, in zwei 
gleiche Theile zu tlieilen.^*' 

Die Auflosung dieser Aufgabe ist ganz und gar analog mit derjenigen 
iu (No. 12, III), nur dass beim spharischen Dreieck die llauptkreisc, 
welclic dasselbe von seinen Winkeln aus halbiren, nicht durch die Mitten 
dor gegenuberliogenden Seiten gehon wie beim goradlinigen Drciock, son- 
dorn nach (No. 9, I) construirt werden mussen. 

IV. Aufgabe. 5 ,Von einem gegebenen spharischen Dreieck durch 
oinen llauptkreis, der durch oinen gogelienen Piinct geht, ein Stiick abzii- 
schneiden, welches mit einem anderen gegebenen spharischen Dreieck glci- 
clien Elacheninhalt hat.^^ 

Diese Aufgabe lasst sich vermdgc (No. 8, Vll) auf (11) zuriick- 
fulii'cn. 

V. Aufgabe. „Ein gegebenes spharisches Viereck durch einen llaupt- 
krois, dor durch einen gegebenen Punct geht, in zwei gleiche Theile zu 
theilen.^^ 

Die Auflosung dieser Aufgabe ist ganz und gar analog mit derjenigen 
in (No. 12, V). 

U. s. w. 


15. 

Es mogen hier noch folgende zwei Aufgabcn nebst oinigen Berner- 
kungen, die mit (No. 13) in Boziehung stehen, ihren Platz linden. 

„Wenn auf der Kugel zwei llauptkreisc ABA^^ ACA^ (Fig. 17) 
und irgend ein Punct I gegeben sind, so soli man denjonigen 
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Bogen J5/C finden, erstens, fiir welchen 16 gleich oder zweitens, 
fiir welclien das spharische Dreieck ^5(7 e in Minimum oder das 
spharische Dreieck A^BC ein Maximum ist/^ 

Ein und derselbe Bogen erfullt zugleich die Forderungen beider Auf- 
gaben. Angenommen, es sei Bogen AldA^I. Man nehme IN gleicli 
I A, mache Winkel INC gleich lAB und ziehe aus dem Durcbsclmitt 
C der Bogen NC und A G den Bogen CIB^ so geniigt dieser beiden Auf- 
gaben zugleich. Denn die beiden spharischen Dreiecke AIB und NIC 
sind vermoge der gleichen Seiten A I und NI und der daran liegenden 
gleichen Winkel congruent, und daher ist IB gleich IC. Dass ferner 
jedes andere Dreieck, wie z. B. AB^^C^^ grosser ist als das spharische 
Dreieck A 5 6; folgt eben so leicht. Denn die beiden spharischen Dreiecke 
IBB^ und ICG^ sind vermoge der gleichen Seiten IB und IC und der 
daran liegenden gleichen Winkel congruent. Nun aber ist oiffenbar das 
spharische Dreieck ICC^^ IGC^^ also auch das spharische Dreieck 
ICC^Z> IBB^^ undfolglich auch das spharische A AB^C^^ A ABC. 

Bemerkt man ferner, dass der gefundene Bogen nach (No. 13, II) 
in seiner Mitte I von einem bestimmten spharischen Kegelschnitt beriihrt 
wird, welcher die gegebenen Hauptkreise ABA^ und ACA^ zu Asymptoten 
hat, so folgt: „Dass die vorliegende Auflosung zugleich lehrt, wie man 
durch Construction in einem gegebenen Puncte I an einen spharischen 
Kegelschnitt eine Tangente B C legen kann , wenn nur die beiden 
Asymptoten desselben gegeben sind.“ „Dass sofort ferner auch die den 
Kegelschnitt im Scheitel G bertihrende Tangente BE, mithin auch dieser 
Scheitel selbst, so wie endlich auch die Brennpuncte oder / durch 

blosse Construction zu finden sind (No. 13).^^ U. s. w. Dieses alles findet 
bekanntlich auf analoge Weise bei der Hyperbel in Hinsicht ihrer 
Asymptoten statt. 

Zum Schlusse kann uoch bemerkt werden, dass sich aus dem Obigen 
der nachstehende bekannte Satz {Legendrej VII. Buch, 26. Satz): 

„dass namlich von alien spharischen Dreiecken mit zwei gegebenen 
Seiten dasjenige das grosste sei, in welchem der Winkel zwischen 
den gegebenen Seiten so gross ist als die Summe der beiden 
iibrigen WinkeV^ 

sehr leicht beweisen lasse. Denn es seien AB und AC (Fig. 3) die ge- 
gebenen Seiten.* Man nehme AB als fixe Grundlinie an, beschreibe mit 
A (7 aus M einen Kreis A und denke sich ferner durch die Gegenpuncte 
B^ der Endpuncte der Grundlinie den Kreis M gelegt, der den Kreis A in 
C beriihrt, so ist, wie aus dem Obigen leicht folgt, das Dreieck ABC 
das grosstmogliche mit den gegebenen Seiten AB und AC. Da ferner 
der Beriihrungspunct C mit den Polen der beiden genannten Kreise A^ M 
in einem Hauptkreise liegt, so fallt also im gegenwartigen Falle der Pol 



120 Verwandlung und Theilung spharischer Eigiiren durch Construction. 
M in den Hauptkrcis ACA^^ und daher hat man (No. 4) 

= a^-+-Cy 


und da 


so folgt 




a = 


w. z. b. w. 

Berlin, im Marz 1827. 
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Auflosung einer geometrisclien Aufgabe aiis 
Gergonne’s Amiales de Matkem. t. XVll. p. 284. 

Aufgabe. „Quelle est Tellipse la plus approchante du cercle que 
Ton puisse circonscrire a un quadrilatke donne?^^ 

Auflosung. 1. Durcli vier in einer Ebene liegende Puncte konnen 
nur dann Ellipsen gelegt werden, wenn jeder derselben ausserbalb des 
Dreiecks liegt, welches durch die drei iibrigen bestimmt wird. 

2. Alle Kegelschnitte, welche durch die namlichen vier Puncte gehen, 
haben zusammen ein System conjugirter Durchmesser, welche mit einander 
parallel sind. 

3. Von alien Paaren conjugirter Durchmesser einer Ellipse bilden die 
beiden gleichen unter sich den kleinsten Winkel, und 

4. Die Ellipse kommt dem Kreise um so naher, je mehr sich das 
Verhaltniss ihrer Axen der Einheit, oder je mehr sich der Winkel ihrer 
gleichen conjugirten Durchmesser dem rechten Winkel nahert, weil nam- 
lich, wenn a der von den genannten Durchmessern eingeschlossene Winkel 
imd h die Axen der Ellipse sind, 



5. Daraus folgt, „dass die gesuchte Ellipse diejenige ist, 
deren gloicho conjugirte Durchmesser zu dem System der pa- 
rallelen Durchmesser (2) gehoren." Denn bei jeder anderen Ellipse, 
bei welcher die beiden conjugirten Durchmesser, die zu dem Parallelsystem 
gehoren, nicht gleich sind, bilden die beiden gleichen conjugirten Durch- 
messer einen kleineren Winkel als jene (3), und folglich weicht die Ellipse 
mehr vom Kreise ab (4) als die genannte. 

Wir fiigen bei dieser Gelegenheit zu dem hier angefulmten bekannten 
Satze liber die parallelen conjugirten Durchmesser noch folgende Zusiitze 
hinzu: 
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Alle Kegelschiiitte, welclie durch vier gegebene Puncte gelien, haben 
cin System conjugirter Durchmesser, die parallel sind, und ikro Mittel- 
puncte liegen in der Peripherie eines andoren bestimmten Kegelsclmitts /i. 
Dieses ist bekannt. 

Da nun, wenn die vier Puncte die in (1) angegobene Lagc haben, 
unter der Schaar Kegelschnitte, welchc durch dioselbcn gehen, sich immer 
zwei Parabeln befinden, und da ferner bei dor Parabcl von irgond zwci 
conjugirten Durchmessern immer der eine mit der Axe parallel ist, so iblgt, 
dass die Axen der beiden genannten Parabeln mit den, zu dem Parallel- 
system gehorigen conjugirten Durchmessern parallel sind; und da der Mittel- 
punct der Parabel unendlich weit entfernt ist, so folgt ferner, dass dor 
genannte Kegelschnitt , A" nothwendig eine Hyperbel ist, doren Asymptoten 
mit den Axen der beiden Parabeln pai'allel sein miissen. Daher folgt: 

„Dass alle Kegelschnitte, die durch vier gegebene Puhete 
gehen, welchc die in (1) angegobene Lage haben, ein Bystem 
conjugirter Durchmesser haben, die parallel sind, und dass Hire 
Mittelpuncte in einer bestimmten Hyperbel liegen, doren Asymp- 
toten ebenfalls mit jenen conjugirten Durchmessern parallel sind.“ 
Berlin, im Mai 1827. 
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Aufgaben und Lehrsatze, 

erstere aufzulosen, letztere zu beweisen. 


1. Aufgabe. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einancler in 
einem Puncte schneiden, so soil man durch denselben eine Gerade so 
zieben, dass, wenn A, S, C ihre iibrigen Durchsclinitte mit den Kreisen 
sind, die Abschnitte AB^ BG der Geraden ein gegebenes Verlialtniss zu 
einander haben. 

2. Aufgabe. Wenn im Raume vier beliebige Kugeln einander in 
einem Puncte schneiden, so soli man durch denselben eine Gerade so ziehen, 
dass, wenn A, B^ C, D die Puncte sind, in welchen sie den Kugelflachen 
ausserdem begegnet, ihre Abschnitte -AS;, BCy CD gegebene Verhaltnisse 
zu einander haben. 

3. Aufgabe. Wenn ein gegebenes (irregulares) Vieleck (9^Eck) so 
beschaffen ist, dass sowohl in als um dasselbe ein Kreis beschrieben 
werdezi kann, so soil man zwischen den Radien R) der beiden Ki'eise 
und dem Abstande (a) ihrer Mittelpuncte von einander eine Gleichung 
finden. Fiir das Dreieck ist diese zuerst von Euler gefundene Gleichung 
bekanntlich 


= R^—2rR. 

4. Aufgabe. Wenn in einer Ebene zwei beliebige in einander 
liegende Kreise solche Lage zu einander haben, dass man zwischen den- 
selben eine Reihe von Kreisen so beschreiben kann, dass jeder jene 
beiden Kreise, und dass sie einander der Reihe nach beriihren, so soil 
man zwischen den Radien jener beiden Kreise und dem Abstande ihrer 
Mittelpuncte von einander eine Gleichung fmden. (Man sehe S. 43.) 



128 


Aufgaben und Lehrsatze. 


5. Aufgabe. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebeneii 
geradlinigen Dreiecka kann einer der Brennpuncte eines Kegelsclinitts sein, 
der alle drei Seiten des Dreiecks beriihrt. Man soli nun untersuclien, 
welche Lage der Puuct in Bezieliung auf das Dreieck haben iniissc, damit 
der Kegelschnitt entweder Parabel, oder Ellipse, oder flyperbel sei? 

6. Aufgabe. Fallt man aus irgend einem Puncte P der Peripherie des 
um ein gegebenes Dreieck bescliriebenen Kreises Lotlie auf die Seiten des 
Dreiecks, so liegen bekanntlich die Fusspuncte dieser drei Ijotlie allemal 
in irgend einer Geraden G. Man soli nun denjenigen Punct P linden, 
fiir welchen die ihni zugehdrige Gerade G init einer gegebenen Geraden 
parallel ist. 

7. Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise so^vohl die 
Winkel zwisclien den Diagonalcn als auch die Winkel, welche die gegen- 
ii borliegenden Seiten cinschliessen, s o s in cl v o n den G G e r a d e n , vv e 1 c ii e 
diese Winkel halbircn, drei und drei paralloL 

8. Lehrsatz.* Vior beliebige Geraden in einer Ebene bildon, zu drei 
und drei genommen, vior Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke sclineiden 
die drei Lethe aus den Spitzon auf die gegenuborliegenden Seiten einandcr 
in einem Puncte, und diese vier Puncte liegen allemal in einer 
Geraden. 

9. Lehrsatz. Vier beliebige Puncte in der Peripherie eines gege- 
benen Kreises bestimmen, zu droicn genommen, vier Dreiecke. Die vier 
Puncte, in welchen die Lotlie aus den Spitzon dieser vier l)roieck(^ auf 
die gegeniibeiiiegenden Seiten einancler schneiden, liegen allemal in 
dor Peripherie eines Kreises, wclclier dem gegebenen Kreise 
gleicli ist. 

10. Lehrsatz. Fallt man aus den Ecken eines boliebigen (irrcgularen) 
Tetraeders auf die gegonuberliegenden Seitenebenen Lotho, so schiKuden 
diese vier Lothe einander im Allgemeinen nicht. Schneiden sich aljor, 
in einem besonderen Fallo, irgend zwei dersolben, so schneiden alh^ vier 
einander in einem und demselben Puncte. Im Allgemeinen al)er hal)en 
die gonamiten vier Lothe die merkwiirdige Eigenschalt, dass jede Gerade, 
welche durch irgend drei derselbon geht, auch das vierte schneidet, d. h., 
dass durch jeden boliebigen Punct, den man in einem der vier Lothe an- 
nimmt, allemal oine Gerade so gelegt werden kann, dass sic die drei 
iibrigen Lothe schneidet. 

11. Lehrsatz. Vior dor Grosso und Lage nacli gegebone Kugeln 
konnen im Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln beriihrt werden; 
gehen sic aber durch unendliche Vergrosserung in vier Ebonon fiber , die 
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ein Tetraeder (beliebige dreiseitige Pyi'amide) bilden, so bleiben von jenen 
16 Kugeln, im Allgemeinen, nur noch 8 librig, d. h., es giebt im Allge- 
meinen 8 Kugeln , von denen jede die vier Seitenflachen eines gegebenen 
Tetraeders beriihrt. Von diesen 8 Kugeln ist a) eino dem Tetraeder ein- 
geschrieben ; b) von vier anderen beriilirt jede die Aussenseite einer Seiten- 
dache und die Verlangerungen der drei iibrigen; und 6*) jede der drei 
ubrigen Kugeln beriihrt alle Seitenflachen in ihrer Yerlangerung und zwar 
zwei Seitenflachen auf ihrer Aussenseite. 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel {a) durch Ry die Radien 
der Kugeln (Z>), nach der Ordnung ihrer Grosse, durch JSg, R^^ 
wo luimlich der letzte der grosste ist, und die Radien der Kugeln (c), 
nach der Ordnung ihrer Grosse, durch jR^, so hat man zwischen 
diesen Radien unter anderen folgende inerkwurdige Relationen: 



. Sind von den Seitenflachen des Tetraeders drei zu einander sent- 
recht, so hat man z. B. auch noch folgende Gleichungen: 


(IV) 

(V) 


1 ^ 1 1 1 

R^ — R R^-^-R^ R^-\-Rq R^-{-R^ ’ 

— - — = j 1 — 

jRjR^ -^2-^6 ^3-^5 


12. Lehrsatz. Beschreibt man in einen beliebigen dreikantigen 
Korperwinkel eine Reihe Kugeln, von denen jede. die drei Seitenflachen 
desselben beriihrt, und die einander der Ordnung nach beriihren, so bilden 
die Radien dieser Kugeln, ihrer Grosse nach, eine geometrische Pro- 
gression. Sind z. B. a, b, c die Winkel, welche die Kanten des Kiirper- 
winkels mit einander bilden, und setzt man die Radien zweier nach ein- 
ander folgender Kugeln R^ und R^, und zur Abkiirzung 

= 25 , 

so ist der Exponent der genannten Progression 

sin(s — a)sin(s — b)(s — c) \ ^ 

sins I 

sin(s — a)(s — b')(s — c) 
sins 
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Oder sind A, B, C die drei Flaohenwinkel des Korperwinkels, imd 
setzt man zur Abkurznnff 


so ist 


A+B-hC = 2S, 


(H) 


R, 


i 

■/ 


— COS cos (/S — A) cos (S — B) (S - 
4:COs^-lAcos‘‘^^Bcos'‘^lX' 


-C) 


l-j- 


-cos/Scos(/S — ^) cos(aS — i?)cos(>S — 6’) 


4 cos ^ -J- cos ^ cos 6' 



Geometrische Lehrsatze. 

Crelle’s Journal Band H. S. 190—198. 

Hierzu Taf. XVII Fig. 1 — 6. 




Geometrisclie Lehrsatze. 

1. Lehrsatz. Wenn auf einer Kugelflaclie drci beliebige Kreise ge- 
geben sind, so giebt os im Allgemeinen 8 Puncte von der Art, dass aus 
jedem von ihnen die stereograpiiischen Projectionen dor drei Kreise 
einander gleich sind. 

2. Lehrs atz. Wenn in einer Ebene vier beliebige Kreise gegeben 
sind, so kann im Allgemeinen eine Kugel so gelegt werdcn, dass, wenn 
man die vier Kreise nach der s tereogr aphis chen Projection auf dieselbe 
projicirt, alle Projectionen einander gleich sind. 

3. Lehrs atz. Des Pappus „alter‘‘ Satz (S. 47) findet auf analoge 

Weise auf der Kugelflache Statt, namlich, wenn (Fig. 1) zwei be- 

liebige Spharenkreise sind, die einander in B beriihren, und man beschrcibt 
h'gend zwei andere Kreise von denen jeder jene beiden beriihrt,. 

und die einander beriihren, so ist, wenn man aus den Polen m, auf 
den Hauptkreis B MM ^ , der durch die Pole geht, spharische Lothe 

Pj p^ fallt und die spharischen Radien der Kreise 7n, durch be- 
zeichnet, allemal 

I 2, 

sin^j sinr 

4. Lehrs atz. Wenn irgend ein spharisches Dreieck ABC (Fig. 2) 

gegeben ist, und man zieht aus semen Winkeln durch irgend einen Punct 
P Hauptkreise (grosste Kreise) BPB^^ CPC^^ welche die gegen- 

iiberliegenden Seiten in den Puncten A^^ B^, treffen, so hat man, wenn 
M der Pol und R der Radius des um das gegebene Dreieck beschriebenen 
Kreises ist, 

sinPJ^^ sinPPj sin cos ATP 

sin^Alj sinPPi sinCPj cosP 

Soli daher die Summe der drei Quotienten zur Linken constant bleiben, 
so ist der Ort des Punctes P die Peripherie eines Kreises, der mit dem 
genannten umschriebenen Kreise parallel ist. 
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5. Lehrsatz. Die Leitlinien aller ParabeJn, von denen jede die drei 
Seiten eines Dreiecks beriikrt, schneiden einander in einem und demselben 
Puncte, nnd zwar in dem namlicben Puncte, in welchem die aus den Win- 
keln des Dreiecks auf die gegeniiber liegenden Seiten gefallteii Lothe ein- 
ander schneiden. 

6. Lehrs a tz. Beriihrt irgend eine Parabel die drei Seiten eines 
gleichseitigen Dreiecks, so treffen die drei Geraden aus den Ecken des 
Dreiecks nach den Beriihrangspuncten der gegeniiber liegenden Seiten ein- 
ander ina Brennpimcte der Parabel. 

7. Lehrsatz. Berhhrt von zwei beliebigen Kegelschnitten jeder die 
drei Seiten eines gegebenen Dreiecks, so liegen die sechs Beriihrungspuncte 
inuner in irgend einem diitten Kegelschnitt. 

8. Lehrsatz. a) Beriihrt irgend eine Flache zweiten Grades die 
sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlangerungen, so 
schneiden die drei Geraden, welche durch die Beriihrungspuncte der gegen- 
ilberliegenden Kanten gehen, einander allemal in einem Puncte; und um- 
gekehrt. 

b) Beriihrt von zwei beliebigen Flachen zweiten Grades jede die 
sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlangerungen, so 
liegen die zwblf Beriihrungspuncte allemal in irgend einer dritton Fliicho 
desselben Grades. 

9. Lehrsatz. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebenen 

Dreiecks ABC (Fig. 3) kann einer der Brennpuncte eines Kegelsohnitts 
sein, welcher die drei Seiten des Dreiecks, oder ihre Verlangerungen, bo- 
riihrt, und zwar ist der Kegelschnitt entweder a) eine Parabel, oder b) eine 
Ellipse, oder <?) eine Hyperbel, je nachdem der genannte Pimct entweder 
a) in der Peripherie des um das Dreieck beschriebenen Kreises, oder 
h) in einem der vier Eaume jEj, E^^ oder^c) in einem der sechs 
Eaume Lfj, liegt. (Siehe S. 128, Aufg. 5.) 

Wenn im Falle (p) der gegebene Brennpunct z. B. in dem Eaume 
liegt, so liegt der andere Brennpunct in dem entsprechenden Eaume 

u. s. w. 

10. Lehrsatz. 1) Wenn in einer Ebene zwei gerade Linien Gr (Pig. 4) 
einander schneiden, so giebt es zwei andere Geraden die ihre Winkel 
halbiren. 

2) Sind drei Geraden G (Fig. 5) gegeben, so wird jede derselben von 
den zwei Geraden welche (nach 1) zu den beiden iibrigen gehoren, in 
zwei Puncten geschnitten. Zusammen giebt es also sechs solcher Durch- 
schnittspuncte, und von diesen sechs Puncten liegen vier Mai drei in 
einer Geraden G^- 
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3) Sind vier Geraden G gegeben, so wird jede derselben von den vier 
Geraden welche zu den drei nbrigeii gehoren (2), in vier Puncten ge- 
schnitten. Soldier Pnncte hat man also zusammen sechzehn, und von diesen 
sechzehn Puncten liegen acht Mai vier in einer Geraden G^, 

4) Sind fiinf Geraden G gegeben, so wird jede derselben von den acht 

Geraden G ^ , welche zu den vier ubrigen gehbren (3), in acht Puncten go- 
schnitten; das sind ztisammen vierzig Puncte, und von diesen vierzig 
Puncten liegen sechzehn Mai fiinf in einer Geraden; u. s. w. TJeberhaupt 
bei n gegebenen Geraden G wird jede von den 2”-^ Geraden welche 

zu den n — 1 ubrigen gehoren, in 2^"“^ Puncten geschnitten, welches zu- 
sammen ^.2”"“^ Puncte ausmacht, und von diesen Puncten liegen 2’^”^Mal 
n in einer Geraden Gn-i^ 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von einem weit allgemeineren 
Satze. 

11. Lehrsatz. Wenn in einer Ebene zwei beliebige Kreise K, 

(Fig. 6) gegeben sind, so giebt es eine Schaar unzMig vieler anderer 
Kreise m, . . ., von denen jeder jene beiden auf die namliche 

Art beruhrt, und die Mittelpuncte dieser Schaar Kreise liegen in irgend 
einem Kegelschnitt. Dreht man jeden Kreis der genannten Schaar um 
einen seiner Durclimesser, so erhalt man eine Schaar Kugeln 
^ 3 , . . und dann giebt es eine zweite Kugelschaar M, Ifg, . . ., 

von denen jede alle Kugeln der ersten Schaar beruhrt, .und deren Mittel- 
puncte ebenfalls in einem Kegelschnitte liegen; und zwar steht die Ebene 
des letzteren Kegelschnitts auf der gegebenen Ebene senkrecht, und sclinei- 
det sie in der Geraden KK^\ auch haben die beiden Kegelschnitte solche 
Beziehung zu einander, dass die Brennpuncte eines jeden derselben init 
den Hauptscheiteln des anderen zusammenfallen, dass daher nothwendig 
entweder beide Kegelschnitte congruente Parabeln sind, oder dass der eine 
eine Ellipse und der andere eine Hyperbel ist. 

Nimmt man nun unter der ersten Kugelschaar eine Reihe Kugeln 
TTij Wj, Wg, . . . an, welche einander der Ordnung nach beriihren, so 
findet, wie auf S. 43 bewiesen wurde, wenn die Reihe commensurabel 
ist, d. h., nach einem oder nach mehreren Umlaufen in sich zuriickkehrt, 
dasselbe allemal Statt, an welcher beliebigen Stelle man auch das erste 
Glied m der Reihe annehmen mag. 

Es findet nun das merkwiirdige Gesetz Statt: „dass, wenn in der 
ersten Kugelschaar eine commensurable Reihe m, Wg, ... 

moglichist, allemal auch in der zweiten Kugelschaar eine com- 
mensurable Reihe ikT, ilfj, Jbfg, • • • vorhanden ist^S und zwar 
sind beide Reihen dem folgenden hochst sonderbaren gemeinschaftlichen 
Gesetz unterworfen: 
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„Bezeichnet man die Zatil der Umlanfe der ersten Reihe 
durch % und die Zahl ihrer Glieder (Kugeln) durcli ferner 
die Zahl der Umlaufe] und Glieder der zweiten Reihe durch U 
und Nj so ist allemal 


JL IL — 

n N 


Dies ist einer der merkwiirdigsten geometrischen Satze. 

Ein specieller Fall dieses Satzes steht auf S. 59, wo namlich 
n — 3, ^7=1 und N= 6 
ist. 
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Zwei polygonometrische Satze. 

I. Lelirsatz. „Zieht man aus einem in der Ebene eines ge- 
gebenen Vielecks beliebig angenommenen Puncte P nach den 
Seiten des Vielecks Gerade, die respective mit gegebenen Gera- 
den parallel sind, so ist, wenn der Flacheninhalt desjenigen Viel- 
ecks, dessen Scheitel in den Fusspuncten jener Geraden liegen, 
(und welches, somit dem gegebenen Vieleck eingeschrieben ist), 
constant bleiben soli, der Ort des Punctes P die Peripherie eines 
bestimmten Kegelschnitts. Die Form dieses Kegelschnitts und 
die Lage seines Mittelpunctes bleiben unverandort, wenn auch der 
Inhalt des eingeschriebenen Vielecks kleiner oder grosser ange- 
nommen wird, d. h. durch Veranderung dieses Inhalts entstehen 
ahnliche, ahnlichliegende und concentrische Kegelsohnitte.“ 

Beweis. Es sei z. B. das Vieleck ABODE (Fig. 1) gegeben. Aus 
einem beliebigen Puncte P ziehe man in den gegebenen Richtungen nach 
den Seiten des Vielecks die Geraden PA^^ PCj, ... oder 

..., deren Fusspuncte ein dem gegebenen eingeschriebenes Vieleck 
A^B^C^D^E^ bestimmen. 

Da z. B. der Inhalt des Dreiecks C^PD^ gieich sina, so hat man, 
wenn man den Inhalt des Vielecks A^Bfi^D^E^ durch bezeiclmet, 

(1) 2/^ = CjdjSina-f“<ij<gjSinp+^iajSinY-4-<3&i&iSin6-f-5i(?iSine. 

Es seien nun ferner x, die Coordinaten des Punctes P^ in Bezug 
auf belie bige, zu einander senkrechte Coordinaten- Axen OY, OXj und 
Pj, y^, Sj, Sj seien die Winkel, welche die Geraden 5^, ... mit 
den respectiven Seiten des gegebenen Vielecks einschliessen, so wie a^, 

Y 2 , ... die Winkel, welche die Abscissen-Axe OX mit den namlichen Seiten 
bildet, und endlich seien h, Cj dj e die aus dem Anfangspuncte 0 auf die 
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namlichen Seiton gefallten Lothe, so hat man bekanntlich 


(2) 


cosa^ 



a 

sinaj 
_ cosp2 


- , *tO~T 

smaj 

.*-4 

sinaj 

h 

sinpj 
_ cosy^ 

*2/" 

sinp, ^ 

sin^j 

G 

sinTi 


- 

siny. 

sinyi 


Werden diese Werthe in (1) substituirt, so kommt 




(3) 


/cosy„cos8„ . 

j --- J -g— —^ sma-f- 

\sin7^sinOj 

/ sin-fgSinS^ 

V sinYjSinSj 


cos S„ cose. . Q , 

— 2 




•sma- 


sma- 


sinSj sinsi 
sino^sine^ 




smojsmsj 

sinCSj+Sj) 




siny^sinSj 
( <icosY2-h*<?cosB3 
siny^ sinSj 
( t^sinyg-Hc'sinSg 


sinp-H-' 

‘Sinp-f-* 


+ 


- sma-h 




siny^ sinSj 
c'cMna <i<?sinp 


smaH- 


sin 
sin 
sin 

sm(p,+Y,) 
sinjBj sinx 
ccosp^+^cosy^ 
sinpj siny^ 

sinpjSinyi . 

c^asiny al^sin8 6<^sins 


cos 8. COST, . \ 

inpj siny^ / 
sin 8., SUIT, , \ 

’h‘) 

sins^ 
sins^ 


\ siny^sinOj smb^sinsj sms^sina^ 

Oder in einfacheren Zeichen 


H- 


smPiSmyj 


Diese Gleicliung giebt den Ort des Punctes wenn man als con- 
stant annimmt. Sie enthalt, wie man sielit, eine Curve der zweiten 
Ordnnng, wie im Lehrsatze behauptet wird. 

Da die Form dieser Curve (d. i. das Verbal tniss ilirer Axen) und die 
Lage ilires Mittelpunctes durch die Coefficienten Gy D, B allein be- 

stimmt werden, und von dem constanten Gliode F unabhangig sind, und 
da dieses Glied allein die Grosse enthalt, so foigt, dass die versohic- 
denen Curven, die entstehen, wenn man der Grosso nach und 
nach verschiedene Werthe giebt, alle einander iilinlich, ahnllch- 
liegend und concentrisch sind. 

Soli die Curve ein Kreis sein, so miissen sowohl die Coefficienten x\ 
und B einander gleich, als auch der Coefficient C gleich Null sein. Daher 
foigt: Wenn die Richtungen, nach welchen die genannten Gera- 
den 5^, cy, .. . aus dem Puncte P gezogen werden, alle bis auf 
zwei gegeben sind, so konnen diese beiden Richtungen immer 
so angenommen werden, dass alsdann die Ortscurve ein Kreis 
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wird.“ Denn diese beiden Richtungen werden durch die beiden 61 ei- 
chungen 

A = B nnd C =0 

gerade bestimmt. 

Sind die Geraden 5 ^, Cj, ... alle zu den respectiven Seiten des 
gegebenen Vielecks senkrecht, so ist die Curve allemal ein Kreis, was 
den folgenden speciellen Lehrsatz giebt. 

II. Lehrsatz. „Fallt man aus einem in der Ebene eines ge- 
gebenen Vielecks beliebig angenommenen Puncte P Lothe auf die 
Seiten desselben, so ist, wenn der Placheninlxalt des Vielecks, 
dessen Scheitel in den Fusspuncten der Lothe liegen, constant 
bleiben soil, der Ort des Punctes P die Peripherie eines be- 
stiinmten Kreises. Der Mittelpunct dieses Kreises ist ein be- 
stimmter fixer Punct, d. h. er bleibt derselbe, wenn auch der 
Inlialt des eingeschriebenen Vielecks kleiner oder grosser ange- 
nommen wird; er ist namlich der Mittelpunct (Schwerpunct) von 
Kraften, die in parallelen Richtungen auf die Ecken des gege- 
benen Vielecks wirken, und sich verhalten wie die Sinus der 
respectiven doppelten Winkel des Vielecks.^ 

Erster Beweis. Vermoge der neuen Bedingung sind z. B. in dem 
Viereck AC^PD^ die Winkel bei und rechte, daher ist auch A-hoc 
gleich zwei Rechten, und daher folgt, dass 

sina = sin-< 4 , 
sin^ = sinP, 
siny = sinC^ 



Und ferfler ist vermoge der neuen Bedingung 

(6) sina^ = sinp^ = siny^ = • • • = 1. 

Durch die Gleichungen ( 5 ) und (6) reducirt sich die obige Gleichung ( 3 ) 
auf folgende: 

27 j = 2 /^(cos 72 cos §2 sin - 4 + cos 83 cos £3 sin Ph [-COSP2COSY2 sinP) 

H- a ^ (sin Yg sin 83 sin -4 -h sin 83 sin Sg sin P H h sin Pg sin sin JS) 

— xy [sin(Y2 -j- 83 )sin^-j- sin(83--h e2)sinPH f- 

+y[(d(iOsy^A-ccos^^)smA-\ h(<?cosp 2 +&cos 72 )sinP] 

— ^[(<isinY2-f--csin82)sin-4H H(^?sinp2H-5sin72)sinP] 

+cisin- 4 +cZ 6 sinPH-^asinC-f-a 5 sinP+ 5 csinP, 





oder 

( 8 ) 
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Nun ist nach dem, was oben bemerkt worden, darzuthun, dass sowohl 
die Coefficienten und einander gleich sind, als auch dass der 
Coefficient gleich Null, also dass sowohl 

cos Y2 cos §2 sin-4 H- cos 83 cos sin B-i h cos Pg cos 73 sin E 

= sin^g sin 83 sin J.+sin82sine2 sin-Bn hsin^g sin^g sin 

Oder 

(I) cos(YgH-82)sin4.+cos(82-heg)sinjBH f-cos(P2+72)sinjB = 0, 

als auch 

(II) sin(724-82)sin-4+sin(82-l-re2)sin-BH hsin(p2H-72)sin£' = 0 

ist. 

Diese beiden Bedingungsgleichungen finden aber auch in der That 
statt. Denn, wenn man bemerkt, dass z. B., da =7g — 83, 
sin A = sinag = sin(72 — 83), 
so gehen die Ausdrucke (I) und (II) in folgende fiber: 

cos(72-|-82)sin(72— 82)+cos(82+e2)sm(82— S2)+*-‘+cos(P2+Y3)sin(j3g— 7g), 

sin(72+82)sin(72-82)+sm(82H-£2)sin(62-s2)H l-sin(p2+T2)sin(^-T2)- 

Und wird ferner bemerkt, dass nach bekannten trigonometrischen 
Formeln 

cos(m^~7^)sin(m — n) — ■|■sin2m — ■|>sin2?^ 
und 

sin(m4~^)sin(m — n) = sin^?7Z: — sin^7^, 
so verwandeln sich die vorstehenden Ausdrficke in folgende: 

^(sin2Y2 — sin282)+-^(sin2 82 — sin 2 £ 2 )H h-i-(sin2P2 — sin272), 

(sin^Yg — sin^82)-l-(sin^82 — sin®s2)H [-(sin^Pg — 

von denen, wie in die Augen fallt, jeder gleich Null ist, indem alle Glie- 
der derselben einander aufheben. Folglich ist, wie im LehrsgTtze be- 
hauptet wird, der Ort des Punctes P die Peripherie eines Kreises, 
wenn 1^ constant gesetzt wird. 

Dass der Mittelpunct dieses Kreises der im Lehrsatze angegebene 
Schwerpunct sei, soil durch den folgenden Beweis dargethan werden. 

Zweiter Beweis. Bezeichnet man den Flacheninhalt der Dreiecke 
ALjjDjBj und A^PB^ durch A und Aj, so hat man 

A = ^jD-4j . D-Bj. sinD und Aj = ^inD, 

Oder wem man bemerkt, dass 

D-4j =Pi).cosv und PPj =PI>.cosfx, 
aj = PD . sin V und b^ = PD . sin fr, 

so hat man 

A ==-i^Pi3^cosvcospLsmA A^ =-|-PP^sinvsinp.sinP, 
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und daher 

A — Aj = ■|•Pi)^(cosvcos[JL — sinvsinfx)smD 

= ^PD\cosDsmD = |•Pi)^sm2D. 

Da man auf gleiche Weise eine ahnliche Gleicliimg zwischen den 
Flacheninhalten der zusammengehorigen Dreiecke B^EC^ mid des- 

gleichen zwischen den Dreiecken C^AD^ und C^PD^^ u. s. w. findet, so 
hat man, wenn die Flacheninhalte der Vielecke ABODE und A^B^C^D^E^ 
durch I und 7^ hezeichnet werden, 

7_27,=KP■4lsin2^+PP^sin2P+PClsin2C-^PP^sm2P+PP^sin2P). 

Soil nun der Flacheninhalt (/J des eingeschriebenen Vielecks constant 
bleiben, so ist auch I — 27i constant, so dass also in diesem Falle die 
Summe der Producte, die entstehen, wenn man die Quadrate der Abstande 
des Punctes P von den Ecken des gegebenen Vielecks ABODE mit den 
Sinus der respectiven doppelten Winkel dieses Vielecks multiplicirt, gleich 
einer constanten Grosse, namlich gleich 4(7 — 27j) ist, woher denn, nach 
einem bekannten Satze {M. Hir^chy Sammlung geom. Aufg. Bd. II. S. 339) 
unmittelbar die Richtigkeit des obigen Lehrsatzes folgt. 

Der letztere Beweis ist, einige Abkiirzungen ausgenommen, derselbe, 
welchen wir zuerst S. 15 und 16 mitgetheilt haben. 
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Auflosung einer Aufgabe aus den Annalen der 
Mathematik von Herrn Gergonne. 


I. 

Im XVII. Bande der Annales de Maihematiques von Herrn G-ergonne 
beflndet sich S. 83 folgende Anfgabe: 

„Construire rigoureusement la droite qui conpe a la fois 
quatre droites donnees dansl’espace, non comprises deux 
a deux dans un ineme plan.“ 

Die naclifolgende Auflosung dieser Aufgabe erfordert einige Hulfssatze 
und Betrachtungen, die Mer tlieils entwickelt, tbeils nur angedeutet wer- 
den sollen. 


IL 

Folgende Satze sind leicht einzusehen: 

1) Durcli jeden gegebenen Punct ist eine einzige Gerade moglich, 
welche mit einer der Lage nacli gegebenen Geraden parallel ist. 

2) Alle- Geraden, welche eine gegebene Gerade schneiden und mit 
einer anderen gegebenen Geraden B parallel sind, liegen zusammen in 
einer Ebene, welche mit der letzteren Geraden parallel ist; oder durch 
eine gegebene Gerade A ist allemal eine einzige Ebene moglich, welche 
mit einer anderen gegebenen Geraden B parallel ist, vorausgesetzt, dass 
die beiden Geraden A, B nicht parallel sind. 

3) Sind im Raume irgend zwei Gerade A, B gegeben, so ist durch 
jede derselben eine Ebene moglich, welche mit der anderen parallel ist (2), 
und beide Ebenen sind daher mit einander parallel. 

4) Sind im Raume irgend zwei Gerade und ein Punct gegeben, so ist 
durch den Punct allemal eine und nur eine Ebene moglich, welche mit 
jeder der beiden Geraden parallel ist. 


10 
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in. 

5 , Sind im Raume irgend zwei Gerade A, B und irgend ein Panct P 
gegeben, so kann durcb den Punct allemal eine einzige dritte Gerade ge- 
legt werden, weicbe entwoder 1) jene beiden Geraden schneidet, Oder, bei 
einer besonderen Page des Punctes P, 2) die. eine schneidet und mit der 
anderen parallel ist.^'^ Denn man denke sich durch den Punct P und durcli 
jede der beiden Geraden insbesondere eine Ebene gelegt, so muss jede 
dritte Gerade, welche durch den Punct gehen und beide gegobene Geraden 
schneiden soil, in diesen beiden Ebenen zugleich liegen, daher giebt es 
nur eine einzige solche Gerade, namlich die Durchschnittslinie beider Ebenen. 
Liegt der gegebene Punct P entweder in derjenigen Ebene, welclio durch 
A geht und mit B parallel ist, oder in derjenigen, welche durch B geht 
und mit A parallel ist (II, 3), so lindet der Fall (2) des Satzos Statt, 
d. h. die dritte Gerade schneidet nur die eine gegebene Gerade und ist 
mit der anderen parallel. 


IV. 

jjSind im Raume irgend drei Gerade A^ C gegeben, so giebt es 
allemal eine und nur eine vierte Gerade 6^, welche zwei dersolben, z. B. 
Aj P, schneidet und mit der dritten C parallel ist.'^^ Denn man denke 
sich durch A eine Ebene, welche mit C parallel ist, und obonso durch B 
eine Ebene, welche mit G parallel ist, so ist die Durchschnittslinie beider 
Ebenen die einzig mogliche Gerade 6', welche die Geraden Ay B schneidet 
und mit der Geraden C parallel ist (II, 2). Man oi'halt daher die Gerad(». 
Gj, wenn man z. B. durch A eine Ebene legt, welche mit C parallel isi,, 
und alsdann durch den Punct by in welchem sie B schneidet, eine Gerade 
G, mit G parallel zieht. 


V. 

„Sind im Raume irgend drei Gerade Ay By 0 gegeben, (von denen 
Iceine zwei in einer Ebene liegen), so kann eine vierte Gerade A^ so be- 
wegt werden, dass sie stets alle drei sclmeidet, und dass sie nach und 
nach durch jeden beliebigen Punct geht, welchen man in einer derselbcn 
annimmt.“ Denn durch jeden beliebigen Punct c, welchen man z. B. in 
der Geraden C annimmt, kann nach (III) eine Gerade gelegt werden, 
welche die Geraden Ay By und mitliin alle drei Geraden Al, B, G schneidet. 
Und lasst man nun in der Vorstellung den Punct c in der Geraden G 
sich fortbewegen, so wird auch die Gerade A^ sich bewegen, so dass sie 
nach und nach langs der ganzen Geraden C fortgleitet. 

Oder um irgend eine Gerade A^ zu erhalteii, welche die drei gege- 
benen Geraden Ay By C schneidet, lege man z. B. durch G cine beliebige 
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Ebene, so wird diese die Geraden A, B m irgend zwei Puncten a, h 
schneiden, und die Gerade ah Mrd alsdann der Porderang geniigen, d. h. 
sie hat die Eigenschaft der verlangten Geraden A^, indem sie nothwendiger 
Weise aucli die Gerade C schneiden wii’d, weil sie mit ihr in der ge- 
nannten Ebene liegt. „Lasst man daher in der Vorstellung diese Ebene 
sich nm die Gerade C herumbe-wegen, so wird die Gerade ah oder A^ 
sich so bewegen, dass sie fortwalirend alle drei gegebene Geraden A, B, C 
schneidet, und dass die Durchsclmittspuncte a, h, c, in welchen sie die 
letzteren schneidet, langs diesen sich continuirlich fortbewegen." 

VI. 

Mit anderen Worten folgt daher: „dass die drei gegebenen Geraden 
A, Bj C von einer unzahligen Schaar anderer Geraden M,, B^, C\, D^, .. . 
geschnitten werden konnen, und dass von dieser Schaar keine zwei, so 
nahe sie auch immerhin auf einander folgen mogen, einander schneiden 
konnen, weil sie sonst, und folglich auch jene 3 Geraden mit ilinen, in 
einer Ebene liegen miissten." 

Fixirt man irgend drei Gerade aus der genannten Schaar, z. B. die 
drei Geraden A^, B^, C^, und nimmt sie als drei gegebene Geraden an, 
so folgt also, dass dieselben nioht allein von den drei Geraden A, B, C, 
sondern vielmehr von einer zweiten Schaar unzahliger Geraden A, B, C, 
D, . . . geschnitten werden konnen. 

Es liegen aber bekanntlich die beiden Schaaren von Geraden zusammen 
in einer Flache der zweiten Ordnung, namlich im einfachen Hyperboloid*); 
und ferner schneiden nicht nur die drei Geraden A, B, C alle Geraden 
der Schaar A^, jB,, C^, i)„ ..., sondern jede Gerade der einen Schaar 
schneidet jede Gerade der anderen Schaar, so dass also auch z. B. die' 
Gerade D nothwendig die Gerade schneidet oder mit ihr parallel ist*"^). 
Das heisst: 

„Wenn im Kaume di’ei beliebige Geraden A, B, C von irgend drei 
anderen Geraden A„ B„ G, geschnitten werden, so beschreibt diejenige 
Gerade, welche sich durch die drei ersteren fortbewegt (V), die namliche 
Fliiche zweiter Ordnung als diejenige Gerade, welche sich durch die drei 
letzteren bewegt, und diese Flache ist das einfache Hyperboloid. Und 
ferner: „Von den beiden Schaaren Gerader, die in einer solchen Flache 
liegen, konnen von denen, welche zu der namlichen Schaar gehoren, keine 
zwei einander schneiden; dagegen aber schneidet jede Gerade der einen 
Schaar jede Gerade der anderen Schaar, ausgenommen eine einzige, mit 
welcher sie parallel ist.“ 


» *) Band I. Seite 340 von OreUe's Joui'nal. 
**) Seite 342 ebendaselbst. 
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Bewegt sich namlich die Gerade durch die drei Geraden 
so wird sie irgend einmal eine solche Lage haben, dass sie mit A parallel 
ist, namlich in demjenigen besonderen Falle, wo ihr Durclischnittspunct 
mit A unendlich weit entfernt ist, eine Lage von welche nach (IV) 
gefunden wird. Daher folgt: 

„Dass mit jeder Geraden aus einer der beiden genannten 
Schaaren eine Gerade aus der anderen Schaar parallel ist.^^ 

Es seien die Geraden A und A^ parallel, so schneidet alsdann A^ jede 
der iibrigen Geraden B, C, D, der ersten Schaar (VI), und die Ebenen 
durch Aj^ und By A^ und Cy A^ und D u. s. w. sind alsdann sammtlich 
mit A parallel. Da aber durch jede der Geraden By Cy Dy .. . insbesondere 
nur eine mit A paraUele Ebene mdglich ist (II, 2), so folgt also umgekehrt: 

„Dass alle Ebenen, welche man durch beliebige Geraden By 
Cy By ..., die in einem einfachen Hyperboloid liegen, und die 
zu der namlichen Schaar gehoren, mit einer Geraden Ay die zu 
derselben Schaar gehdrt, parallel legt, einander in einer Gera- 
den A^ schneiden, welche zu der zweiten Schaar gehdrt, und 
welche mit jener abgesonderten Geraden A der ersten Schaar 
parallel ist.^^ 

Ueberhaupt geht jede Ebene, welche durch irgend eine Gerade aus 
einer der beiden Schaaren geht, nothwendiger Weise auch durch eine 
Gerade der anderen Schaar. Denn geht z. B. eine Ebene durch Ay so 
wird sie die Geraden By C in irgend zwei Puncten by c schneiden; als- 
dann schneidet die Gerade bo alle drei Geraden Ay By C (V), gehort also 
zu der zweiten Schaar und liegt in der genannten Ebene. Also: „Jede 
Ebene , welche das einfache Hyperboloid in einer Geraden schneidet, 
schneidet dasselbe noch in einer zweiten Geraden, und beide Geraden ge- 
horen nothwendiger Weise verschiedenen Schaaren an*).“ 

*) Wir fugen hier beilaufig folgende Bemerkungen Mnzu: 

1, Legt man durch A eine Ebene parallel mit 5, durch B eine Ebene parallel 
mit G und durch C eine Ebene parallel mit -4, und nimmt diese drei Ebenen als 
Coordinaten-Ebenen an, so ist die Gleichung des genannten Hyperboloids H 
{x—a){y — h){z—~e) = xyz, 

welche, wenn 

a = 2a, 6==2p, c = 2y 

gesetzt wird, auf die Form 

(a: — a)(y — P)(«— r) = (® + a)(^ + P)(2 + r) 

gebracht werden kann, in welcher Gestalt sie die Gleichung der genannten Fliichc ist, 
wenn ihr Mittelpunct der Anfangspunct der Coordinaten ist, und diese letzteren mit 
irgend drei .Geraden A, B, Gy welche in der Flache liegen und der namlichen Schaar 
Geraden angehoren, parallel sind. Aus dieser Gleichung leitet man leicht die von Bine t 
gegebene Gleichung ab (Crelle’s Journal Band!. S. 347). 
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Durch irgend drei im Raume gegcbene Gerade A, By Cy welche nicht 
mit einer Ebene parallel sind, ist denmacli allemal ein einfaches Hyper- 
boloid bestimmt, d. L es giebt allemal eine und nur eine solche Flacbe, 
in welcher die drei Geraden liegen. Her Mittelpunct dieser Flacbe wird. 


2. Wiihlt man die Axen des Hyperboloids zu Coordinaten-Axen, so ist seine Glei- 
chung bekanntlich 

(a) — a^b’^z^ = — a^b^c^. 

Bezieht sich folgende Gleichung 
((3) — = 0 

anf das namliche Coordinaten-System, so ist letztere die Gleichung eines Kegels (zweiter 
Ordnung), welcher mit jener Fliiche (a) einerlei Mittelpunct hat und ihr Asymptoten- 
Kegel ist. 

Legt man nun eine Ebene so,.dass sie den Kegel (P) in irgend einer Kante, wolche 
K heissen mag, beriihrt, so findet man, dass diese Ebene allemal die Flache (a) in irgend 
zwei Geraden, z. B. in A, Ai schneidet, welche unter sich und mit der genannten Kante 
K parallel sind, und dass letztere in der Mitte zwischen jenen beiden Geraden liegt. 
Eolglich ist jede Gerade, welche sich in der Flache (a) befindet, mit irgend einer Kante 
des Kegels (P) parallel, und umgekehrt. Demnach folgen nachstehende Satze: 

I. „Alle Geraden, welche in der Flache eines einfachen Hyperboloids liegen, sind 
mit den Kanten eines bestimmten Kegels zweiter Ordnung parallel, d. h. zieht man 
durch einen beliebigen Punct P mit jeder Geraden, welche in der Flache eines gege- 
benen einfachen Hyperboloids liegt, eine Parallele, so liegen alle diese Parallelen zu- 
sammen in einer bestimmten Kegelflache zweiter Ordnung.“ Oder: 

II. „Sind im Raume irgend drei Gerade A, R, C gegeben, und eine vierte Gerade 
Ai, welche dieselben schneidet, bewegt sich auf jede mogliche Weise, ohne jedoch einen 
Augenblick aufzuhoren, jene drei zu schneiden, so ist sie stets mit irgend einer Kante 
eines bestimmten Kegels parallel; oder bewegt sich eine andere Gerade aj, welche fort- 
wahrend durch irgend einen fixen Punct P geht, so, dass sie stets mit der Geraden Aj 
parallel ist, so beschreibt sie eine bestimmte Kegelflache zweiter Ordnung, welche den 
Punct P zum Mittelpuncte (Scheitel) hat.“ 

HI. „Sind im Raume irgend zwei Gerade A, B nebst einem beliebigen Kegel P 
zweiter Ordnung gegeben, so liegen alle moglichen Geraden Aj , , . . . , yon denen 

jede jene beiden Geraden schneidet, und mit irgend einer Kante des Kegels P parallel 
ist, zusammen in einem bestimmten einfachen Hyperboloid; oder bewegt sich eine Gerade 
Ai so, dass sie stets mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwahrend 
die beiden Geraden A, B schneidet, so beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid.^ 

lY. „Sind irgend zwei Kegelschnitte A, P, welche in irgend einer Flache zweiter 
Ordnung liegen, nebst einem beliebigen Kegel P derselben Ordnung gegeben, und be- 
wegt sich eine Gerade Ai so, dass sie stets mit irgend einer Kante des Kegels P parallel 
ist und fortwahrend durch die Peripherien der beiden Kegelschnitte A, B geht, so be- 
schreibt sie ein einfaches Hyperboloid.“ 

Ist der genannte Kegel ein gerader Kegel, so ist das Hyperboloid dasjenige, welches 
durch Umdrehung erzeugt werden kann; und tritt an die Stelle des Kegels eine oder 
zwei Ebenen, so wird das genannte einfache Hyperboloid durch das hyperbolische 
Paraboloid vertreten. 
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wie sich leicht beweisen lasst, und wie z. B. Hachette im ersten Bande 
von Crelle's Journal bewiesen hat, auf folgende Weise gefunden: 

1) „Man suche diejenigen drei Geraden 6\, welche respective 

mit den gegebenen Geraden A, C parallel sind und respective die 
beiden iibrigen B und A und Q A und B schneiden (IV), und lege 
alsdann durch je zwei Parallelen, also durch A und A^^^ B und C 
und eine Ebene, so ist der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen der 
gesuchte MittelpunctJ^ 

Oder man erhalt daher diesen Mittelpunct am einfachsten, wie folgt: 

2) „Durch eine der drei gegebenen Geraden, z. B. durch A^ lege man 
eine Ebene parallel mit welche die C in irgend einem Puncte c schnei- 
den wird; ferner lege man durch A eine Ebene parallel mit C, welche die 
B in irgend einem Puncte b schneiden wird, so ist alsdann die Mitte M 
derjenigen Geraden 6c, welche die beiden genannten Puncte verbindet, der 
verlangte Mittelpunct. 


IX. 

Nach diesen vorlaufigen Betrachtungen wollen wir uns nun zu der 
obigen Aufgabe (I) wenden. Sie verlangt namlich: 

„Diejenige Gerade in aller Strenge zu construiren, welche 
vier gegebene Geraden, von denen keine zwei in einer Ebene 
liegen, sammtlich schneidet." 

Die vier gegebenen Geraden sollen A, By Cy D heissen. 

Werden zunachst nur die drei Geraden Ay By C beriicksichtigt, so 
liegen diese in einem bestimmten einfachen Hyperboloid (VIII), welches 
H heissen mag, und es giebt eine Schaar von Geraden A^, B^^ 6',, i)i, 
von welchen jede jede drei Geraden schneidet und in dor Flachc H liegt (VI). 
Die gesuchte Gerade befindet sich daher nothwendiger Weise in dieser 
Schaar, namlich sie ist diejenige, welche durch einen derjenigen Puncte 
geht, in welchen die vierte gegebene Gerade D das Hyperboloid H 
schneidet. Kennt man demnach einen solchen Durchschnittspunct, so 
ist auch die gesuchte Gerade als gefunden zu betrachten, weil durch irgend 
einen Punct der Flache H nur eine einzige zu der Schaar A^^ C,, 

Dj, ... gehorige Gerade moglich ist. Daher giebt cs so vide Geraden, 
welche der Aufgabe Geniige leisten, als es Puncte giebt, in welchen die 
Gerade D und das Hyperboloid H einander schneiden, mithin im Allge- 
meinen zwei. 


X. 

Die Durchschnittspuncte der Geraden D mit der Flache H und her- 
nach die gesuchte Gerade findet man iiunmehr auf folgende Weise: 
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1) Man snclie nach (VIII) den Mittelpunct des genannten Hyper- 
boloids Hy in welchera namlicli die drei Geraden A, B, C liegen; er 
heisse M (Fig. 1). 

2) Durch die Gerade A lege man eine Ebene E parallel init D, 
welclie die Geraden C in irgend zwei Puncten c und das Hyper- 
boloid in den beiden Geraden A und be schneiden wird (VII). Der Durch- 
scbnittspunct der beiden Geraden A, he heisse a. 

3) Durch die Gerade D lege man eine Ebene parallel mit Aj 
welche namlich die .Ebene der Figur ist, so sind die zwei Ebenen E, E^ 
mit einander parallel (II, 3); sie schneiden folglich das Hyperboloid H in 
ahnlichen und ahnlich liegenden Kegelschnitten, deren Mittelpuncte m 
mit dem Mittelpuncte M dieser Flache in einer Geraden liegen. Nun be- 
steht der Schnitt der Ebene E aus den beiden Geraden A, be, welche als 
eine Hyperbel anzusehen sind, deren Mittelpunct a ist. Daher wird auch 
der Schnitt der anderen Ebene E^ eine Hyperbel h sein, deren Asymptoten 
mdy md^ mit den Geraden A^ he parallel sind, und deren Mittelpunct m 
mit den Puncten M in einer Geraden liegt. 

4) Legt man daher durch den Punct M zwei Ebenen, die eine durch 
die Gerade A und die andere durch die Gerade be^ so schneiden die- 
selben die Ebene E^ in den Asymptoten md, md^ der genannten Hyperbel h. 
Sind ferner e^ die Dmxhschnittspuncte der Ebene und der Geraden 
By Cy SO liegen dieselben nothwendiger Weise in der Peripherie der 
genannten Hyperbel Ji. Demnach kennt man die Asymptoten mdy md^ 
und zwei Puncte b^y der genannten Hyperbel hy und es handelt sich 
nunmehr darum, diejenigen beiden Puncte a, p zu linden, in welchen die- 
selbe von der Geraden D geschnitten wird. 

5) Zieht man zu diesem Endzweck, z. B. durch den Punct b^ die 
Gerade pg' parallel mit D, d. i. mit dd^y so ist nach einer bekannten 
Eigenschaft der Hyperbel 

pb^,b^q = da.ad^ = 

Um hicrnach die gesuchten Puncte a, p zu linden, beschreibe man um 
dd^ als Dm'chmesser don Kreis p,, d. i. , trage in diesen die 

Sehne gleich pq ein und nehme pfi., glcich pb^y so ist vermoge der 
Potenz des Kreises 

pAAii = AA^,- 

Man nehme daher ferner 

jjta = [xp = , 

so sind a, p die beiden gesuchten Puncte, in welchen die Gerade D die 
Hyperbel ’ und folglich auch das Hyperboloid H schneidet. 
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6) Legt man nun endlich durch jeden der beiden Puncte a, p eine 
Gerade A^, welcbe z. B. die beiden Geraden A, B schneidet (III), 
so wild jede derselben nothwendiger Weise auch die Gerade C sclineiden, 
und somit der vorgelegten Aufgabe Geniige thun. 

Ware die Gerade dd^ kleiner als pq, so miisste man in (5) urn 
den Durchmesser pq, anstatt dd„ einen Kreis bescbreiben, mid als- 
dann fande man durch eine Miche Construction die beiden gesucliten 
Puncte a, p. 



Vorgelegte Lehrsatze. 

Cre lie’s Journal Band II. S. 287 — 292. 

Hierzu Taf. XIX Big- 1 und 2. 




Vorgelegte Lehrsatze. 

1. Lehrsatz. „Sind irgend zwei in einer Ebene liegencle Drei- 
ecke so bescliaffen, class, wenn aus den Ecken des einen auf die 
Seiten des anderen, in irgend einer Ordnung genommen, Lothe 
gefallt werden, diese drei Lothe einander in irgend einemPuncte 
treffen, so treffen auch diejenigen drei Lothe, welche in ent- 
sprechender Ordnung aus den Ecken dos zweiten Dreiecks auf 
die Seiten des ersteren gefallt werden, einander alleinal in ir- 
gend einein Puncte/^ Oder: 

I) „Fallt man aus einem willkurlichen Puncte D (Fig. 1) in der Ebene 

eines Dreiecks ABC auf die Seiten des letzteren Lothe Da^ Dh^ Dc^ 
nimmt in diesen Lothen drei beliebige Puncte c als Ecken eines 

anderen Dreiecks ahc an, und fallt auf dessen Seiten aus den Ecken des 
gegebenen Dreiecks, in gehoriger Ordnung genommen, Lothe Acl^ Bd^ 
Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte dA Und 
ferner: 

II) „Nimmt man ahnlicherweise ein drittes Dreieck an, dessen 

Ecken in den namlichen drei ersteren Lothen liegen, so wird demselben 
auf gleiche Weise ein Punct entsprechen (I), und es liegen alsdann die 
drei Durchschnittspuncte der drei Paare entsprechender Seiten des zweiten 
und dritten Dreiecks, d. h. die Durchschnittspuncte a, p, y der Seiten- 
paare he und ca und ah und afi^^ allemal in irgend einer Ge- 
raden apY; 

III) diese Gerade ist allemal zu derjenigen Geraden dd^^ welche 
durch die beiden genannten Puncte d^ d^ geht, senkrecht.“ 

2. Lehrsatz. „Haben irgend zwei spharische Dreiecke, die 
in einerlei Kugelflache liegen, solche gegenseitige Lage, dass, 
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wenn man aus den Ecken des einen auf die Seiten des anderen, 
in irgend einer Ordnung genommen, Lothe fallt, diese Lothe 
einander in einem Puncte treffen, so treffen allemal auch. die- 
jenigen drei Lothe, welclie man in entsprechender Ordnung 
aus den Ecken des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersteren 
fallt, einander in irgend einem Puncte.“ Oder: 

I) „Fallt man aus einem willkiirlichen Puncte D der Kugelflache 
auf die Seiten BC^ CA^ AB eines gegebenen spharischen Dreiecks ABC 
spharische Lothe Da^ Dh^ Dc, nimmt in diesen Lothen drei beliebige 
Puncte a, 5, c als Ecken eines zweiten sphmschen Dreiecks abc an 
und fallt auf dessen Seiten hc^ ca^ ah aus den Ecken des ersteren 
Dreiecks, in gehoriger Ordnung genommen, spharische Lothe Ad^ Bd^ 
Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte Und 
ferner: 

n) „Einem dritten spharischen Dreieck dessen Ecken in den 

namlichen drei ersteren Lothen Daa^^ Dcc^ angenommen werden, 

wird ahnlicherweise ein Punct d^ entsprechen, und die drei Durchschnitts- 
puncte a, p, Y der drei einander entsprechenden Seiten -Paare, namlich 
der Seiten-Paare be und b^c^^ ca und ah und aj)^ des zweiten 

und dritten Dreiecks liegen alsdann allemal in irgend einem Hauptkreise 
apy; und 

III) dieser Hauptkreis a^y steht aUemal auf demjenigen Haupt- 
kreise dd^^ welcher durch die beiden genannten Puncte d^ d^ geht, senk- 
recht/^ 

3. Lehrsatz. „Haben irgend zwei (irregulare) Tetraeder solche 
gegenseitige Lage, dass, wenn aus den Ecken des einen auf die 
Seitenebenen des anderen, in irgend einer Ordnung genommen, 
Lothe gefallt werden, diese vier Lothe einander in einem Puncte 
treffen, so treffen allemal auch diejenigen vier Lothe, welche 
man in entsprechender Ordnung aus den Ecken des zweiten 
Tetraeders auf die Seitenebenen des ersteren fallt, einander 
in irgend einem Puncte.^^ Oder: 

I) „Ffflt man aus einem willkiirlich angenommenen Puncte E auf 
die Seitenebenen BCD, GDA^ DAB^ ABC eines gegebenen Tetraeders 
ABCD Lothe Ea^ Eb^ Ecj Ed, nimmt in diesen Lothen vier beliebige 
Puncte a, d als Ecken eines zweiten Tetraeders abed an, und fallt 
auf dessen Seitenebenen bed, eda, dab, abe aus den Ecken A, B, C, D 
des ersteren Tetraeders Lothe Ae, Be, Ce, Be, so treffen diese einander 
allemal in irgend einem Puncte Und ferner: 

H) 5 , Nimmt man in den vier ersteren Lothen ahnlicherweise vier 
andere Puncte a^, <?j, d^ als Ecken eines dritten Tetraeders an, so 
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wird diesem in gleicher Beziehung ein Punct entsprechen; und es liegen 
alsdann die vier Durchschnittslinien a, p, 7 , S der vier Paare einander 
entsprechender Seitenebenen des zweiten und dritten Tetraeders, namlich 
die Durchsclmittslinien der vier Paare Seitenebenen bed und b^e^d^^ eda 
und G^d^a^^ dab und abc und a'^b^c^^ allemal in irgend einer Ebene 

und 

in) diese Ebene steht allemal auf derjenigen Geraden 

welcbe durch die beiden genannten Puncte geht, senkrecht." 

4. Lehrsatz. „Es sei irgend ein unregelmassiges Vieleck so be- 
schaffen, dass sowoH ein Kreis in, als ein anderer Kreis um dasselbe 
beschrieben werden kann. Werden die Radien der Kreise durch r, R 
und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch a bezeichnet, so 
hat man 

I) fiir ein Dreieck (siehe 3. Aufgabe, S. 127), 

j ^2 — ^2 _ 

II) fur ein Viereck 

( 1 ) (R’^-^ay = 2TXR^~^ay 

Oder 

(2) (iJ- 4 -^H-a)(-R~l-^'* — a)(R — ^’H-a)(jR — r — a) — 

III) fiir ein Fiinfeck 

r(R — a) = (i?+c&)'|/(ii — r--\-d)(R — r — a)+(i2H“<^)l/^ — ^ — a)2R, 

IV) fiir ein Sechseck 

?>(R}—ay = 4:r\R^+ayR^^ay+l&r^a^R\ 

V) fiir ein Achteck 

Qr\{R^^ay-r\R^+ay\(R^~\-ay{R^~ay+4.r^a^^^^ 

= \_(R^—ay—A:r^a^Ry^^ 

5. Lehrsatz. Wenn irgend ein spharisches Viereck so beschaffen 
ist, dass sowohl ein Kreis in, als ein anderer Kreis um dasselbe be- 
schrieben werden kann, so hat man, wenn die spharischen Radien der 
beiden Kreise durch r, R und der spharische Abstand ihrer Pole von 
einander durch a bezeichnet werden, folgende Gleichung: 

(1) [cos^(rH-a) — cos^i?][cos^(^ — a) — cos^i 2 ] = sin^rcos^iZ, 

Oder, 

( 2 ) sm(R+r-\-’a) sin(i 2 H-T — a) sm(i? — r-H-a) sin(i? — r — «)= sin"^^’ cos^^ R, 


') Siehe S, 3, No. 2. 
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6. Lehrsatz. Man stelle sich ini Raume eine Ebene AB (Fig. 2) 
nnd irgend eine Kugel m Tor. Der Radius dieser Kugel soil durch r 
und das Loth mA aus ihrem Mittelpuncte auf die Ebene durch h be- 
zeiclinet werden. Ferner sei irgend eine Kugel, welche die Ebene und 
jene Kugel ausserlich beriihrt, so sind alsdann unendlich viele Kugeln 
denkbar, welche die Ebene und die beiden Kugeln m, zugleich bc- 
ruhren, wie z. B. die Kugeln p-, Man denke sich nun eine Reihe 

solcher Kugeln welche einander der Ordnung nacli be- 

rtihren, und deren Anfangsglied an beliebiger Stelle angenominen ist, 
so ist es mdglich, dass, wenn diese Reihe im Ring herum fortgesetzt 
wird, bis man zu dem Anfangsgliede zuriickkommt, die letzte Kugel 
nicht nur die vorletzte, sondern zugleich auch die erste fXj beriihrt; und 
zwar hangt dieses Eintreffen lediglich von dem Verhaltniss der beiden 
Grossen h zn einander und durchaus nicht von dor Grosso und Lage 
der Kugel noch von der Lage des Anfangsgliodes jx^ der Reihe ab. 
Namlich die erste Kugel jXj der gcnannten Reihe wird allomal von 


I) 

der dritten 

fXg beriihrt, 

wenn h = 5/*, 

11) 

- vierten 

1^4 

Ji = 

in) 

- fiinften 

P'5 

_ = 0, 

IV) 

- sechsten 

Pg 


V) 

- ’ achten 

Ps 

. = 0, 


u. s, w. 


7. Lehrsatz. „Wenn von irgend vier Kugeln je zwoi einander 
ausserlich beriihren, so giebt es allemal zwei bestimmte andere Kugeln 
m, M, von denen jede jene vier beriihrt, und zwar beriilirt entwedor 
a) jede dieselben ausserlich, odor (5) die cine beriilirt diesclbcii ausserlicli 
und die andere einschliessend, Werden die Radieii dieser beiden Kugeln 
m, M durch r, iJ, und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch 
a bezeichnet, so hat man allemal 


(«) 


Oder 


(p) 



8. Lehrsatz. „Sind R die Radi en und a der Abstand der Mittcl- 
puncte zweier in einander liegender Kugeln w, und findet zwischon 
jenen drei Grossen die Gleichung 

Statt, so lassen sich in dem Raume zwisehen den beiden Kugelflachen 
auf willkiirliche Weise 6 andere Kugeln so beschreiben, dass jede 4 der 
iibrigen und zugleich jene beiden Kugeln m, M beriihrt: d. h. denkt man 
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sich an irgend einer Stelle in dem genannten Zwischenraum eine Kngel 
jjL, wolche die Kugeln M beriihrt, so lassen sicli um dieselbe herum 
auf willkiirliche Weise vier andere Kugeln legen, die ein- 

ander der Ordnung nach beruhren, und von denen jede die drei ersteren 
Kugeln Why My beriilirt, und alsdann ist allemal nocb eine andere Kugel 
[Xg moglich, welche die sechs Kugeln m. My (x,^, (Xg, fx^, jx^ beriihrt/^ 

9. Lehrsatz. „Ist auf einer Kugelflaclie eine beliebige Anzalil 
willkurlich liegender Puncte Ay By Cy . , , gegeben, und soli auf der- 
selben ein anderer Punct P so bestimmt werden, dass, wenn man die 
Cosinus der Hauptkreisbogen APy BPy CPy . . . , welche diesen Punct 
mit jenen Puncten verbinden, respective mit gegebenen Zahlen ay by Cy . 
multiplicirt, die Summe dieser Producte einer gegebenen Grosse K gleicli 
sei, also dass 

a cos cos -BP-i-c cos CPh — = K 

sei, so ist der Ort des Punctes P allemal die Peripherie irgend eines 
Kreises. Wird die Grosse K kleiner oder grosser angenommen, wahrend 
die Puncte Ay By Cy ^ fix und die Zahlen a, by Cy . . . constant bleiben, 
so bleibt auch der Pol des Ortskreises unveranderlich , d. h. die verschie- 
denen Ortskreise, die dadurch entstehen, sind alsdann alle mit einander 
parallel/^ 

10. Lehrsatz. „Ist im Raume irgend eine Anzahl n beliebiger 

Puncte gegeben, und ordnet man dieselben auf willkiirliche Weise, zieht 
sodann aus dem ersten nach dem zweiten die Gerade A; aus der Mitte der 
Geraden A nach dem dritten Puncte die Gerade P; aus dem Puncte, welcher 
von der Geraden By von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel 
abschneidet, nach dem vierten Puncte die Gerade C; aus dem Puncte, wel- 
cher von G das erste Viertel abschneidet, nach dem funffcen Puncte die 
Gerade B; aus dem Puncte, welcher von I) das erste Funftel abschneidet, 
nach dem sechsten Puncte die Gerade E u. s. w.; multiplicirt hierauf die 
Quadrate der genannten Geraden nach der Ordnung mit den Briichen 

1 2 3 4 5 n—\ 

2’3’4’5’6’’‘’ 
so hat die Summe aller dieser Producte, namlich die Summe 



allemal einerlei Grosse, in welcher beliebigen Ordnung man auch die ge- 
gebenen Puncte auf einander folgen lasst.“ 

11. Lehrsatz. „Sind ay by Cy d die Seiten und e, f die Diagonalen 
eines spharischen Vierecks, und ist g derjenige Hauptkreisbogen, welcher 
die Mitten der beiden Diagonalen verbindet, so ist allemal 

coS(»H-cos5h-cosc*+-cos<^ = 4cos-|-<5cos^/cos^.‘^ 

Steiner’s Werke. 1. 11 
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(Beim geradlinigen Viereck hat man bekanntlich die entsprechende 
Gleichung 

12. Lehrs atz. 5 ,Sind im Ranme irgend zwei fixe Gerade gegeben, 
und lasst man zwei Ebenen, welche zu einander senkrecht sind, sicli so 
bewegen, dass jede fortwahrend durch eine jener Geraden geht, so be-- 
schreibt die Durchschnittslinie der beiden Ebenen ein einfaches Hyper- 
boloid, in welchem zugleich auch jene beiden Geraden liegen, und wel- 
ches von jeder Ebene, die zu einer dieser Geraden senkrecht ist, 
in einem Kreise geschnitten wird.“ 



Bemerkungen zu einer Aiifgabe in Crelle’s 
' Journal Band III. S. 197—198. 

Crelle’s Journal Band IE. S. 201— 204. 

Hiorzu Taf. XX Fig. 1. 


11 * 




Bemerkuiigen zu einer Aufgabe in Orelle’s 
Journal Band III. 8.197 — 198. 

lleiT Clausen behandelt in Giselle ' Journal Band III. S. 197 — 198 
folgendc Aufgabe: 

1) „In einom Dreieck ABC (Fig. 1) sei 

AF^h,AB, BB = k,BC, GE:=^h,GA, 
man soli den Inhalt der verschiedenen, durch die Durclischnitte der Linien 
AJD^ BE, CF entstandenen Dreiecke (und Vierecke) fmden^^ 

Diese Aufgabe gehort zu einer Abtheilung von Elemontar-Aufgaben, 
welclie die Pestalozzfs>Q]xQ> Schule wegen mancherlei padagogisclier Vorziige 
selir in Betracht zog, und die besonders der Director der Gewerbschule 
zu Berlin, Herr Kloeden, sehr ausgebildet hat und bei seinem Unter- 
richt mit dem besten Erfolg ausiibt. Nach dieser Elementariibung wird 
die obige Aufgabe olme Hulfe trigonometrischer Functionen gelost; auch 
kann sie allgemeiner gestellt werden, so dass die obige nur als ein ein- 
zelner Fall erscheint, namlich wie folgt: 

2) „Es seien die Seiten des gegebenen Dreiecks ABC (Fig. 1) auf 
irgend eine Weise getheilt, z. B. so, dass 

AF=^a,AB; BD = ^.BG; CE=^'^,CA, 
man soli den Flacheninhalt eines jeden der sieben Stiicke angeben, in 
welche das Dreieck durch die drei Geraden AD, BE, GF getheilt wird.“ 
1st die Gerade EG mit AB parallel, so ist 
■ CE:CA = EG:AF, 

also 

Ea = -(.AF^y-,r^BF, 

1 — a 

und da aus denselben Griinden 

EG :BF= ER: MB, 

so ist eben so 

EH = -i-^HB, 

1 — a 
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und daher 

EB^EE+HB'^ 


folglich 




1 — a-f-ay 


EH ^ «T 
EB 1 — aH-ay ’ 

und da die Dreiecke c und CEB sich wie ihre Grundlinien Ell, EB 
verhalten, so ist 

C == .,^^1 CEB. 

1 — a-f-ay 

Wird nun der Inhalt des gegebenen Dreiecks durcb A dargcstellt, ho ist 
CEB = y.A,. 

dahor wird 

(1) « = -( — hi — 

^ ^ 1 — a-hay 

und vermoge der Analogic hat man eben so 

ra ‘ 

“ 1— p-i-p. 

Da z. B. das Viereck 

d = AFC — c — 

so hat man ferner^ (weil Ati^Cgleicli a A), 

(4) d = a|^l 

desgleiclxen 


t' 

pa 

1 — ^oc-f-aY 

- l-pIfTpa. 


Tp 

1 — pH-pa 

1 — y+tP . 

P^ 

ttY 

1 — y-f-yP 

1 — a+ay , 


(6) / = ni- 1 -t+tP 

Endlich ist das Dreieck 

g = A-AFC—BDA—CEBA-aA-h-^c, 

dalicr wird 

I V 1— p+pa 1 — y+yP^I — rx-j-ajJ 

1 -Cl (1— P)« (1 — t)P V^ 

\ 1 — a-j-ay 1 — p+ajS 1 — y4”Py/ 

Schneiden die drei Geraden A By BEy CF einander in einom Pimcto, 
so ist ^ = 0, und fiir dicscn Fall hat man also die Bedingungsgleichung 

(8) (1— a}Y (1— P)« (1— 1 

1 — aH-ay 1 — — y-f-py ’ 
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Oder auch 

(9) ap-r = (l_a)(l-p)(l-T). 

3) Der angefuhrte Satz entspringt aus dem vorsteliendeii, wenn man 

“ = P = T 

setzt. Fiir diesen besonderen Fall hat man 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


a = b = ( 


1 — a+a 


A 


d== e=f 


. tt(l — g — g^) 


1 — aH-a^ 


A 


1 — 4a-l-4a^ 


1 — a-h-a^ 


A. 


((1), (2), (3)), 
((4), (5), (6)), 
( 7 ) 


4) Neulich wurden im XVIII. Bande der Annates de Mathematiques 
des Herrn Gergonne einige Aufgaben untersucht, welche den vorstehenden 
ahnlich sind, sich eben so leicht losen lassen, und aus denen icli die vor- 
ziiglichsten Resultate hierher setzen will. 

Wenn man namlich im Innern eines Dreiecks mit dessen Seiten drei 
Geraden parallel zieht*), so dass die Flache desselben in sieben Stiicke ge- 
theilt wird, namlijih in ein dem gegebenen ahnliches und ahnlich liegendes 
Dreieck A , in drei Parallelogramme a, b, c und in drei, diesen respective 
gegeniiberliegende Paralleltrapeze a, p, y, so findet Herr Valles folgende 
i^Gleichungen: 


(1) 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


p = 2(1/ATP— ■l/A)(l/A=H--l/A), 

\b = 2CI/A+T— yA)(l/A^-l/A), 

\g = 2(l/A^— ■|/A)(1/A+^ — l/A), 

'2aa — bc-h2]/2abcA, 

. 2Jp == ca-h2]/2abcA, 

2cy = ab+2y2abc Aj 

A(:]/~A^a^Y^)(f^^ = ]/2^, 

• a(l/A+^ — l/A) = 6(1/ATP — l/A) = <1/A+7 — y A , 

2aai — = 25p — ca = 2 cy — cbb. 


*) Zoge man drei Geraden, statt parallel mit den Seiten, so, dass sie die Seiten 
in irgencl gegebenen Verhaltnissen schnitten, so wiirde dieser Ball den gogenwartigen 
und den obigen als besondere Falle in sick enthalten und nach Art des letzteren leicht 
gelost werden konnen. 
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Setzt man A gleichO, d. h. mmmt man an, die drei Geraden iscliiieiden 
einander in einem Puncte, so hat man z. B. 

(6) a^==4pY; &^ = 47a; o^ = 4ap, 

(7) aba = Sap^- 

Wenn man ahulicher Wcise im Innern einer dreiseitigen Pyramide 
mxt deren Seitenflachen vier Ebenen parallel legt, so dass die Pyramide 
in 14 Theile getheilt wird, namlich 1) in cine der gegobeneii almliclie mid 
almlich liegende Pyramide p; 2) in vier Parallelepipeden 6, a, d; 3) in 
vier den letzteren respective gegeniiberliegcnde , mit ihren Gruiidllachen 
parallel abgestumpfte dreiseitige Pyramiden a, P, y, 3; imd endlich 4) in 
sechs abgestumpfte Parallelepipeden, welche riicksichtlich ihrcr Lage zwischen 
den Parallelepipeden (2) durcli [ah\ \ac\ {ad\ \hc\ [hd\ [6*J] bezciclinet 
werdcn sollen; so hat man 

j a = ectpTp — te C\/pT ^ — fo (fp-i-s — fe, 

f fiir by Gy d analog. 

(II) j [«^] = (fe+7 — te(fe+s — fp) (Vp-+-th- fe+s), 

( fiir [ac]y [acZ], . , . analog. 

fiir p, y, 8 analog. Danach findct man a, p, y, o. 

\2ah\cd] = cd{a-{-b)-\~-2y&a^b''^c^(Ppy 
fiir [ah\ [a 6*], . . . analog. 

3 3 3 3 3 3 3 

360/p+« ~ li^) (tp+P — Vi>) (Vj(>+3 — 

= y^&abcd. 

(VI) I ®(Vi^'+“~Vp)==^(Vp+P— Vp)=c(i/p+T— V p) 

( = d(^p-\-h — y f). 

(VII) ah\cd~\-\-cd\ab'\ = aG\bcT\-\'hd\a€] — ad[b(i\-{-bc[(td^. 

Setzt man p gleich 0, d. h. nimmt man an, die vier genannten Ebenen 

schneiden einander in einem Puncte, wodurch sich a, p, y, 8 in Pyramiden 
verwandeln, die der gegebenen ahnlich sind, so hat jnan z. B. 

(VIII) a^ = 216Py8; 5^ = 216ay8; c?^ = 216ap8; <^^ = 216apy. 

(IX) [a6] = 3(]/7~hyB)]/y8, fiir die iibrigen analog. 

(X) abad = 1296apy8. 

(XI) Qa^oL — bed; W^^ — acd; etc. 

(XII) a^cL — J^p = c^y = d^8. 






Bemerkungen zu einem Aufsatze in Orelle’s 
Journal Band III. 8. 199—200. 

Crelle’s Journal Band III. S. 205—206. 




Bemerkungen zu einem Aufsatze in Crelle’s 
Journal Band III. S. 199 — 200.^ 

Ein Ungenannter hat in Crelle'^ Journal Band III. S. 199 — 200 fol- 
genden Satz bewiesen: 

„Alle Elachen der zweiten Ordnung, welche durch sieben 
Eckpuncte eines von sechs Ebenen begrenzten achteckigen Kor- 
pers (Hexaedre-Octogone) gehen, gehen auch durch den achten Eck- 
punct dieses Korpers. 

Aus diesem Satze schliesst man folgenden analogen Satz, namlich: 

„Dass jede Flache zweiter Ordnung, welche sieben Seiten- 
fliichen eines von acht Ebenen begrenzten sechseckigen Korpers 
beriihrt, auch zugleich die achte Seitenflache beriihre. 

Denn nach eiher gewissen Regel, welche die franzosischen Geometer 
^^theorie des polaires reciproques^^ nennen, (von der ich an einem anderen 
Orte handeln werde), und nach welcher die Dualitat solcher Satze er- 
schlossen wird, folgt auch dieser Satz unmittelbar aus jenem. Der gegen- 
wartige kann aber auch ausserdem, wie folgt, aus jenem hergeleitet werden. 

In jeder Ecke des genannten Korpers stossen vier Seitenflachen zu- 
sammen. Die in irgend einer Ecke zusammenstossenden Seitenflachen 
sollen der Ordnung nach durch A^, A^^ und die ihnen gegen- 

tiberliegenden Seitenflachen dm'ch A^^ A^^ A^ bezeichnet werden. 
Die Ecken des Korpers lassen sich dadurch, mit Riicksicht auf die Seiten- 
flachen, die darin zusammenstossen, durch i?(1234), ^(1278), -£'(2358), 
j£(3465), jE'(4176), j£(5678) bezeichnen. Endlich sollen die Puncte, in 
welchen irgend eine Flache F zweiter Ordnung z. B. die sieben Seiten- 
flachen A^^ -^ 2 ? -^ 5 ? “^6? "^7 beriihrt, p^j p^^ p^^ p^^ p^-j p^-^ p^ 

heissen. 

Man weiss, dass die Beriihrungspuncte aller Ebenen, welche durch 
einen und denselben Punct gehen und eine Flache zweiter Ordnung be- 
riihren, auf die Peripherie eines Kegelschnitts beschrankt sind, und dass 
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umgekehrt alle Ebenen, deren BeriilirungspLiiicte mit einer Flaclie zweitcr 
Ordnung auf einen Kegelsclmitt bcscliriiiikt siad, eiiiander in cinem mid 
deiuHelbcn Pimcte sclineiden. 

Dalier folgt also, dass vcrmoge der Ecken JS'(1234), ^£'(3465), ^(4176), 
sowohl die vier Pmiote als p,, p^, p„ p,, als p„ p,, p^, p, 

in einer Ebene (in einem ebenen Schnitt dor Fiache F) liegen; iiud du- 
ller giebt es nacli dem oben erwahnten Satze noch einen bostiinmtcn 
acliten Punct p^, welclier ebenfalls in der Flaclie jP liegt, und zwar so, 
dass er sowohl mit den drei Puncten p^, p^, p^, als p^, p^, p^, als p^^, 
Pg, p^ in einem ebenen Schnitt der Flache liegt. Aus dem Letzteren 
folgt ferner nach dem vorstehenden HiLlfssatze, dass die in an die 
Flache F gelegte Beriihrungsebene sowohl durch den Durchschnittspunct 
der drei Ebenen als ^ 3 , Al^, als gehen muss, 

d. h. dass sie durch die Ecken J£(1278), A/(2358), i?(5678) gehen muss, 
folglich fallt sie mit der Seitenflache A^ zusammen, und folglich wird 
aucli diese Seitenflache A^ von der Flache F beriihrt, w. z. b. w. 

Ich erwahne bei dicser Gelegenheit noch folgender zwei interessanten 
Siitze, welche Herr BobilUer im XVIL Bande der mathematischcn Annul on 
des Herrn Gergonne dm-ch eine sehr einfache und geschickt gefuhrte 
Rechnung bewiesen hat, namlich: 

I. „Die Mittelpuncte aller Flachen zweiter Ordnung, welche 
sioben gegebene Ebenen beruhren, liegen in einer bestimmten 
Ebene.“ 

II. jjDie Mittelpuncte aller Flachen zweiter Ordnung, welche 
acht gegebene Ebenen beriiliron, liegen in einer bestimmten 
Gcraden.^^ 

In einer spateren Abhandlung desselben Verfassers (Bd. XVIII. S. 253) 
fliessen diese Satze als sehr specielle Falle aus allgemeinercn Satzen fiber 
algebraische Flachen aller Ordnungen. Den Untersuchungen des IJerrn 
BohilUei' geht ein Memoire von Herrn Gergonne, betitelt: ^RecherchoH mr 
quelques lois generales qui regissent les lignes et mrfaces algebriques da tom 
les ordres^‘ voran (Bd. XVIL S. 214 und 229). Diese Arboiten sind ihrer 
Allgomeinheit und Einfachheit wegen in Beziehung auf geschickte analy- 
tische Behandlung geometrischer Gegenstande von grossem lutercsse, und 
verdionen deshalb besondere Beriicksichtigmig. 



Vorgelegte Aufgaben und Lehrsatze. 

Orello’s Journal Band III. S. 207—212. 

Hierzu Taf. XX— XXI Pig. 1—7. 




Yorgelegte Aufgaben und Lehrsatze. 

1. Lehrsatz. Setzt man zur Abkiirzung 

so hat man fiir die Summe gleich hoher Potenzen der natiirlichen Zahlen 
folgende Ausdriicke*): 

M VI 12 VI ^3 V-+(w-l)Xw-l)2](,*-w+2)2»-2|i 

Litl — Ci 

+ 2^ [1 M M ''+1 M ^2 V -+(«-2)^(«-2)^(w-2) =](«-«.+3)®’-^li 

+ ' * * • • 

+i[(10”“V(l^)”-l(20'+(l^)”-\20V.-+(2y“'](.®-l)41i+l(l^)Vli; 

und 

][ 2m - f- 2_j_2®'^^"^-+-3^”"+'^4—..4- ^2 mH-2 _ 

9^4-1 r 1 * 1 

+ 2^1 ^ "+-+(w-l) V-1) '](*-w+2)2«-2| ' 



+g-[(lT-‘+(lT“t2^)V(l^)"“^(2")V-+(2T"‘](^-l)*'‘ 

'*■■) Der Herr Professor Schweins giebt in seiner Analysis elf verschiedene Summi- 
rungsweisen dieser Heihe; anch die vorliegende Snmmirungsweise gewinnt man nach 
der daselbst von dem genialen Verfasser angewandten sehr allgemeinen Summirungs- 
metbode. 
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Leitet man von den gegebenen Reihen (I) und (II) neue Suinmen- 
reihen ab, so hat man fiir die Summe der r*®" abgeleiteten Roiho: 



und 

I r^^in+2 



+~[(iT"yiT“^(20'+-+(2T~t^-ir^i^+^(i>^^ 

Die Grossen r sind als ganze positive Zahlen vorausgesetzt. 

2. Lehrs atz. „Zieht man in einem gegebenen Kreise Schnen, die 
sammtlich parallel sind, beschreibt hber jeder, als Durchmesser genommen, 
einen Kreis, so wird jeder von diesen Kreisen, (wozu auch der gegebene 
gehort), von einer bestimmten Ellipse eingeschlossen und in zwei Puncten 
beriihrt. Die Ellipse hat den mit den genannten Sehnen parallelen Durch- 
messer AB des gegebenen Kreises zur kleinen Axe, deren Quadrat gerade 
die Halfte des Quadrats der grossen Axe ist. Diejenigen Kreise jedoch, 

deren Durchmesser kleiner sind als liegen innerhalb der Ellipse, 

ohne von ihr berulrrt zu werden.“ 

3. Lehrsatz. „Zieht man irgend eine Gerade AB^ welche ein Paar 
gegeniiber liegender Kanten einer gegebenen dreiseitigen Pyramide schncidet, 
und legt durch irgend einen Punct P dieser Geraden AB zwei andere Ge- 
raden CD, EF^ welche respective die beiden ubrigen gegeniiber stehendcii 
Kantenpaare schneiden, so geht die Ebene der letzteren Geraden CP, EF 
bestandig durch eine bestimmte Gerade A^B^^ welche ebenfalls das erste 
Kantenpaar schneidet, der Punct P mag sich in der fixen Geraden AB 
bewegen, wie man will"; und ferner: „Legt man durch AB irgend eine 
Ebene, deren Durchschnittspuncte mit dem zweiten und dritten Kanten- 
paar Cj, und Pj, heissen mogen, so fallt der Durchschnittspunct 
der Geraden C^P^, E-^F^ bestandig in die Gerade A^B^^ die Ebene mag 
sich um die fixe Gerade AB drehen, wie man will," 
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4. Lehrsatz. „Nimmt man in der Peripherie eines Kegelschnitts 
irgend sechs beliebige Puncte A, B, C, D, E, F (Fig. 1) an, so konnen 
sie auf drei Arteii als drei nnd drei einander gegeniiberliegend betrachtet 
werden, namlich A, B, C und F, E, D; B, C, D und A, F, E; C, D, E 
und By Ay F. In jedem Falle bestimmen sie, paarweise genommen, 
wie sie einander gegeniiber liegen, drei Yierecke, z. B. im ersten Falle 
ABEFy ACDFy BCDE. Die Durchschnittspuncte (G-yEyl) der Dia- 
gonalen dieser drei Yierecke liegen in einer Geraden (GHI), und die auf 
diese Yi^eise entstehenden drei Geraden GHIy KLMy NOP schneiden 
einander in einem einzigen Puncte Q." 

Dieser Satz ist nur cin Theil eines umfassenderen Satzes. 

5. Lehrsatz. Zieht man in einem convexen Yieleck alle mogiichen 
Diagonalen nnd verlangert alle Seiten, so dass alle diese Geraden wo mog- 
lich einander paarweise schneiden, so entstehen im Allgemeinen inner- 
halb des Yielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als ausserhalb. 
Z. B. beim 20Eck innerhalb 4845 und ausserhalb 9690. 

6’ Lehrsatz. Bekanntlich konnen* die Seiten eines Dreiecks oder 
ihre Yerlangerungen von vier Kreisen beriihrt werden. Ist das Dreieck 
ein rcchtwinkliges, so ist der Radius des Kreises iiber der Hypotenuse so 
gross als die Summe der Radien der drei ubrigen Kreise; und ferner: 
bei dem bekannten Pythagoraischen Dreieck, dessen Seiten, durch irgend 
eine Langeneinheit gemessen, 3, 4, 5 sind, sind die Radien jener Kreise, 
durch die nMiche Einheit gemessen, 1, 2, 3, 6. 

7. Lehrsatz. Sind Ay B, C diejenigen drei Kreise, von denen jeder 
eine Seite eines gcgebenen Dreiecks und die Yerlangerungen der beiden 
iibrigen (Seiten) berulut, und beschreibt man drei andere Kreise cty by c 
so, dass jeder zwei der drei ersteren ausserlich und den dritten innerlich 
(einschliessend) beriihrt, so schneiden die drei letzteren einander in einem 
bestimmten Puncte P, und die Geraden, welche diesen Punct mit den Mittel- 
puncten der drei ersteren Kreise verbindon, sind respective zu den Seiten 
des Dreiecks senkrecht. 

8. Lehrsatz. Sind Ay By Cy D diejenigen vier Kugeln, von denen 
jede eine Seitenflache einer gegebenen dreiseitigen Pyramide und die Yer- 
langerungen der drei iibrigen beriihrt, und beschreibt man vier andere 
Kugeln ay by Cy d sOy dass jede drei der vier ersteren ausserlich und die 
vierte innerlich beriihrt, so schneiden die vier letzteren einander in einem 
bestimmten Puncte P, und die Geraden, welche diesen Punct mit den 
Mittelpuncten der vier ersteren Kugeln (A, B, Cy D) verbinden, sind re- 
spective zu den Seitenflachen der Pyramide senkrecht. 

Dieser und der vorige Satz sind nur Theile von umfassenderen 
Satzen. 


Steiner’s Werke. I. 


12 
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9. Lehrs a tz. Es seien (Fig. 2) irgend zwei Kreise mit den 

Durchmessern AB, CD; EF sei ihre Linie der gleichen Potenzen (siehe 
S. 23), und if sei die Mitte ihrer grossten Entfemung AD von eiiiander; 
beschreibt man irgend einen Kreis M, d. h. G-HI oder und hier- 

auf zwei andere Kreise so, dass beide zugleicli inncrhalb oder 

ausserhalb des Kreises M liegen und ihn beriihren, und dass sie iiberdies 
die Gerade EF und respective die gegebenen Kreise if^, beruhren, 

so sind die zwei Kreise allemal einander gleich*). 

10. Lehrsatz. Drei unendliche Geraden, die ein Dreieck ABC ein- 

schliessen, theilen die Ebene, in der sie liegen, in sieben Theile, namlicli 
in die Flache E des Dreiecks, in drei Winkelraume E^^ E^^ und in 

drei iiber den Seiten des Dreiecks liegende Kaume J/j, Zieht 

man aus den Ecken des Dreiecks dui'ch irgend einen Punct P drei Gerade 
APA^^ BPB^^ CPC^y die den gegeniiber liegenden Seiten in 6^ 

begegnen, so liegen diese drei Puncte A^^ C^ mit den Mitten A^^ 

der Seiten allemal in irgend einem Kegelsclinitt, imd zwar in einer 
Ellipse, Hyperbel, oder ParabeP, je.nachdem der Punct P in einem der 
vier Raume Ey E^^ E^, E^, - in einem der drei Raume I?j, 1/^, 
oder unendlich entfernt liegt. In diesem letzteren Falle sind die Geraden 
AA,, BB,, CC\ parallel. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines allgemeineren Satzes. Audi 
giebt es einen diesem entgegengesetzten Satz. 

11. Lehrsatz. Beruhren die Seiten irgend eines Dreiecks eine go- 
gebene Parabel, so schneiden die drei Geraden, welche die Beriilirungs- 
puncte mit den gegeniiberliegenden Ecken verbinden, einander in irgend 
einem Puncte P. Die Schwerpuncte aller Dreiecke, denen ein und dcr- 
selbe Punct P in dieser Beziehung zugehdrt, liegen in einer bestimmten 
Geraden, und die um die Dreiecke beschriebenen Ellipsen, welche die re- 
spectiven Schwerpuncte zu Mittelpuncten haben, sind ahnlich, almlich 
liegend und schneiden einander im Puncte P.“ 

12. Lehrsatz. Beschreibt man um ein gegebenes Dreieck ABC 
(Fig. 4) irgend einen Kegelschnitt, zieht aus den Ecken des ersteron durch 


Archimedes hat denjenigen besonderen Fall dieses Satzes bewiesen, wo die ge- 
gebenen Kreise ibTg, Mi einander in (B, G) beruhren, und wo AD als Durchmessor 
des Kreises M angenommen wird. Ein arabischer Scholiast Alkauhi hat don Archime- 
dischen Satz so weit verallgemeinert, dass er die erste Einschriinkung aufhob (sicho 
Archimedes Werke, iibersetzt von Niz^e, S. 256, Wahlsatz 5). In dem letzteren Falle fiudot 
folgende besondere Eigenschaft statt: „Ist AT (Fig. 3) der aussoro Aehnlichkoitspunct der 
gegebenen Kreise ATs, ATj, so beruhrt sowohl der Kreis m, dessen Durchmesscr MK 
ist, als derjenige Kreis MiGiBTili^y welcher dic aussere gemeinschaftlicho Tangente 
KNiN^ der gegebenen Kreise beruhrt, die beiden Kreise 
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irgencl eincn Peripheriepunct D des letzteren die Geraden ADA^^ BDB^^ 
CDC^^ die den gegeniiber liegenden Seiten in A^^ B^^ begegnen, so 
liegen die drei Puncte a, p, 7 , in welchen die entsprechenden Seiten der 
beiden Dreiecke A^B^C^ einander schneiden, allemal in irgend einer 
Geraden, und diese Gerade ap^ geht bestandig dutch einen be- 
stinamten fixen Punct Q; zieht man ferner aus den Ecken des gege- 
benen Dreiecks ABC dutch die Mitten b, c det Seiten des Dreiecks 
die Geraden Aa^ Bb, Cc^ so treffen diese einander allemal in 
irgend einem Puncte und der Ort dieses Punctes ist eine be- 
stimmte Gerade. 

13. Lehrsatz. Beschreibt man irgend einen Kegelschnitt DEF 

(Fig- 5), welcher die Seiten eines gegebenen Dreiecks beriihrt, legt an 
denselben irgend eine Tangente A^B^C^^ welche die Seiten des Dreiecks 
in A^^ B^^ schneidet, und zieht die Geraden AA^^ BB^^ CC\^ wodurch 
das Dreieck apy entsteht, so schneiden die drei Geraden Aa^ ^p, Cy 
einander allemal in irgend einem Puncte und der Ort dieses Puncts 
ist eine bestimmte Gerade; zieht man ferner aus den Ecken des Drei- 
ecks aPy dutch die Mitten b^ c der Seiten des gegebenen Dreiecks 

ABC die Geraden aa, p5^ yc^ so treffen diese einander in irgend einem 
Puncte P, und der Ort dieses Punctes ist ein bestimmter Kegelschnitt, wel- 
cher dutch die drei Beruhrungspuncte D, F geht. 

14. Lehrsatz. Schneidet man die drei Diagonalen ABy CD, EF 
eines gegebenen vollstandigen Vierecks, gebildet dutch die vier Geraden 

AE, AF, ED, CF (Fig. 6 ), mit irgend einer Geraden ace (oder bdf) in 
den Puncten a, c, e (oder b, d, /), und bestimmt hierauf in jeder Dia- 
gonale den entsprechenden harmonischen Punct h, d, f (oder a, c, e), 
d. h. so, dass z. B. 

AaiaB = AbiBb, 

so liegen diese drei neuen Puncte allemal in irgend einer Geraden bdf 
(oder ace). Dreht sich die schneidende Gerade ace um irgend einen Punct 

P, so bewegt sich die zugehdrige (harmonische) . Gerade bdf so, dass sie 
bestandig irgend einen bestimmten Kegelschnitt beriihrt, der zugleich von 
den drei Diagonalen AB, CD, EF beriihrt wird; und auch umgekehrt. 

15. Lehrsatz. Ein voUstandiges Viereck von vier Puncten A, B, 
C, D (Fig. 7) hat drei Paare einander gegeniiber liegender Seiten (oder 
Diagonalen) AB und CD, AC und DB, AD und CB, die einander 
respective in den Puncten a, b, c schneiden. Zieht man aus irgend einem 
Puncte p nach jenen Puncten a, b, c die Geraden pa, pb, pc und be- 
stimmt hierauf bei jedem Puncte (a, h, c) die entsprechende vierte har- 
monische Gerade aq, bq, cq, d. h- eine solche Gerade, dass die dutch 
denselben Punct gehenden vier Geraden (z. B. aA, ap, aD, aq) ein har- 

12 * 
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monisches System bilden, (dass sie jede Gerade, welche sie schneiden, 
harmonisch, tbeilen), so treffen diese drei Geraden aq, bq, cq einander 
allemal in irgend einem Poncte q. Bewegt sich der Punct p in irgend 
einer Geraden, so beschreibt der Punct q irgend einen Kegelschnitt, der 
allemal durcli die drei Puncte a, h, e geht; und auch. umgekehrt. 

16. Anfgabe. Zwischen den Radien von fiinf Kugeln, von denen je 
zwei einander beriihren, eine Relation zu finden. (Siehe S. 61, 62.) 

17. Anfgabe. Wenn vier gegebene Puncte in einer Ebene so liegen, 
dass alle Kegelschnitte, welche durch diese vier Puncte hindurch gohen, 
Hyperbeln sind, [wie z. B. die Puncte A, E, F, B (Fig. 6)], so soil unter 
alien diesen Hyperbeln diejenige gefunden werden, welche am meisten von 
der gleichseitigen abweicht. 



Demonstration de qnelques theoremes de 

geometrie. 

Gergonne, Annales de Mathematiques, tome XES^, p. 1 — 8. 




Demonstration de qnelqnes theoremes de 
geometrie. 

§ 1 - 

1. n est geiieralement connu que, si par nn quelconque P des points 
du plan d’un triangle ABC et par ses soinmets on mene trois droites 
AP^ BP, CP, rencontrant respectivement en A!, B', O les directions 
des cotes BC, CA, AB de ce triangle, on aura I’equation 

AB\BC\CA^ = BA!,CB',Aa; 

et que, reciproquement, si trois points A\ C soht tellement situes 
sur les directions des cotes d’un triangle ABC, que cette equation ait 
lieu, les droites AA', BB\ CC' concourront en un meme point P, pour- 
vu toutefois (Annales, tom. XVII, pag. 144) que ceux de ces points qui 
seront situes sur les cotes meme du triangle, et non sur leurs prolon- 
gemens, soient en nombre impair. On sait que dans le cas contraire les 
trois points A', B', C' appartiendraient a une memo droite. 

2. Par les trois points A\ B\ O soit decrit un cercle coupant de 
nouveau en Al\ B" , C" les directions des cotes BC, CA, AB; par la 
propriete des cordes ou des secantes, issues d’un meme point, on aura 

AB'.AB'^ = AC\AC\ 

BC\Ba' = BA\BA\ 

CA\CA^^ = CB\CF\ 

equations qui, multipliees membre a membre, donneront, en reduisant 
au moyen de la precedente (1), 

AP^.BC^CA^^ = BA^CB^^AC^; 
ce qui prouve (1), que les droites AA', BB^^, CC'^ concourent aussi en 
un meme point P\ 

3. Parce que cette propriete est de nature projective, elle aura lieu 
egalement, lorsqu’on substituera au cercle une ligne quelconque du second 
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ordre. En invoquant ensuite la theorie des polaires reciproques, on ob- 
tiendra les deux theoremes que void: 

Theorem e. Les trois sommets Theorem e. Les trois cotes d’uu 

d’un triangle etant B, C, et P triangle etant A, By Cy et P etant 
etant un point quelconque de son une droite tracee arbitrairement sur 

plan, si A'y B'y C sont les points son plan, si A'y B’, O sont les 

oil les directions des cotes BCy CAy droites qui joignent respectivement 

AB sont respectivement rencontrees les sommets BCy CAy AB aux 

par les droites APy BPy CPy et points APy BPy CPy et qu’on de- 
que par ces trois points A\ B'y C' crive une ligne quelconque du second 

on fasse passer une ligne du second ordre, toucliant les trois droites A' y 

ordre, coupant de nouveau les memes B\ C"; en menant a cette courbe, 

cotes respectivement en A^^y B”y par les memos sommets, les tan- 

les droites AA'\ BF% GC^ gentes A"y B"y C"y les points AA'\ 

concourront aussi toutes trois en un BB^\ CC^' appartiendront aussi 

meme point P'*). tons trois a une memo droite P\ 

Et reciproquement, deux points Et reciproquement, deux di'oites 

Py P' etant pris arbitrairement sur P, P' dant tracees arbitrairement 

le plan d’un triangle dont les som- sur le plan d’un triangle dont les 

mets sont Ay By Cy si Ton mene cotes sont Ay By Cy si Ton joint 

les droites J. Pet -4 P', PPet PP', respectivement les points AP ct 

CP et CP% rencontrant respective- AB% BP et BP^y CP et CP^ aux 

ment les directions des cotes BCy sommets BCy CAy AB par les 

CAy AB en A^ et A"y B' et B"y droites A' et A"y B' et C et 

C et ces six points appartien- C^'y ces six droites seront tangentos 

dront a une meme ligne du second a une meme ligne du second ordre. 

ordre. 

4. On salt que, lorsqu’une ligne du second ordre touche les trois 
cotes d’un triangle, les droites qui joignent les points de contact aux 
sommets respectivement opposes se coupent toutes trois au memo point; 
et que, reciproquement, trois droites menees par les sommets d’un triangle, 
de manike a se couper au memo point, rencontrent les cotes respective- 
ment opposes en des points on ils peuvent etre touches par une memo 
ligne du second ordre. De la (3) et par la theorie des polaires reci- 
proques on pourra conclm'e ces deux theoremes; 

Theoreme. Les six points de Theorkne. Les six tangentes 

contact des trois cotes d’un triangle menees par les trois sommets d’un 
avec deux lignes quelconques du triangle a deux lignes quelconques 

*) En rempla^-ant la ligne du second ordre par le systeme de deux droites, on ob- 
tiendrait quelques porismes dej^ connus. 
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second ordre qui lui sont inscrites, 
appartiennent a nne troisieme ligne 
du second ordre. 


dn second ordre qui lui sont cir- 
conscrites touchent une troisieme 
ligne du second ordre. 


§ 2 . ^ 

5. Des precedens theoremes on en deduit aisement d’autres ana- 
logues, relatifs aux surfaces du second ordre comparees an tetraMre. 

Soit ABCJ) un tetraMre quelconque. Par un point quelconque P 
de Pespace et par chacune de ses aretes concevons des plans coupant les 
aretes respectiyement opposees. Soient a, c les points ou les aretes 
BCy CAy AB sont respectiyement coupees par les plans APDy BPDy 
CPDy et soient a, p, ^ les points oil les aretes opposees AD, BD, CD sont 
respectiyement coupees par les plans BPC, CPA, APB, nos six plans 
se couperont deux a deux suivant les trois droites aa, cy; il est yi- 
sible, en outre, 


que les droites 


rSy, Da 


r^'l 

(7a, -4y, Dh 


B’ 

Aip, Dc 

> se* couperont en un meme point ^ 

C 

.Aa, Bh, Cc , 


B'. 


et que les droites AA', BB', CC', DD' se couperont toutes quatre au 
point P, 

II est aise de voir que, reciproquement, six points a, h, c, a, p, y 
etant pris respectiyement sur les aretes BC, CA, AB, AD, BD, CD 
d’un tetraedre ABCD, telle sorte 


que les droites 


B^, (7p, Da 


A' 

Col, Ay, Db 


B’ 

Ap, Bol, Do 

* se coupent en un meme point ' 

c 1’ 

Aa, Bh, Cc . 


D'. 


les droites AA', BB', CC', DD' se couperont aussi toutes quatre en un 
meme point P, par lequel passeront aussi les trois droites aa^ Jp, cy. 

Ainsi, lorsque six points sont tellement situes sur les directions des 
aretes d’un tetraedre, que les droites menees dans chaque face par les 
points qui y sont situes et par les sonamets de cette face qui lour sont 
respectiyement opposes se coupent toutes trois en un meme point, les 
droites qui joignent deux a deux les points situes sur les directions des 
aretes respectiyement opposees se coupent aussi toutes trois en un meme 
point et reciproquement. 

II est a remarquer que les six points a, h, c, a, p, y sont tellement 
lies entre eux, que trois quelconques de ces six points, choisis de maniere 
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a ne pas appartenir a ixne meme face, determinent le point P et par suite 
les trois autres, ainsi que les droites a a, Jp, ^7. 

6. Par les six points a, a, p, 7 concevons une surface quel- 

conque du second ordre, coupant de nouveau les memes aretes du tetra- 

edre en a\ g\ a', p', 7'; les intersections de cette surface avec les plans 

des faces du tetraMre seront des lignes du second ordre coupant les cotes 
de ces faces en trois points, tels que les droites qui les joindront aux 
sommets respectivement opposes se couperont en un meme point; done (2) 
les droites qui joindront dans la meme face les trois autres intersections 
aux memes sommets se couperont aussi en xm meme point; ot par con- 
sequent ( 5 ) les points a', V ^ c', a', P', 7' jouiront des proprietes que nous 
venons de voir appartenir aux points a, 6, c, a, p, 7; de sorte que les 
droites c'7' concourront toutes trois en un meme point P^; do 

la et par la theorie des polaires reciproques on conclura ces deux theo- 
remes : 


Theoreme. 8i une surface 
quelconque du second ordre est 
tenement situee par rapport a un 
tetraMre, qu’elle coupe ses aretes 
en six points 5 , <?, a, p, 7, tels 
que les droites aa, &p, 6*7 qui joig- 
nent les points d’intersection qui 
repondent aux aretes respectivement 
opposees concomrent toutes trois on 
un memo point P, elle coupera de 
nouveau ces memos aretes en six 
autres points 6', c', a', p', 7^, 
tels que les droites o!a\ d-{ 
qui joindront les points d’intersection 
situes sur les aretes respectivement 
opposees concourront aussi toutes 
trois en un meme point P'’**). 

Et reciproquement, un point P 
etant situe d’une maniere quel- 
conque dans Tespace, si Eon con- 
duit par ce point et par les aretes 


Theoreme. Si une surface 
quelconque du second ordre est 
tellemcnt situee par rapport a un 
tetraech’e, que six plans tangens a, 
5 , a, p, 7 a cette surhico, con- 
duits par les aretes du tdtraedre, 
soient tels que les intersections aa.^ 
Jp, C7 des plans tangens, issus des 
aretes respectivement opposees, soient 
toutes trois dans un memo plan P^ 
les six autres plans tangens a', 
c', a', p'^ 7', menes a cette surface 
par ces memos aretes, seront tels 
que les intersections ^P', 
des plans tangens, issus des aretes 
respectivement opposees, seront aussi 
toutes trois situces dans un meme 
plan P'. 

Et reciproquement, un plan P 
etant situe d’uno maniere quelconque 
dans Eespace, si par chacuno des 
aretes d’un tetraMre et par le point 


^ *) En rempla^ant la surface du second ordre par lo systemo do doux plans, on 
obtiendra des porismes analogues \ ceux que nous avons signales dans la prccodenio 
note. 
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cl’iin tetraMre des plans, coupant 
respectivement leurs opposees, on 
obtiendra ainsi sur ces aretes six 
points aj Cj p, 7 , tels que les 
droites a a, qui joindront les 

points, situes sur les aretes opposees, 
concourront toutes trois an point P; 
et si pour un autre point P\ egale- 
ment quelconque, on determine sur 
les memes aretes six nouveaux 
points a\ h\ o! ^ p', 7 ', tela que 

les di'oites a!o! ^ i'P', qui join- 
dront les points situes sur les aretes 
opposees concourent aussi toutes 
trois en ce meme point P\ les 
douze points a, 5, c, a, p, 7 , o! ^ 
V j g\ a', p', 7 ' seront tons situes 
sur une memo surface du second 
ordre. 


oil ce plan P coupe son opposee, on 
conduit un plan, on obtiendra ainsi 
six plans a, Z>, {?, a, p, 7 , tels que 
les droites aa, C 7 , suivant les- 
quelles se couperont ceux qui passe- 
ront par les aretes opposees, seront 
toutes trois situees dans le plan P; 
et si pour un autre plan P', egale- 
ment quelconque, on conduit par 
les memes aretes six nouveaux 
plans a\ c\ p', 7 ^, tels que 
les di’oites c'f, suivant 

lesquelles se couperont ceux qui se- 
ront issus des aretes opposees, soient 
aussi situees toutes trois dans ce 
meme plan P, les douze plans a, 
l, c, a, p, 7 , a', h', c\ <x’ , p', f 
seront tons tangens a une memo 
surface du second ordre. 


7. Si Ton conceit une surface quelconque du second ordre qui touche 
les six aretes d’un tetraMre donne, ses intersections avec les plans des 
faces de ce tetraedre seront des lignes du second ordre touchant les trois 
cotes de ces faces; et si dans ces memes faces on mene des droites des 
trois sommets aux points de contact des cotes respectivement opposes, 
ces droites (4) se couperont en im meme point; d’ou il suit (5) que les 
droites qui joindront deux a deux les points de contact, situes sur les 
aretes opposees, se couperont toutes trois en un meme point. 

II est aise de voir que, r&iproquement, six points etant. pris respec- 
tivement sur les aretes d’un tetraedre, de telle sorte que les droites -qui 
joindront deux a deux ceux qui seront situes sur les aretes opposees 
concourent toutes trois en un meme point, on pourra toujours concevoir 
une surface du second ordre qui touche les aretes du tetraedre en ces 
SIX points. 

De 1&. et ensuite par la theorie des polaires reciproques on pourra 
conclure (5) et ( 6 ) les deux theoremes suivans: 


The or erne. Si deux surfaces 
du second ordre touchent Tune et 
Fautre les six aretes d’un tetraedre, 
les douze points de contact, situes 
deux a deux sur ces aretes, appar- 


Theoreme. Si deux surfaces 
du second ordre touchent Fune et 
Fautre les six aretes d’un tetraedre, 
les douze plans tangens a ces sur- 
faces, conduits deux a deux par 



188 


Quelques theoremes de geometrie. 


tiendront a une troisieme surface ces aretes, toucheront une troisieme 
du second ordre*). surface du second ordre*). 

*) Void deux autres theoremes qui, s’ils sont vrais, comme ils paraissent I’etre, 
formeront un complement fort naturel de cette theories nous en abandonnons Pexamen 
a la sagacite de M. Steiner, 

Theorem e. Si trois surfaces du se- The or erne. Si trois surfaces du se- 
cond ordre sont inscrites dans un meme cond ordre sont circonscrites dans un meme 

tetraMre, les douze points oii elles touche- tetraedre, leurs douze plans tangens par 

rout ses faces appartiendront h une qua- ses sommets toucheront une quatrieme 

trieme surface du second ordre. surface du second ordre. 

Ces sortes de theoremes presentent beaucoup d’interet, comme pouvant acheminor 
a decouvrir, soit la relation entre dix points d’une surface du second ordre, soit la 
relation entre dix plans tangens une telle surface; probleme dont la solution ne 
pourrait que faire beaucoup d’honneur au geomte h qui la science en serait redevablo. 

J. D, Gergonne, 



Developpement d’une serie de theoremes 
relatifs aux sections coniques. 

Gergonne, Annales de Mathematiques^ tome XEK, p. 37 —64:. 


Avec 7 figures (Table XXII— XXV). 




Developpement d’une serie de theoremes 
relatifs aux sections coniques. 

1. 

Si d’un point quelconque P du plan d’un triangle ABC (fig. 1) 
on abaisse sur les directions de ses cotes BC^ CAy AB, respectivement, 
Ics perpendiculaires PA\ FB’y PC^, et qu’on joigne le meme point k ses 
sommets par des droites, on aura 

= BP"—CP\ 

CW"—AW" = CP"—AP\ 

AC^—BC’^ = aT—BP\ 
d’o'u, en ajoutant, reduisant et transposant, 

AB'^-\-BC’^-\-GS‘' = 

telle est done la condition necessaire et suffisante, pour que des perpendi- 
culaires, elevees aux trois cotes BCj CAy AB d’un triangle ABC 
respectivement en A\ B\ C'y concourent toutes trois en un meme 
point P. 

II en resulte immediatement 1^. que les perpendiculaires, elevees aux 
cotes d’un triangle par leurs milieux, concourent toutes trois en un meme 
point; 2*^. que les perpendiculaires, abaissees sur les directions de ces 
memes qotes des sommets respectivement opposes, concourent aussi toutes 
trois en un meme point. 


2 . 

Par les pieds J.', B’y C' des trois perpendiculaires concevons un 
cercle dont 0 soit le centre, lequel coupera de nouveau les memes cotes 

*) Pour Tin triangle spherique on aurait 

cosJ.F.cosjBC'.cosC. 4' = cos 5.4'. cos cos ^ C'; 

d’ou on deduirait des consequences analogues. 
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du triangle aux points Par les points P et 0 soit conduite 

line droite, et soit prolongee cette droite au-dela du point 0 d’une quantite 
OP' egal a OP. Parce que les perpendiculaires qu’on abaisserait du point 
0 sur les directions des trois cotes du triangle tomberaient sur les milieux 
des cordes interceptees A'A"^ P'P", G'C"y il -s’ensuit que les perpendi- 
culaires elevees, a ces memes cotes par les points A"y B' ^ 0" doivent 
concourir toutes trois au point P\ On a done ce theoreme: 

Si d’un point quelconque P du plan d’un triangle ABC 
on abaisse sur les directions des cotes BA, CA, AB de ce 
triangle les perpendiculaires PA!, PB’, PC', et si par les 
pieds A', B', O de ces perpendiculaires on fait passer une 
circonference dont 0 soit le centre et qui coupe de nou- 
veau les directions de ces memes cotes en A!', B", C", les 
perpendiculaires, elevees respectivement a ces memes cotes 
par ces trois derniers points, se couperont toutes trois en 
un meme point P', tel que le point 0 sera le milieu de la 
droite PP'. 


3. 

Soienf menees les droites B'O, C'A', A'B' ainsi que B"C". Les 
angles AB'C' et AC"B" qui, ayant leurs sommets a la circonference, 
s’appuient sur le meme sltg B"C' sont egaux; mais a cause des quadrila- 
tkes B'PC'A, O'P'B" A inscriptibles au cercle, ces angles sont respective- 
ment %aux aux angles APC', AP'B"; done ces derniers sont aussi egaux 
entre eux. D’un autre cote, les angles B' PC', B"P'C", supplemens d’un 
meme angle A, sont egaux entre eux; done par soustraction, les angles 
APB' et AP'C" sont aussi egaux; et il en doit etre de memo de leur 
complemens PAB' et P'AC"; mais a cause du quadrilatere inscriptible au 
cercle, a PAB' on pent substituer son egal PC'B'; done ce dernier est egal 
a P'AC"; puis done que les cotes C'P et AC" de ces deux angles sont 
perpendiculaires Fim a Fautre, leurs cotes C'B' et AP' seront aussi per- 
pendiculaires Fun a Fautre, et il devra en etre de meme des droites C'A', 
A'B', comparees respectivement aux droites P'B, P'C. 

Soit a le milieu de la corde B'C', la droite Oa devra etre perpendicu- 
laire a B'C', et, par suite, parallMe a P'A. Pour les memes raisons, si b 
et c sont les milieux respectifs de C'A' et A'B', les droites 06 et Oc 
seront respectivement perpendiculaires a celles-la. On a done ce tlieoreme: 

Si d’un point quelconque P du plan d’un triangle ABC 
on abaisse sur les directions de ses cotes BC, CA, AB les 
perpendiculaires PA', PB', PC', et si des sommets du triangle 
on abaisse, respectivement sur les directions des cotes B'C', C'A', 
A'B' du triangle A'B'C', d’autres perpendiculaires, ces trois 
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dernieres concourront en un meme point P' *). En outre, si Ton 
abaisse de ce dernier point sur les directions des memes cotes 
du triangle ABC des perpendiculaires P^^", les 

six points B\ C\ A^\ P" appartiendront a une meme 
circonference ayant son centre 0 an milieu de la droite PP^ 

De la on deduira facilement la solution de ce probleme: 

Des droites PA, PB, PC etant menees d’un point quelcon- 
que P du plan d’un triangle ABC a ses trois sommets, in- 
scrire a ce triangle un autre triangle A^B'O dont les trois cotes 
B'O, OA!, A!B' soient respectivement perpendiculaires a ces 
droites? 


4 . 

Nous venons de faire voir que les angles PAC et PAB sent egaux; 
or, comme les circonstances sent les memos relativement aux trois sommets 
du triangle ABC, on doit avoir 

angP-46' = angP'^P; 
mgPBA — angP^P(7, 
uigPCB = angP^C^, 
d’oii resulte ce tbeoreme: 

Par un point quolconque P du plan d’un triangle ABC 
soient menees a ses sommets des droites PA, PB, PC; si par 
les memes sommets on mene trois nouvelles droites, faisant re- 
spectivement, avec les cotes AB, BC, CA des angles egaux aux 
angles PAC, PBA, PCB, ces trois dernieres droites concourront 
en un meme point P'; et si des points P, P' on abaisse sur les 
directions des cotes BC, CA, AB du triangle les p'erpendicu- 
laires PA\ PF, PC, PA^', P'B^', P'C% leurs pieds A\ B, C\ A^', 
B'^, C" appartiendront tons six a une meme circonference, ayant 
son centre 0 au milieu de la droite PP^ 


5 . 


Soit prolongee la perpendiculaire PA! au-dela de A' d’une quantite 
A^Q egale a -dl'P, et soient menees QP\ coupant BC m M, OA' qui sera 
parallele a P'(Q et d’une longueur moitie moindre, et enfin PM; d’apres 
cette construction on aura 


et, par suite, 


MP:=:MQ, 

MP^MP^ = P^Q = 2 OA^; 


*) Ce theoreme n’est qu’un cas parti culier d’un autre quo uous avous propose de 
demoutrer, sous le 1 (pag. 157), ou on trouvera aussi ses analogues sous les n^s 2 et 3. 

Steiner’s Werke. I. IB 
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en outre les angles P' MB, PMC, tons deux egaux a Tangle QMC, seront 
consequemment egaux entre eux. II resulte de tout cela quo les points P, 
P' sent les deux foyers d’une ellipse tangente en M au cote BG, laquelle 
a son centre en 0 et son grand axe egal au diam^re du cercle dont le 
point 0 est le centre; d’oii il resulte qu’eUe touclie ce cercle aux deux 
extremites de son grand axe; et, comme ce que nous venous de prouver, 
relativement au cote PC' du triangle, se prouverait egalement des deux 
autres, on a les theoremes suivants: 

1^ Cliacun des points de Tinterieur d’un triangle pent etre 
considere comine Tun des foyers d’une ellipse inscrite dans ce 
triangle; 

2^ Les pieds des perpendiculaires, abaissees des deux foyers 
d’une ellipse sur ses tangentes, sent tons situes sur une mome 
circonference, ayant le grand axe de cette ellipse pour diametre; 

3°. TJn angle etant arbitrairement circonscrit a une ellipse, 
les droites, menees de ses deux foyers au sommet de cet angle, 
font des angles respectivement egaux avec ses deux cotes. 

En consequence de cette demise propriete et de Tegalite des angles 
FPC', B'P^b', les triangles rectangles FF^A sont respective- 

inent' semblables aux triangles rectangles PB' A, PC’ A, ce qui donne 
FB”: PC’ = AFiAP 
PB’ :FC” = APiAP’ 

et, par suite, 

PB’.P’B” = PC’.FC”, 

e’est-a-dire, 

4^ Le rectangle des perpendiculaires, abaissees des deux 
foyers d’une ellipse sur une quelconque de ses tangentes est 
constant, et consequemment egal au carre du demi-petit axe de 
I’ellipse. 

6 . 

Entre divers cas particuliers nous signalerons seulement le suivant: 

Supposons que le point P (fig. 2) soit le centre du cercle circonscrit 
au triangle ABC, les pieds A’, B’, C’ des perpendiculaires PA’, PB’, 
PC’, abaissees de ce point sur les directions des cotes jBC, CA, AB, en 
seront respectivement les milieux, et par consequent, les droites B’G’, 
C’A’, A’B’ seront respectivement parallMes aux cotes BC, CA, AB; et 
coname, par exemple, la droite AP’ est (3) perpendiculaire a B’C’, clle 
sera aussi perpendiculaire a BG, et, par consequent, le point P’ sera le 
point de concours des perpendiculaires, abaissees des sommets du triangle 
ABC sur les directions des cotes respectivement opposes. On a done ce 
theoreme : 
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Les milieux A', B', C' des cotes d’un triangle ABC et les 
pieds (7'' des perpendiculaires, abaissees de ses sommets 

sur les directions de ces memes cotes, sont six points, situes sur 
la circonference d’un memo cercle dont le centre 0 est au milieu 
de la droite PP' qui joint le centre P du cercle, circonscrit au 
triangle J.PC, avec le point P' de concours des perpendiculaires, 
abaissees de ses sommets sur les directions des cotes opposes. 
Ces deux points P, P^ sont les foyers d’une ellipse, inscrite dans 
le triangle J.PC, laquelle est concentrique avec le cercle circon- 
scrit au triangle AIB'O et a son grand axe egal au diametre de 
ce cercle, ou, ce qui revient au meme (puisque les cotes du 
triangle AIB'C^ sont inoitie de ceux du triangle ABC')^ egal au 
rayon du cercle circonscrit au triangle -4 P (7. En outre, les trois 
rayons P-4, PP, PC seront respectivement perpendiculaires aux 
cotes B'^C'\ C^A}\ A!^B^' du triangle enfin ces rayons 

seront tellement diriges que les angles P-4P, PPP, PCA sont 
respectivement egaux aux angles P'AC, P^BA^ P^CB^ ou A'^AC, 
B^^BA, C'CB. 

Sur la droite PP' il existe un quatrieme point (? (Carnot)^ intersection 
des droites AA'^ BB\ GC qui joignent les sommets du triangle ABC 
aux milieux des cotes respectivement opposes, et les quatre points P, G-y 
Oy P' sont situes harmoniquement, c’est-a-dire, de telle sorte qu’on a 
GO:GP:= P'OiFPy 

ce qui revient a 

1:2 = 3:6. 

En outre les points P\ G sont les centres de similitude des deux cercles 
qui out leurs centres en 0 et P; done le cercle qui a son centre en 0 
passe par les milieux des droites P^4., P'P, P^C; et les points A^\ P”, 
sont les milieux respectifs des droites P^4L”', P'B'"y P'C'^'y prolonge- 
mens des droites P^-4'^, P^P", P^G^ jusqu’a la rencontre de la circon- 
ference qui a son centre en P*). 

*) De li\, en particnlier, on conclura facilement ce theoreme: 

Si sur la circonference du cercle qui a son centre enPon prend arbi- 
trairement quatrepoints Ay B, C, P, ces quatre points seront, trois h trois, 
les sommets de quatre triangles inscrits, auxquels correspondront quatre 
points P', quatre points 0 et quatre points G. Or, les quatre points de 
ebaque sorte appartiendront a une meme circonference dont le rayon 
sera pour les quatre points P' egal a celui du cercle donne, moitie de 
ce rayon pour les quatre points 0 et son tiers seulement pour les quatre 
points G, En outre, les centres de ces trois nouveaux cercles seront 
avec le point P harmoniquement situes sur une meme droite, comme le 
sont les quatre points P\ 0, Gy P; de sorte que le centre P sera le centre 
de similitude commun de ces trois nouveaux cercles. 


13 ^^ 
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Le cercle qui a son centre en 0 jouit, en particulier, de cette pro- 
priete bien digne de remarque: il touclie cliacun des quatre cercles, 
inscrits et ex-inscrits au triangle ABC; c’est-a-dire, chacun des 
quatre cercles qui peuvent toucher a la fois les trois cotes de 
ce triangle. 


7. 

Comme les proprietes de I’ellipse demontrees ci-dessus (5) ont lieu 
d’une maniere analogue pour toutes les autres coniques, ce qui se prouve 
par des considerations semblables, on pent etablir ce theoreme plus general: 

Chaque point, pris a volonte dans le plan d’un triangle donne, 
est le foyer d’une conique inscrite ou ex-inscrite a ce triangle, 
conique, de laquelle on pent par une construction facile deter- 
miner I’autre foyer, le centre et le premier axe. 

Proposons nous d’abord de decouvrir, quelle relation il pent y avoir 
entro la nature de la conique et la situation, par rapport au triangle, du 
point, pris arbitrairement pour foyer. 

8 . 

Sort ABC (fig. 3) le triangle donne, et soit P m point pris arbi- 
trairement dans son plan pour foyer d’une conique, touchant a la fois les 
trois cotes de ce triangle. 

De ce point P soient menees les droites PA, PB aux deux sommets 
A, B de ce triangle. Pour determiner I’autre foyer P' de la courbe, il 
faudra (5) conduire par les points^, B deux droites AP% BP^, formant 
respectivement aveo CA, CB ou leurs prolongemens des .angles egaux a 
PABy PBA, et le point P’ de concours de ces deux droites sera le se- 
cond foyer cherche. Afin done que la courbe soit une parabole, il faudra 
quo ce second foyer soit infiniment distant du premier, ou, ce qui revient au 
meme, il faudra que les deux droites AP\ BP^ soient paralleles; et reci- 
proquemment, toutes les fois que ces deux droites seront paralleles, la 
courbe sera une parabole. 

Si alors on conpoit par le sommet C une parallMe a ces deux droites, 
cette parallele divisera Tangle ACB en deux parties respectivement egales 
aux angles que forment AP BP avec les prolongemens de CA et CB; 
done la somme de ces deux derniers angles est egale a Tangle C; done 
aussi la somme des deux angles PAB et PBA, respectivement egaux a 
ces deux-la, doit aussi etre egale a Tangle ACB; mais Tangle APB est 
supplement de la somme des deux angles PAB et PBA; done il doit 
etre aussi supplement de Tangle A CB; d’oii il suit que les quatre points 
Ay By Cy P appartiennent a une meme circonference; on a done ce theo- 
reme: 
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Toutes les paraboles, touchant a la fois les trois c8tes d’un 
memo triangle, ont leurs foyers sur la circonference du cercle 
circonscrit, et recixjroquement, tout point de la circonference 
du cercle circonscrit a nn triangle est le foyer d’une parabole, 
touches a la fois par les trois cotes de ce triangle. 

D’apres ce qui a ete demontre ci-dessus (5, 2°.), les pieds des perpen- 
diculabes abaissees du foyer d’une parabole sm- ses tangentes sont tons 
situes sur la tangente au sommet de la courbe, et consequemment en ligne 
droite; en combinant done cette proposition avec celle qui vient d’etre de- 
montree, on parviendra a ce theoreme connu*): 

Les pieds des perpendiculaires, abaissees sur les directions 
des trois cotes d’un triangle de I’tin quelconque des points de 
la circonference du cercle circonscrit, appartiennent tous trois a 
une meme droite. 

H ne sera pas difficile de parvenir par les memes considerations a ce 
theoreme plus general: 

Si de I’un quelconque des points de la circenference du cercle 
circonscrit a un triangle on conduit sur les directions de ses 
cotes des obliques, faisant, dans lememes.ens, avec ces memes 
cotes des angles egaux quelconques, les pieds de ces obliques 
appartiendront tous trois a une meme droite. En outre, toutes 
les droites qu’on obtiendra, en variant Tangle des obliques, en- 
velopperont une parabole qui aura pour foyer le point de depart 
de ces obliques. 


9. 

Revenons au probleme que nous nous etions propose (7). Observons 
d’abord que le plan de la figure se trouve partage tant par les trois cotes 
du triangle ABC, consideres comme des droites indefinies, que par la 
circonference du cercle, en dix regions dont quatre finies et six indefinies. 
Les quatre finies sont le triangle lui-meme que nous designerons par T, 
et les trois segmens. que nous designerons respectivement par Sa, Sb, 

Les six indefinies sont les regions opposees aux sommets des trois angles 
du triangle que nous designerons respectivement par A', B', C, et 
trois autres termindes chacune par un arc de cercle et par les prolonge- 
mens de deux cotes du triangle. Nous designerons ces dernieres par 

Ta, Tb, Tb. • . „ , 

En supposant les deux droites AP', BP’ paralleles, nous avions 1 angle 
ACB egal a la somme des deux angles PAB et PBA; mais, si la somme 
de ces deux angles croit de maniere a devenir plus grande que Tangle 
ACB, les droites AP', BP' convergeront en un point P', situe dans la 


Voy. AnnaleSp tom. lY, pag. 251. 
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region Tc, et le point P passera aussi dans cette meme region; de sorte 
que la conique ne poiirra etre qu’une ellipse. 

Si an contraire la somme des angles PAB et PBA diminue, Ic 
point P passera dans la region on segment Scy tandis que le point P' 
passera dans la region C; d’on il est aise de conclure que la conique 
ne pourra etre qu’une hyperbole. 

Done (8) on a le theoreme suivant: 

Tout point P, pris arbitrairement dans le plan d’un triangle 
ABCy est le foyer d’une conique, touchant a la fois les trois cotes 
de ce triangle; or, 

cette conique sera une parabole, si le point P est sur la 
circonference du cercle circonscrit an triangle; 

2^ ce sera une elUpse^ si le point P est interieur au triangle, 
ou bien si, etant exterieur au cercle, il se trouve situo dans 
I’espace termine par un quelconque des cotes de ce triangle et 
les prolongemens des deux autres; 

3^ enfin la courbe sera une hyperbole, si le point P est a la 
fois interieur au cercle et exterieur au triangle, ou bien s’il se 
trouve situe dans la region opposee au sommet de Tun des angles 
triangle*). 

Et reciproquement, 

Une conique touchant a la fois les trois cotes d’un triangle ABC, 

U. si cette conique est une parabolcy son foyer sera situe sur 
la circonference du cercle circonscrit; 

2°. si cette conique est une ellipse, ou bien clle aura ses deux 
foyers interieurs au triangle, ou bien ils seront tons deux ex- 
terieurs au cercle et situes dans I’espace, circonscrit par I’un 
des cotes de ce triangle et les prolongemens des deux autres; 

3^ enfin, si cette conique est une hyperbole, un de ses foyers 
sera compris dans I’un des trois segmens du cercle circonscrit 
exterieur au triangle, tandis que I’autre se trouvera situe dans 
I’oppose au sommet de Tangle respectivement oppose de ce 
triangle. 

Ce que nous avons dit ci-dessus (5, 3®.) permet de preciser mieux 
encore la situation relative des deux foyers dans le cas de I’cllipse et 
dans celui de I’hyperbole; il en resulte, en elfet, que deux tangentes, etant 
menees d’un .meme point a la courbe, et etant menees les deux droites 
qui divisent en deux parties egales les quatre angles, formes par ces deux 
tangentes, les deux foyers se trouveront toujours situes d’un meme cote 
de I’une de ces droites et de differehs cotes de I’autre. 


O’est le theoreme 9 que nous avions propose a demoutrer li la pag. 134. 
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10 . 

Nous avous deja remarque (p. 184) \ue, si par un point pris arbi- 
trairement dans le plan d’un triangle AB Cy et par cbacun de ses sommets 
on mene trois droites APy BPy CPy rencontrant les directions des cotes 
respectivement opposes en A^y B\ C^y il existe toujours une conique qui 
touche les trois cotes du triangle en ces trois points. Examinons presente- 
ment, quelle doit etre la situation du point P sur le plan du 
triangle, pour que la courbe soit une parabole, une ellipse ou 
une hyperbole. Commenpons par le cas de la parabole dont la dis- 
cussion n’olfre aucune difficulte. 

Soit P (fig. 4) le foyer d’une parabole, et soit AB une tangente quel- 
conque a la courbe dont le point de contact soit en C". Sur la droite 
PC' soit pris un point C quelconque par lequel soit mence la droite 
CDP'y parallMe a Taxe de la parabole, coupant la tangente AB en De- 
alers les droites CC'Pet CDP' couperont la tangente AB sous le meme 
angle; de telle sorte que le triangle DGG' sera isocele. 

Par le point G soient menees a la courbe deux nouvelles tangentes 
CAy CBy lesquelles (8) formeront respectivement des angles egaux avec 
les droites CPy CP'y d’ou on conclura que le triangle ACB est iso- 
cMe. Done; 

Si unQ parabole touche les trois cotes d’un triangle isocele, 
la droite menee par le sommet de ce triangle et par le point de 
contact de sa base passera constamment par le foyer de la courbe. 

De ce theoreme on conclut, sur-le-champ, le suivant; 

Si une parabole touche les trois cotes d’un triangle equi- 
lateral, les droites qui joindront les points de contact des cotes 
du triangle avec les sommets respectivement opposes concour- 
ront toutes trois an foyer de la courbe; et, par consequent (8): 

Si une parabole touche les trois cotes d’un triangle equi- 
lateral, les droites menees par les sommets et par les points de 
contact des cotes respectivement opposes se coupent toutes trois 
en un meme point, et le lieu de ce point est la circonference du 
cercle circonscrit. 

Soit done ABC (fig. 4) un triangle equilateral, et soient menees par 
ses sommets et par un point quelconque P de la circonf&^ence du cercle 
circonscrit les droites APy BP, CPy rencontrant en A'y B'y C' les di- 
rections des cotes respectivement opposes , la conique qui touchera les 
trois cotes du triangle en A'y B'y C' sera done une parabole dont le point 
P sera’ le foyer, et les droites AA"y BB"y CC'y menees par les sommets 
du triangle et par les milieux A", B"y C" des cordes de contact B'C'y 
C'A'y A'B'y que Ton sait etre parallMes a Taxe, seront, ainsi paralleles 
entre elles. 
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Supposons presentement que le point P se deplace sur la droite CP, 
et que, par exemple, il passe en ^ dans I’interieur du cercle; les points 
de contact A% B' passeront respectivement en h', les cordes de con- 
tact CA^:> deviendront OV dont les milieux seront en h" et 
a!\ et les droites Aal\ BV^ se rencontreront necessairement dans Tangle 
A!GB' , ce qui s’aper^-oit aisement, si . Ton considke le parallelisme de 
AA" et BB", de A'W^ et B^d' et de B''6" et A'a'; le point de con- 
cours A’ de ces deux droites sera le centre de la conique, d’oii il est aise 
do voir que cette courbe ne saurait etre alors qu’une ellipse. Si, 
an contraire, on suppose que le point P sort du cercle, les deux memos 
di’oites A a", Bd" iront concourir dans Tespace oppose an sommet de 
Tangle A'CB'; d’ou on conclnra qu’alors la courbe ne saurait etre 
qu’une hyperbole. Done: 

Si par un point quelconque P du plan d’un triangle equi- 
lateral ABC et par ses sommets on mene les droites A2^, BP, 
CP, rencontrant les directions des cotes respectivement oppo- 
ses en A^, B\ C\ la conique, touchant les cotes du triangle 
en ces trois points, sera une ellipse, une hyperbole ou une para- 
bole, suivant que le point P sera interieur au cercle circonscrit, 
exterieur a ce cercle ou sur la circonference, et vice verm. 

Ce theoreme est susceptible do generalisation et d’applicatious diverses 
qui vont presentement nous occuper. 

11 . 

Par une projection parallele sur un plan quelconque, la figure dont 
les proprietes viennent de nous occuper se modi fie comme il suit: 

1°. Le triangle equilateral ABC devient un triangle d’espece quelconque; 

2°.. Le .cercle circonscrit devient la plus petite ellipse circonscrite au 
nouveau triangle, e’est-a-dire, celle dont le centre coincide avec son centre 
de gravite, point de concours des droites qui joignent ses sommets aux 
milieux des cotes respectivement opposes. 

3®. Les coniqnes, touchant les trois cotes du triangle, changent de 
forme, mais conservent lem: caractere, e’est-a-dire, qu’elles demeurent 
ellipses, hyperboles ou paraboles, comme dans la figure projetee. 

Reciproquement, tout triangle donne quelconque pent etre considero 
comme une projection parallele d’un certain triangle equilateral. En conse- 
quence le theoreme demontre (10) pourra etre generalise comme il suit: 

Si par un point quelconque P du plan d’un triangle quel- 
conque ABC et par ses sommets on mene des droite’s AP, 
BP, CP, rencontrant les directions des cotes respectivement 
opposes en A\ B', C , la conique qui touchera les trois cotes du 
triangle en ces trois points sera une ellipse, une hyperbole ou 
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une parabole, suivaut que le point P sera intcrieur a la pins 
petite ellipse circonscrite an triangle ABG^ exterieur a cette 
ellipse ou snr son perimetre meme, et vice verm. 


12 , 

De ce theoreme on en deduit nn antre encore plus general: 

Par une projection centrale ou perspective sur iin plan quelconque 
la figure dont il viont d’etre question se modifie comme il suit: 

1*^. Le triangle donne devient un triangle quelconque ABC (fig. 5); 
la plus petite ellipse circonscrite devient une conique quelconque Sj circon- 
scrite au nouveau triangle; les tangentes a Tellipse par les sommets du 
triangle, Icsquelles sont parallMes aux cotes respectivoment opposes, de-. 
viennent des tangentes a la conique S par les sommets du nouveau triangle, 
lesquelles rencontrent les directions des cotes respectivement opposes de 
ce triangle en trois points A^^ B'^ C, appartenant a une memo droite, 
laquelle forme avec les cotes du triangle ABC im quadrilatere complet 
dont ces trois tangentes sont les diagonales. 

2^ Toutes les paraboles, touchant les trois cotes dii triangle doime, 
devienneiit des coniques inscrites a ce quadrilatke complet; 

3^ Les droites Aa, Bhy Cc, joignant les sommets A^ B^ C du triangle 
inscrit aux sommets respectivement opposes h, c du triangle circonscrit, 
forme par les tangentes aux sommets du premier, diagonales du quadrila- 
tk’e complet, se coupent toutes trois en un meme point pole de la droite 
A! B'C relativement a la conique circonscrite au triangle ABC; enfin les 
polaires de ce point Sj relatives aux coniques inscrites au quadrilatere 
complet, enveloppent cette memo conique circonscrite au triangle ABC. Done: 

Etant donne un quadrilatere complet, ses cotes pris trois 
a trois forment quatre triangles, et on pent inscrire dans ce qua- 
drilatere un infinite de coniques differentes; 

2^ les droites ^a, (7^, menees par les points de contact 

de I’une de ces coniques avec les cotes de I’un ABC de ces quatre 
triangles et par les sommets respectivement opposes, se coupent 
toutes trois en un meme point et le lieu de ce point D est 
une certaine conique circonscrite a ce triangle ACB^ et en meme 
temps inscrite dans le triangle ahcj forme par les trois diagonales 
du quadrilatere complet, de telle sorte qu’elle touche les cotes 
de ce dernier triangle aux sommets du premier ABC; 

3^ les droites Aa, Bh, Cc qui joignent les sommets respective- 
ment opposes de ces deux triangles se coupent toutes trois en 
un meme point S, pole du quatrieme cote AB'C' du quadrila- 
tere complet, et les polaires de ce point, relatives aux coniques 
inscrites dans le quadrilatere complet, enveloppent la conique 
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circonscrite au triangle ABC; en outre, les trois points a! ^ 7 , 
oil se coupent les cotes correspondans des deux triangles ABC, 
apy, appartiennent a une meme droite, laquelle passe con- 
stamment par le point S; 

4P. enfin les coniques, a la fois circonscrites aux quatre tri- 
angles formes par les cotes du quadrilatere complet, pris trois 
a trois, et inscrites dans le triangle forme par ses diagonales, se 
touclient deux a deux aux six sommets A, B, C, A', B' , O de ce 
quadrilatere complet, et elles sont touchees en ces momes points 
de contact par ses trois diagonales. 

13. 

Et reciproquement, 

Si a un triangle donne quelconque ABC on circonscrit une 
conique quelconque, et qu’ensuite par un point D, pris arbi- 
trairement sur le perimetre de cette conique, et par chacun des 
sommets du triangle on mene trois droites AB, BD, CD, ron- 
contrant les cotes respectivement opposes en trois point a, p, 7 
oil ces cotes sent touches par une deuxieme conique, cette co- 
nique et toutes les autres, determinees par une semblable con- 
struction, seront touchees par une meme droite AB'C, deter- 
minee par les intersections respectives des directions des cotes 
du triangle ABC avec les tangentes menees a la premiere co- 
nique par ses sommets respectivement opposes. 

14. 

Supposons que le triangle ABC, le point D et la conique inscrite, 
touchant ses cotes en a, p, 7 restant fixe, la conique passant par les quatre 
points A, B, C, D varie de toutes les manik^es possibles, la droite A!B^C' 
roulera alors (13) sur la conique invariable, d’ou resulte le theorkne suivant: 

1\ Etant donne un quadrilatk^e quelconque onpeut 

lui circonscrire une infinite de coniques differentes, lesquelles 
seront aussi circonscrites a chacun des quatre triangles, formes 
par les sommets du quadrilatere, pris trois a trois; 

2^. les tangentes AA', BE, CC, menees a une quelconque 
de ces coniques par les sommets de Tun quelconque ABC des 
quatre triangles, ont leurs intersections A\ E, E avec les 
directions des cotes respectivement opposes de ce memo tri- 
angle situees sur une memo droite, et Tenveloppe do cette 
droite est une certaine conique passant par les trois points a, 
P, 7 d’intersection des trois systemes de denx droites, joignant 
deux a deux les quatre sommets du quadrilatere et tou- 
chant en ces trois points les cotes du triangle ABC; 



Theoremes relatifs aux sections coniques. 


203 


3^ les points a', y' d’intersection des cotes correspondans 
des deux triangles ABC, appartiennent tons trois a une mem'e 
droite a'PY? polaire du quatrieme sommet relativement a la 
conique passant par les trois points a, p, -y; en outre, les poles 
de cette droite, relativement a toutes les coniques qui peuvent 
etr e circonscrites a ce meme quadrilater e, sont sur le perimetre 
de la conique enveloppe de la droite 

4^^. enfin, les coniques, a la fois inscrites dans les quatre tri- 
an gles, form6s par les sommets du quadrilatere ABCDj pris trois 
a trois, et circonscrites au triangle ap'y, se touclient deux a deux 
aux trois points a, p, y, de telle sorte que chacun de ces points 
est le point de contact de deux differentes paires de coniques, 
et en n 3 .eme temps ces coniqes sont touchees deux a deux a leur 
point de contact par les six droites qui joignent deux a deux 
les quatre sommets du quadrilatere donne ABCD, 

Par la theorie des polaire s reciproques on aurait pu deduire ce 
theoreme de celui que nous avons • precedemment demontre (12). 

15. 

Du theoreme precedemment demontre (6) on pent par la consideration 
des projections en deduire un grand nombre d’autres. En remarquant, 
par exemple, que les perpendiculaires, abaissees d’un point quelconque de 
la circonference du cercle circonscrit au triangle ABC (fig. 2) sur les 
directions des cotes de ce triangle, sont respectivement parallMes aux trois 
hauteurs AA^\ BB^'^ ainsi qu’aux trois perpendiculaires PA y PB'y 
PC^y abaissees du centre de ce cercle sur ces memes cotes, on en con- 
clm’a les theoremes suivans: 

1. Une conique quelconque etant circonscrite a un triangle 
Aonne ABCy et etant menees par son centre P et par les milieux 
Ay B'y O des cotes du triangle les droites PAy PB'y PC'y les 
droites AA'y BB"y CC'y menees par les sommets du meme tri- 
angle parallelement a celles-la, se couperont toutes trois en 
un meme point P'; les six points Ay B'y C^; A^y B"y C'^ appar- 
tiendront a une seconde conique semblable a la premiere et 
semblablement situee (homothetique); le point P\ les deux 
centres P, 0 et le centre de gravite G du triangle donne appar- 
tiendront a une meme droite et seront situes harmoniquement, 
de telle sorte qu’on aura 

OG:GP:OP^:PP' = 1:2:3:6; 

en outre (8), si de I’un quelconque P des points de la conique 
circonscrite au triangle ABC on abaisse sur les directions de 
ses cotes des obliques respectivement parallMes aux droites 
PAy PB'y PC' leurs pieds seront situes sur une meme droite. 
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Et reciproqiiement, 

II. Si par I’lin quelconque P' des points du plan crun tri- 
angle doiine ABC et par ses sommets on meiie des droites AP\ 
BP\ CP\ il y aura une infinite de points D, tels qu’en menant 
de I’un de ces points sur les cotes du triangle des obliques re- 
speotivement paralleles a ces droites, leurs pieds appartien- 
dront tons trois a une memo droito; et tous ces points D seront 
situes sur une meme conique, circonscrite au triangle donne; le 
centre P de cette conique sera le point de concours des droites 
conduites par les milieux A^, B', C des cotes du triangle, pa- 
rallelement aux droites AP\ BP\ CP'; etc. 

Comine le point P' de concours des trois hauteurs du triangle ABC 
pent etre situe ou dans I’interieur de ce triangle, ou dans Tune des trois 
regions a, 7, il s’ensuit que 

III. Les deux coniques semblables et semblablement situees 

dont les centres sont P et 0 sont 1^ des ellipses, si le point P' 
est situe dans Tinterieur du triangle ABCy ou dans I’une des 
trois regions 7; 2^ des hyperboles, si ce point P' est situe 

dans Tune des trois regions a'^ 3° des paraboles, si ce 

point est infiniment distant du triangle ABC, En outre, les 
points P et P' sont des points homologiies des deux triangles 
ABC ei A'B'C'. 

Dans le cas de la parabole oil le point P' est a rinfini, les droites 
AA", BB"j CC" sont parall^es, d’oii il suit quo 

IV. Si par les sommets d’un triangle donne ABC on mcne 
dans une direction arbitraire trois paralleles AA", BB"j CC" 
rencontrant les directions des cotes opposes en A", B"y C"y ces 
points et les milieux A'^ B\ C' des memes cotes appartiondront 
tous a une memo parabole. Et reciproquement, si par les milieux 
A\ B'y C des cotes d’un triangle donne ABC on fait passer une 
parabole queloonque, coupant de nouveau ces memes cotes on 
A"y B"^ C":, les droites AA", BB"^ CC" seront necessairemont 
paralleles. 

16. 

A Faide de la projection centrale des precedens tlieoremes (15) on 
deduira les suivans: 

1. Une conique quelcoiique etant circonscrite a un triangle 
donne ABC (fig. 6), et etant mencos par un point G quclconque 
et par les sommets du triangle des droites AG, BGy CGy cou- 
pant les directions des cotes opposes en J.', B'^ C, et etant mo- 
nees de plus les droites P'C"a, A'B'^(, coupant les directions 

des cotes coxrespondans du triangle donne en a, p, y, situes sur 
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une meme droite enfin P etant le pole de cette droite, et 
etant menees les droites PA^a^y PB^^\ coupant respective- 

ment la droite en 7 '; les droites AA!^a\ CC'y^y 

coupant les cotes du' triangle donne en A^\ B'y concourront 
toutes trois en un meme point P'; les six points Ay B'y C'y A'y 
B"y C" appartiendront a une seconde conique; la droite sera 
une secante commune a cette seconde conique et a la premiere: 
les poles Py 0 de cette droite par rapport aux deux coniques 
et les deux points Q et P' appartiendront a une meme droite 
Pff OP', sur laquelle ils seront harmoniquement situes; en outre, 
si par Tun quelconque P des points du perimetre de la conique, 
circonscrite an triangle donne, et par chacun des points a', p', y' 
on mene des droites, leurs points d’intersection avec les cotes 
correspondans du triangle donne appartiendront tons trois a une 
meme droite. 

Et reciproquement, 

IL Par un point quelconque Gr du plan d’un triangle donne 
ABC et par chacun de ses sommets soient menees les droites 
AGA'y BGrB'y CGrC'y coupant respectivement en A'y B'y C' les 
directions des cotes opposes; et soient ensuite menees. les 
droites B'C'cHy AB'^y coupant les directions de ces memes 

cotes ena, p, y, points qui appartiendront tons trois a une meme 
droite aPy; si par un autre point quelconque P on mene les 
droites PA a', P^'p', PG'^y lesquelles coupent la droite apy en 
a', p', y', les droites Aa!y B^'y C'y' concourront en un meme point 
P'. Or, si des points a', p', y' on abaisse des obliques sur les di- 
rections des cotes opposes du triangle donne, de manik'o qu’elles 
se coupent en un meme point P, et que leurs pieds appartien- 
nent a une meme droite, le lieu de ce point P sera une certaine 
conique, circonscrite au triangle donne; le point P sera le pole 
de la droite apy relativement a cette conique, etc. 

Ou, en d’autres termes: 

Si par un point quelconque P' du plan d’un triangle donne 
ABC et par ses sommets on mene des droites AP'y BP'y CP'y 
et qu’ensuite on mene arbitrairement une droite a'PY, cou- 
pant respectivement celles-la en a', p', y', il aura alors une in- 
finite de points P, tels que les droites Pa', Pp', Py' coupent les 
cotes correspondans du triangle donne en trois points, appurte- 
nant a une meme droite, et le lieu de ces points P sera une cer- 
taine conique circonscrite au triangle donne etc. 

III. Les deux points P, P' (1) sont des points homologues 
par rapport aux triangles ABCy AB'C'; quand Tun d’eux tombe 
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sur la droite apy, I’autre coincide avec lui, et alors la conique 
qui passe par les six points O' touclie cette 

droite apy en ce point P on P'. 

Efc reciproqnement, 

si une conique passe par trois points donnes B', O et 
touclie une droite donnee certain point Q, elle cou- 

pera les directions des cotes du triangle determine par les 

droites A'a^ P'P, O^, en trois points A"^ O'^, lesquels seront 

situes sur les droites AQ^ BQ^ CQ, et mce versa^ etc. 

C’est la une propriete commune a toutes les coniqnes qui passent par 
les trois memes points donnes A', B', O et touclient la mcme droite 

17. 

Les precedens tlieoreraes ont leurs polaires reeiproques; tel est, 
par exemple, le suivant: 

Soit menee une droite quelconque, coupant les cotes d’un 
triangle donne ABC en a, p, y; et par un points quelconque D 
du plan de ce triangle soient menees les droites Pa, Pp, Py, 
alors on pent abaisser des sommets du triangle donne sur les 
droites respectivement opposees des obliques Aa!, B^'^ 
telles qu’elles se coupent en un meme point Ey et que leurs pieds 
appartiennent a une meme droite; cette droite envelop- 
pera une certaine conique inscrite dans le triangle donne; etc. 

18. 

Soit circonscrite une conique quelconque a un triangle 4onne ABC 
(fig. 7). Par les sommets de ce triangle et par un point quelconque P' 
de son plan soient menees les droites PP'P'P, CP'O'^y cou- 

pant respectivement les directions des cotes opposes du triangle en A'\ 

G" et la courbe en a, p, y. Si par un point quelconque P du 
perimetre de cette conique on mene les droites Pa, Pp, Py, coupant 
les c6t& opposes du triangle donne en a!y p', y', ces trois points seront 
toujours situes sur une meme droite a'p^y, passant par le point P'; car, 
a cause de I’hexagone inscrit D^BCAaDy par exemple, les trois points a!y 
P', P' appartiendront a une meme droite (Pascal). 

Lorsque le point P se meut snr le perimetre de la courbe, la droite 
a'p'y' tourne sur son point P'y et vice versa, 

19. 

Supposons que la conique soit un cercle, et que les droites -4 a, Pp, 
Cy soient respectivement perpendiculaires aux c6t& du triangle donne, 
alors le point P sera le foyer d’une parabole inscrite a ce triangle, et 
Ton aura (6) 

OA'^A'ay P'P" = P"p, P'0' = 0'^. 
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Soit menee la di^oite DE^ parallMe a 7P'; elle sera perpendiculaire a la 
tangente AB; et, en supposant qu’elle coupe a'p'7' en P et J-P en P, on aura 
I)F=FE, car = 

d’ou il suit que le point E est situe sur la directrice de la parabole, et 
que par consequent la droite est elle-meme cette directrice; done: 

Les directrices de toutes les paraboles inscrites dans un 
meme triangle donne ABC se coupent toutes en un meme point 

intersection des trois liauteurs de ce triangle; et 

Les intersections des trois liauteurs de tons les triangles 
circonscrits a une meme parabole sont toutes situees sur la di- 
rectrice de cette courbe*). 

En remarquant que quatre droites donnees sur un plan peuvent etre 
touebees par une meme parabole , on concliira de la ■ la demonstration du 
tbeoreme suivant: 

Dans les quatre triangles que ferment trois a trois quatre 
droites tracees sur un meme plan les points de concours de trois 
liauteurs appartiennent tons quatre a une meme droite 

20 , 

En observant que les pieds F^ ... des perpendiculaires abaissees du 
foyer D sur les directions des cotes du triangle ABC appartiennent a une 
meme droite, parall^e a la directrice cette ckconstance fommit un 

moyen tres-simple de resoudre par projection le probleme suivant: 

Une conique quelconque etant circonscrite a un triangle 
donne ABC^ si d’un point quelconque D du perimetre de la 
courbe on abaisse sur les cotes du triangle des obliques re- 
spectivement parallMes aux diametres qui passent par les mi- 
lieux de ces cotes, leurs pieds Fy... appartiendront a une meme 
droite. Cela pose, quelle doit etre la situation du point D sur la 
courbe, pour que cette droite soit parallele a une droite donnee? 

Si, en effet, on mene les droites J.a, Pp, respectivement paral- 
Feles aux diametres dont il s’agit, et qu’ensuite par le point de concom'S 
P' de ces trois droites on mene la droite parallele a la droite 

donnee, les droites aa!, se couperont au point chercbe D.. 

21 . 

De ce qui precede il suit encore, comme cas particulier, que 

Les centres de tons les triangles equilateraux, circonscrits a 
une meme parabole, sont situes sur la directrice de cette para- 
bole, et 


*) C’est le theoreme 5, propose ^ demontrer ^ la pag. 134. 
O’est le theoreme 8 ^ la pag. 128. 
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Les directrices de toutes les paraboles, inscrites dans un 
meme triangle equilateral donne, passent toutes par le centre de 
ce triangle. 

De la on conclura (5 et 11) par la projection parallMe que - 

Un triangle quelconque ABC etant circonscrit a une para- 
bole donnee, et Q etant le point do concours des droites qui 
joignent ses sommets aux points de contact des cotes respec- 
tivement opposes; si I’on imagine tons les triangles, pour les- 
quels ce point Q est le meme, les centres de gravite de tons ces 
triangles appartiendront a une meme droite, polaire du point 
Q; les plus petites ellipses circonscrites a ces memes triangles 
seront semblables et semblablement situees, et se couperont 
toutes en ce meme point Q. 

Et reciproquement, 

A chaque parabole, inscrite dans un meme triangle donne ABC, 
correspond un point Q de concours des droites, menees des som- 
mets aux points de contact des cotes opposes; et les polaires de 
tons les points Q, relatives aux paraboles correspondantes se cou- 
pent toutes en un meme point centre de gravite de ce triangle. 

22 . 

Si par les points A'\ B^\ U'V milieux respectifs des droites P'a, 

P'y (fig. 7), on mene des droites respectivement parallelos a Pa, 
Pp, Py, elles passeront par les milieux respectifs des droites P'a', P'p', 

et concouiTont en un meme point P', situe sur la conique qui passe- 
rait par les six points A'^ B\ G'y A!\ B^\ G" (6); de sorte que les trois 
points P, P^, P' seront en ligne droite. De la resulte ce thcoreme, du 
a M. Lami: 

Quatre points A, B, G, Fj donnes sur un meme plan, deter- 
minent trois systemes de deux droites AP^ et BGy BP' et GAj 
GP' et ABy qui se coupent respectivement en A"y B", G". Si 
Ton coupe ces systemes par une droite quelconque con- 

duite par P', et si par les points A'\ B"y G" et par les milieux 
des segmens de cette droite on mene les droites A!'D', B"D\ 
G"D\ ces droites concourront en un meme point D', et le lieu 
de ce point sera une conique, passant par les points A!'j B"y G" 
et par les milieux des droites BG, GA^ ABy AP', BP'y GP', etc. 

23. 

Revenons de nouveau au cas oil la conique circonscrite au triangle 
donne. J.PC est un cercle. Dans ce cas le point P est le foyer et la 
droite a'P'^'P' la directrice d’une parabole inscrite au triangle; et conse- 
quemment la polaire du point P', relative a la parabole, passe par le 
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point et est perpcndiculairo a la droite P^D; cette polaire enveloppera 
done une certaine coni quo dont sera le foyer, et dont Faxe principal 
coincidera (5) avee le diametre PP^ du ccrcle circonscrit an triangle. Done : 

Les polaires du point de concours P^ dcs trois hauteurs 
d’un triangle donne ABC^ relatives a toutes les paraboles in- 
scrites a ce triangle, envcloppent une certaine conique dont le 
point P' est le foyer, dont I’axe principal passe par le centre 
du cercle circonscrit au triangle donne, et qui est inscrite dans 
le triangle forme par les paralleles, menees aux cotes du triangle 
donne par les sommets de co triangle. 

Ou plus generalement par les projections: 

Les polaires d’un point quelconquc P^ du plan d’un triangle 
donne ABC^ relatives a toutes les paraboles iuscrites dans ce 
triangle, envcloppent une conique inscrite dans le triangle, forme 
par dos paralleles aux trois cotes du triangle donne, conduites 
par les sommets de ce triangle. 

24. 

II resulte encore de la par la projection ccntralo (12): 

Les polaires d’un point quelconque du plan d’un quadri- 
latere complet, relatives a toutes les coniques iuscrites dans 
ce quadrilatere, envoloppont une nouvelle conique, toucliant 
les trois diagonales du merae quadrilatere. 

25. 

Lorsque le point P' passe a Finfini, ses polaires devieimcnt des 'dia- 
metres dont les conjugues, concourant on ce point P, sont alors parallMes, 
et, comme les premiers sont tangens a une certaine conique (24), ils se- 
ront paralleles deux a deux; d’oii Fon conclut quo 

Entre les coniques iuscrites dans un memo quadrilatere 
donne on n’on saurait trouver trois ayant un systbme de dia- 
metres conjugues paralleles; inais si Ton trace arbitrairement 
pour Tune do cos coniques un systeme do diametres conjugues, 
il existera une autre conique inscrite dont deux diametres con- 
jugues seront paralleles a ceux-la. Done: 

Si Ton propose d’inscrire a un quadrilatere une conique 
dont deux diametres conjugues soiont parallMes a deux droites 
donnees, le probleme n’aura que deux solutions au plus. 

26. 

On salt que les centres de toutes les coniques C, C% ..., in- 
scrites dans un memo quadrilatere complet donne, sont situes sur la droite 
D qui joint les milieux de ses trois diagonales. Les conjugues A, A', 
IS!\ ... de ce diamMre commun D touchent une certaine conique S (25), 

Steiner’s Werke. I. 14 
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d’ou il suit qu’en general entre les diametres d, A", . . . il doit y en 
avoir deux paralleles a une droite arbitraire L, Et reciproquement, entre 
les conjugues des diametres, paralleles a uno droite doimec il s’en trouve 
generalement deux qui coincident avec la droite Z); d’oii Ton conclut quo 
cette di’oite touclie la conique S. Done: 

Dans les coniques, inscrites dans un meme quadrilatere 
donne, les conjugues des diametres, paralleles a une meme 
droite enveloppent une meme conique, ot toutes Les cmiiques enve- 
loppees qui resultent des dwerses direction de cette droite^ sent inscrites dans 
le quadrilatere complete forme par le lieu des centres des coniques de La 
premiere serie et par les trois diagonales du quadrilatere complct domic. 

27. 

Les diametres parallMes so coupent cn un meme point a rinfini, et 
lorsqu’on varie leiir direction commune, tons les points de concours appar- 
tiennent a une meme droite egalement a Tinfini. Les poles de cette droite 
par rapport aux memos coniques en sont les centres, situds sur la droite 
qui joint les milieux des trois diagonales du quadrilatere complet donne. 
De la, par les projections centrales, on conclura les tlieoremcs suivans: 

Les poles d’une droite quelconquo, relatifs a toutos les 
coniques inscrites dans un memo quadrilatere iiomplot donne, 
sont situes sur qne memo droite; 2^ les polaires de I’un quelcon- 
que des points de cette droite enveloppent une certaine conique, 
et toutes les coniques envelopp^es qu^on ohtient^ en variant la sitiuiUon de 
ce point sur cette droite ^ sont inscrites dans le quadrilatere dont les cotes 
seront cette meme droite et les trois diagonales du cquadrilatere eom/plet dorme; 
3^. si la polaire tourne sur I’un des points de sa direction, la 
droite des poles enveloppera une nouvclle conique, etc. 

. 28. 

Ces divers theoremes ont leurs polaires reciproques; tels est, par 
exemple, le suivant: 

1^. Les polaires d’un point quelconque, relatives a toutes 
les coniques circonscrites a an meme quadrilatere donne, con- 
courent toutes en un memo point; 2^ les polos d’nnc droite 
quelconque, passant par ce point, sont situes sur une certaine 
conique, et toutes les coniques de cette sorte que Von obtient^ enrariant 
la direction de la droite oonduite par ce pointy sont circonscrites au qua- 
drilatere dont les sommets sont ce meme pointy et les trois points ou con- 
Gourent les sysUmes de droites qui joignent deuw d dmoc les quatre sommets 
du quadrilatere donne; 3®. si le pole decrit une droite, le point de 
concours des polaires decrira une nouvelle conique, etc. 
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Recherche des relations entre les rayons des 
cercles qui touchent trois droites donnees snr 
nil plan et entre les rayons des spheres qui 
touchent qnatre plans donnes dans I’espace. 

1. Soient hj c les trois cotes d’un triangle; ces cotes, consid&’es 
comme des droites indeflnies-, divisent le plan du triangle en sept regions 
dont une seule finie qui est le triangle lui-meme. Trois des six autres 
sont terminees chacune par un cote du triangle et les prolongemens des 
deux autres au-dela des extremites de celui la. Quant aux trois dernikes 
ce sont des angles respectivement opposes a ceux du triangle. 

Comme trois conditions sont necessaires pour determiner un cercle, 
ce n’est que dans les quatre premieres regions que Ton peut se proposer 
d’inscrue des cercles. L’un de ces cercles sera interieur au triangle; c’est 
proprement le cercle inscrit dont nous designerons le rayon par r; les trois 
autres seront ce que M, Lhuilier a appele les cercles ex-inscrits, nous 
designerons respectivement leurs rayons par a, p, y, suivant les cotes du 
triangle, sur lesquels il s’appuyeront. On demontre aisement que ces quatre 
cercles sont touclife a la fois par celui que Ton fait passer par les milieux 
des cotes du triangle. 

Soit T Taire du triangle; en considerant les triangles qui ayant pour 
bases les trois cotes a, i, c du triangle donne et pour sommets les centres 
des quatre cercles, on a 

! 2T = 

2T — a(b-\-‘G — a), 

2 T = 

2T — ^(a-^b — c). 

En prenant la somme des produits respectifs de ces equations par — apy, 
H-yar, il vient, en divisant par 2T, 

apy = ^^’(py-l-ya+ap), 
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ou bien 


( 2 ) 


1 

r 




c’est-a-dire, I’inverse du rayon du cercle inscrit a un triangle ost 
egal a la somine des inverses des rayons des trois corcles ex- 
inscrits an meme triangle*'^). 

Ou, en d’autres termes, le parallelipipede rectangle, construit 
sur les rayons des trois cercles ex-inscrits, est equivalent a la 
somme des trois parallelipipedes rectangles, construits sur ses 
memes rayons, pris deux a deux, et sur le rayon du cercle inscrit. 

Au moyen de la relation (2) le rayon de chacun des quatre cercles 
se trouve determine par les rayons des trois autres. 

Si le triangle est equilateral, on a 

a = P = Y==3r = A, 
h etant la hauteur du triangle. 

11. En observant que 


IQT^ = — b)(a-hb — <?), 

le produit des equations (1) donne, en reduisant 
(3) r = apYr, 


d’oii 


T= 

c’est-a-dire, I’aire d’un triangle est egal a la racine carree du 
produit des rayons des quatre corcles qui touchent a la fois ses 
trois cotes. Theoreme, public pour la premiere fois par Mahieu, ct 
posterieurement par M. LJiuilier, (Annalcs, tom. I, pag. 150)**). 

Pour le triangle spherique on aiuait 


sin-l-T = 


]/tangatan gP tangYtangr 
2 cos -I- a cos 6 cos -I c 


Si de Pequation (3) on elimine tour a tour les quatre rayons au moyen 
de la relation (2) on trouvera 


( 4 ) 


^ ..2 P V 

PYH-T«-l-aP Pt— »'(PH-t) 

rV 

ya — r(Y+a) — r(aH-p) 


II y a pliisieiirs mois que ce theoreme nous a ete adrossc avee plusiours autres 
par M. Bohillier dans une note que lo defaut d’espacc nous a ompcchc jusqu’ici do 
P^^hlkY. ^ j, jO, Gergonne, 

Ce theoreme fait aussi partie de la note de M. Bohillier. 


J. D. Gergonne. 
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Des equations . (1) on tire (3) 

a — T 


ar 


r = (a-r)l 


ar 


(5) 

d’oil 

( 6 ) 

et par suite (3) 

0 ) 






7 — r 




T = (t- 


r Pr ’ 
' 1 ’ 


aa 




a — r 


j T 


abc 


(«— 0(P— 0(r— 0 jT 


Soit R le rayon du cercle circonscrit; on sait que 

ahc 


R 


4.T 


done (7) 

( 8 ) 


R 


(g— r)(P— y)(Y— y) 

4,.s 


En oliminant r de cette 'valeui' au moyen de la I’elation (2) on trouvera 


(9) 


R = 


(P+T)(T+a)(«+P) a:. 






*) D’apres les equations (5) on pout ecrire 
ahe = T^l 


ou bien, en developpant et ordonnant, 

Au moyen de la relation (2) les deux premiers termes de ce developpement dispa- 
raissent, et Ton a simplement 


1 


abo = 2’( 


rm 7-2 

-A L JZ 1 

pyr yar oep?* 




aba 


T(a + p+y™r), 


ou bien (3) 
d’oil enhn 

= i(a + p + y-r); 

e’est-a-diro, le rayon du cercle circonscrit k un triangle est le quart de 
I’exces de la somme dos rayons des trois cercles ex-inscrits a ce triangle 
sur le rayon du cercle inscrit. Get elegant theoreme appartient a M. Bohillier. 

J, D, Gergonne, 
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Si (Ic la memo valour on elimine success ivemeiit a, ^ au moyon do 
la mome relation, on trouvcra 

R — (P— 0(1— 0(^+t) 

"" - 4(Pt-P''— tO 

== (t— 0(«— ^‘)(t+«) 

^(t® — 1'’ — ®^') 

^ («— 0(P— 0(«+P) 

4(ap — OLV — P'/') 

IIL Si le triangle esfc suppose rectangle, on dcsignant par c Fliypotenuse, 
on aura 

2T = ah, 

au moyen de quoi Ics equations (1) deviendront 

ah 

h-hc — a ’ 
ab 

(j+a — b ’ 
ab 

a-i-b — c ’ 
ab 

a--\-b-~\-'€ 




Ell divisant cliaciine des trois premises par la derniero, il viendra, eu 
eliassant les denominateurs, 

/'(a-f-i+c) = a{h-\-c — a) — {i(€-\-a — h) = ^((a-\-h — c), 
d’oii on tirera aisement 


PC®— 0 _ ®(P— 0 _ 

a ~ b ~ c ' 

Ainsi (11), si les trois edtes du triangle rectangle sent commensurables, 
les rayons des quatre cercles le seront aussi, et rcciproquement (12). 

Si, par exemple, il s’agit du triangle de Pythagore, pour lequel on a 


on aura 
L 'equation 
donne 
ou bien 


a = 3, 6 = 4, 0 — 5, 
a = 2, (3 = 3, 7 = 6, r — 1. 
a‘‘~\^b‘' ;= <?*" 

2ab = (^a+by~^G\ 


2ab — (oj-4-6h— 6')(o^--f-"6 — 6*)^ 
mais los deux dernieres equations (11) donnent 

^ 

^ (rt'4~6~4-6*)(of — c) ^ 
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done 

V'=^-=T; ■ 

equation qui, compareo a Tequation (3), doniie 
(13) a^ = ^r—T; 

e’est-a-dire, dans tout triangle rectangle le rectangle des rayons 
des cercles ex-inscrits qui repondent aux'deux cotes de Tangle 
droit est equivalent au rectangle des rayons du cercle inscrit 
ct du cercle ex-inscrit qui repond a Thypotenuse, et Tun et 
Tautre sent equivalens a Taire du triangle. 

IV. Soient a, hj c, d les quatre faces d’un tetraMre dans leur ordre 
de grandeur, de la plus grande a la plus petite; ces faces, considerees 
comme des plans mdefinis, diviseront Tespace en quinze regions dont 
une seule flnie qui sera le tetraMre lui-meme. Quatre des quatorze 
restantes seront terminees chacune par une des faces du tetraMre et par 
les prolongemens des plans des trois autres au dela de celle-la. II y en 
aura six dont cliacune sera terminee par les prolongemens des plans des 
quatre faces au-dela d’une meme arete. Enfin, les quatre dernik^es seront 
des angles triedres, opposes a ceiix du tetraedre. 

Comme quatre conditions sont necessaues pour determiner une spliere, 
ce n’est que dans les onze premim'es regions qu’on pent se proposer d’in- 
scrire des sphk'es. Mais il est aise de voir qu’il no saiuait y en oxister a 
la fois dans les six regions sur les aretes, opposees deux a deux, et que 
Texistence d’une sphm'e, dans Tune d’elles, entraine I’impossibilite d’en 
inscrire une dans la region qui lui est opposee. II ne saurait done y 
avoir plus de huit spheres, une inscrite et sept ex-inscrites qui touclient 
a la fois les quatre faces d’un tetraedre, considerees comme des plans in- 
definis; et ces dernieres se divisent en deux classes, savoir: quatre spheres 
ex-inscrites aux faces, et les trois autres ex-inscrites aux aretes. 

Soil 0 ^ le rayon de la sphere inscrite; soient a, p, y, 8 les rayons des 
quatre spheres respectivement ex-inscrites sur les faces a, 5, d; soient 
a', p', i les rayons des sphk’cs ex-inscrites respectivement stu les aretes 
ad ou bcy hd on ca, ccl ou ah; soit enfin T le volume du tetraMre. 

En considerant les tetracdi*es, ayant leiu sommet commim aux centres 
de ces diflerentes spheres et pour bases les faces du tetraedre T, on trou- 
vera aisement 


(1) 

3 T = 7* (j^t —j— h -p" € — f— ^0, 

(2) 

3 T == ot (h —1— G -f- d — a^^ 

(3) 

3T == p (c— {— cZ— |— ct — Z>), 

(4) 

3T = y(cZH-c5+Z) — c), 
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(^ 5 ) 3 T = 8 (co-\- h -{— € — 

(6) ST = ±c^(b-^G — a — d), 

(7) 3r= zhp'(c+a — h—d)^ 

(8) 3T= ±f 


les signes cles seconds membres des trois dernik'es equations devant etre 
pris de inanik*e que ces seconds membres soient positifs. 

Des equations (2), (3), (4), (5) on tire aisement 


( 9 ) 





En substituaut ces valeui's dans Tequation (1), il viendi‘a 



c’est-a-dke, la somme des inverses des rayons des spheres ex-iii- 
scrites sur les faces d’un tetraMre est double de I’inverse du 
rayon do la sphere qui lui est inscrite. 

Les memes valours (9), substituees dans les equations (6), (7), (8), 
donnent 



c’est-a-dire, la somme des inverses des rayons des spheres ex-in- 
scrites sur deux des faces d’un tetraedre, moins la somme des 
inverses des rayons des spheres ex-inscrites sur ses deux autres 
faces, est double de I’inverse du rayon de la sphere ex-inscrite 
sur I’arete des deux premik*es ou sur I’arete des deux der- 
nicres faces. 

On voit done que les rayons de nos huit spheres sent lies les uns 
aux autres par quatre relations, au moyen desquelles quatre d’entre eux 
sont determines par les quatre autres, - 
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En ajoutant tour a tour cliacune des equations (11) a F equations (10), 
et en les en retrancliant, on aura 



c’est-a-dire, la somme des inverses des rayons des spheres ex- 
inscrites sur deux faces d’un tetraedre, est egal a la somme 
on a la difference des inverses des rayons de la sphere inscrite 
et de la sphere ex-inscrite sur I’arete de ces deux faces on sur 
son opposee. 

Si le tetraedre est regulier, on a 

a — p = y = 6 = 
a' = p' = 7' = CO ; 

d’oii resulte co theoreme: 

Si dans un angle triedre regulier dont les trois angles plans 
sont les deux tiers d’un angle droit on inscrit une suite do 
spheres, de maniere que chacune d’elles touche cello qui la 
precede immediatement, les rayons de ces spheres formeront 
une progression geometrique dont la raison sera deux. 




Theoremes a demontrer et problemes a resoudre. 

Gergonne, Annales de Mathtoatiques, 
tome XVIII, p. 302—304, 339—340, 378—380 et tome XIX, p. 36, 96, 128. 




Theoremes'a demontrer et problemes a resoudre. 


Theoremes sur le qiiadrilatere complet. 

Quatre droitos B, Q D se coupant deux a deux en six points, 
et se trouvant consequemment comprises dans im meme plan. . 

1^. Ces quatre droitos, prises trois a trois‘, forment quatre triangles, 
tels quo les cercles circonscrits passent tous quatre par un ineine point P. 

2*^. Les centres a, p, y, 6 de ces quatre cercles se trouvent avec le 
point P sui’ la circonference d’un cinquienae cercle. 

3^. Les pieds des perpendiculaires abaissees, du point P sur les di- 
rections de Ay By Cy Dy appartiennent tous quatre a une meme droite' P, 
et cette propriete appartient exclusivement au point P. 

4*^- Les points de concours des perpendiculaires abaissees, des sommets 
sur les directions des cotes opposes dans les quatre triangles (1*^.), appar- 
tiennent a une memo droite R\ 

5^ Les droites R et R sont parallMes, et la di'oite R passe par le 
milieu de la perpendiculaire, abaissee du point P sur R. 

6*^. Les milieux des cliagonales du quadrilatere complet, forme par les 
quatre droites Ay By Cy Dy appartiennent tous trois a une meme droite 
P" (^Newton). 

1^. La droite R' est perpendiculaire commune aux deux di’oites 

Ry R, 

8®. Pom' chacun des quatre triangles (1^^.) il y a un cercle inscrit 
et trois cercles ex-inscrits, ce qui fait en tout seize cercles, dont les 
centres sont quatre a quatre sur une circonf&'ence, de maniere a donner 
naissance a huit nouveaux cercles. 

9®. Ces huit nouveaux cercles se partagent en deux groupes tels que 
chacun des quatre cercles de Fun de ces groupes coupe ortliogonalement 
tous les cercles de Fautre groupe; on en concliit que les centres des 
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cercles des deux groupos sont sur deux droites perpendicalaires I’uiie a 
Fautre. 

10*^. Eiifin cos deux doi*nieres droites se coupeiit an point meii'- 
tionue ei-dessus. 


Autres tlieoremes cle g6oiu6trie. 

r. Si Ton deceit trois cercles A, B, C, de luanicre qne cliacun d’eux 
touche im des cotes d’uu triangle ct les prolongcmens dcs deux autreSj 
et si Ton decrit ensuite trois autres cercles de maniere que 

cliacun d’eux touche deux des trois premiers exterieuremeiit et le troisieme 
interieurement, ces trois derniers se couperoiit cn un in erne point P, et 
les droites qui joindront ce point P aux centres des trois premiers seront 
respectivement perpeudiculaires aux trois cotes du triangle. 

2^ Si l"on dccrit quatre spheres A, C, de maniere que chacune 
d’elles touche une des faces d’un tetraedre et les prolongemeiis des trois 
autres, et si I’on decrit ensuite quatre autres spheres A', B\ C\ D\ de 
maniere que chacune d’elles touche trois des quatre premieres exterieure- 
ment et la quatriemc interieurement, ces quatre clernieres se couperont en 
un meme point et les droites qui joindront ce point P aux centres des 
quatre premieres seront respectivement perpendiculaires aux quatre faces 
du tetraedre. 


Tlieoremes siir rHexagrammum mysticum. 


Six points, pris arbitrairement sur le perimetre d’liiie conique quel- 
conque, sont les soinmets de soixante hexagones inscrits et les points 
de contact de soixante hexagones circonscrits (Carnot^ Geometrie cle po- 
sition), lesquels jouissent des propidetes suivantes: 


P. Dans chacun des hexagones 
inscrits les points de concours des 
directions des cotes oppose appar- 
tiennent tous trois a une memo clroite 
D (Pascal)^ de sorte qu’on obtient 
ainsi soixante droites D; 

2®. Ces soixante droites D con- 
courent, trois a trois, en un meme 
point p, de sorte qu’on obtient ainsi 
vingt points p; 


‘ V. Dans chacun des hexagones 
circonscrits, les droites quijoignent 
les sommets opposes concourent toutes 
trois en un meme point P (Brian- 
chm),' de sorte qu’on obtient ainsi 
soixante points P. 

2^. Ces soixante points P appar- 
tiennent, trois a trois, a une meme 
chnite cZ, de sorte qu’on obtient ainsi 
vingt droites d; 
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3^ Ces vingt points jp appar- 
tiennent, quatre a qnatre, a une • 
meme droite 8 , de sorte qu’on ob- 
tient ainsi cinq droites S; 

4°. Ces cinq droites 8 conconrent 
en un meme point 

5°. Les soixante points P sont 


3®. Ces vingt droites d con- 
courent, quatre a quatre, en un meme 
point 2 J 7 , de sorte qu’on obtient aiasi 
cinq points cy; 

4®. Ces cinq points m appar- 
tiennent a une meme droite 8 '; 
les poles respectifs des soixante 


droites D; 

6 °. Les vingt points p sont les poles respectifs des vingt droites d; 
V, Les cinq points m sont les poles respectifs des cinq droites 8 ; 

8 °. Enfin, le point est le pole de la droite 8 ^ 


Theoremes de g6om6trie. 

1 . Soient deux cercles.C', c, non concentriques, donnes sur un meme 
plan, et que, pour fixer les idees, nous supposons d’abord interieurs Fun 
a Fautre. 

Soient traces une suite de cercles 0^, Og, O 3 , le premier 

assujetti seulement a etre inscrit dans Fespace que laissent entre eux les 
deux cercles C, c et chacun des autres assujetti non seulement a etre in- 
scrit dans cet espace, mais encore a toucher celui qui le precede imme- 
diatement dans la serie. 

En poursuivant la construction de cette serie de cercles, ou bien elle 
se prolongera indefiniment, en donnant sans cesse des cercles differens de 
ceux qui auront deja ete traces, ou bien au contraire, apres avoir fait n 
fois le tour de Fespace compris entre les deux cercles * donnes C, c, on 
parviendra a un dernier cercle 0^ qui se trouvera tangent au premier Oj, 
de sorte que la serie se terminera a ce dernier cercle. 

On propose d’abord de demontrer que cette circonstance est indepen- 
dante de la situation du premier cercle 0 ^ de la serie, et qu’elle ne de- 
pend uniquement que des grandeur et situation respectives des deux cercles 
donnes C, e; c’est-a-dire, que suivant les grandeur et situation de ces deux 
cercles, la serie sera finie ou illimitee, quel que soit le cercle 0^, 

On propose en outre de demontrer que, quand la serie est limitee, 
en representant respectivement par Ry r les rayons des deux cercles Gy 
Cy et par d la distance entre leurs cefitres, on doit avoir cette equation 
remarquable 

( 2 ?— r)®— 4ri?tang^— u = d\ 


Steiner’s Werke. I. 


15 
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Si les deux cercles donnes sent hors Tun de Fautre, requation sera 

Les memes choses ont lieu pour des cercles traces sur la surface d’une 
sphere; Tequation est alors 

cos(i?=p:r)±2siQrsmi2tang^-^'3r = cosd 

II. Soient deux spheres S, non concentriques, que, pour fixer les 
idees, nous supposons d’abord interieures I’une a I’autre; et soit inscrite 
arbitrairement une troisieme sphere 2 dans Fintervalle qui les separe. 

Soit ensuite decrite une suite de spheres 0^, Og? ^ 3 ? ^ 4 ? ••• 
la premise Oj soit simplement assujettie a toucher a la fois les trois 
sphk'es Sy Sy 2; tandis que chacune des autres sera assujettie non seule- 
ment a toucher ces trois memes sphkes, mais encore a toucher celle qui 
la pr&Me immediatement dans la serie. 

Ou bien la serie de ces sphkes se prolongera indefiniment, ou bien, 
apres n revolutions autour de la sphke on rencontrera une demise 
sphk'e Om, touchant la premiere 0^, et il s’agirait d’abord de prouver 
que ces circonstances ne dependent aucunement ni de la situation arbri- 
traire de la sphke 2, ni de la situation egalement arbitraire de la premiere 
sphke Oj clela serie; mais uniquement des rayons Ry r des deux sphkes 
donnees S et Sy et de la distance d entre leurs centres. 

*) Voici un theoreme beaucoup plus simple qui doit egalemeut etre vrai. Soient 
deux cercles C, c, non concentriques, traces dans un meme plan et que, pour fixer les 
idees, nous supposons interieurs Fun h I’autre. 

Soient Ai, A^, ^ 3 , ^ 4 , ... une suite de cordes de O tangentes k c, la premiere 
etant arbitraire et chacune des suivantes etant assujettie k avoir une extremite commune 
avec celle qui la precMe immediatement. 

Ou bien le nombre de ces cordes sera illimite, ou bien, apres avoir fait n fois le 
tour de Fespace, compris entre les deux cercles (7, c, on parviendra a une demise corde 
Am qui se terminera au point de depart de la premiere Ai, de sorte que les m cordes 
formeront un poly gone etoile, inscrit dans C et circonscrit a c. 

n s’agirait d’abord de prouver que ces circonstances ne dependent aucunement de 
la situation de la premiere corde Ai , mais uniquement des rayons r des deux cercles 
et de la distance d entre leurs centres. II s’agirait en outre d’ assignor dans le der- 
nier cas le rapport qui doit exister entre les grandeurs m, n, B, r, d. 

II a deja ete etabli (Annales, tom. I, pag. 149, tom. Ill, pag. 346 et tom. XIV, 
pag. 54) que, dans le cas de m = 3 et n = 1 , cette relation est 

B^ + 2rR = 

On pent aussi se proposer le meme theoreme pour deux cercles traces sur la surface 
d’une sphere, et il a ete demontre (Annales, tom. XIV, pag. 59) que, dans le cas de 
m = 3 et w = 1 , on doit avoir 

{sin(i 24 -r) + sm(i2--r)||3sin(i2:j:r) — sin(i2±r)j = dsin^c?. 

J. D. Gergonne, 
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II s’agirait de prouver, en outre, qu’on aura, dans le dernier cas, 

les signes inferieurs repondant au cas oil les spheres donnees Sy s sont 
exterieures Tune a Fautre. 


Problfeme de situation. 


Le nombre des faces d’un polyedxe etant donne, on pent demander, 
de quelle nature peuvent etre ces faces. On trouve pour les cas les plus 
simples les resultats que voici: 


Corps 


Tetraedre 

Pentaedres 


\ Hexaedres 


Quelle est la loi generale? 


Nombre des cas. 

Nombre 
des Faces. 

Triangul. ^ 
i 

Quadrang. j 

Pentag. 


4 

— 

1 — 

f 1 

4 

1 

— 

l 2 

2 

3 

— 

/ 1 

6 

— 

— 

1 ^ 

5 

— 

1 

1 ^ 

4 

2 

— 


3 

2 

1 

1 ^ 

2 

4 

— 

/ ® 

2 

2 

2 

\ 

— 

6 

— 


Probl^me de g6om6trie. 

Si dans un angle ’ triedre dome quelconque on inscrit une suite de 
sphkes, de telle sorte que chacune d’eUes touche celle qui la precede 
immediatement, quelle loi suivront les rayons des spheres ainsi inscrites? 


15 * 
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Theor^mes de gdom6trie. 


Soient sur im meme plan six 
points dont trois sur une droite et 
trois sur une autre. Si Ton joint, 
deux a deux, les points d’une s&ie 
a ceux de Fautre serie par neuf 
droites, ces droites se couperont, 
deux a deux en dix-huit nouveaux 
points, distribues, trois. a trois, sur 
six droites qui concourront elles- 
memes, trois a trois, en deux nou- 
veaux points. 


Soient sur un meme plan six 
droites dont trois concourant en un 
point et trois en un autre. Les 
droites d’une serie auront avec celles 
de Fautre serie neuf points d’inter- 
section; ces points determineront, 
deux a deux, dix-huit nouvelles 
droites, concourant, trois a trois, en 
six points qui seront eux- memes, 
trois a trois, sur deux nouvelles 
droites. 



Systematische Entwickelung 

der 

AbhUngigkeit 

g eometrischer Gestalten 

von einander, 

mit Berucksichtigung der Arbeiten alter tmd neuer Geometer 
liber Porismen, Projections-Metboden, Geometrie der Lage, 
Transversalen, Dualitat und Reciprocitat, etc. 


„En observant ce que les resultats particuliei 
„avaient de commun entre eux, on est succe! 
aSivement parvenu H des resultats fort etendu 
„et les sciences matbeinatiqiies sont a la fo: 
adevenues plus generales et plus simples.* 

Laplacef Ee^ons d, TEcole normale. 


Xrster TtieiL 


Hierzu Taf. XXVI— XXXVn Pig. 1—57. 



Dieses (unvollendet gebliebene) Werk ist i. J. 1832 (zu Berlin bei Fincke) erschienen. 



Seiner Exeellenz 

dem 

Herrn Gelieimen Staatsminister 

Freiherrn von Humboldt 

widmet diese Sclirift 
a Is ein Zeichen 
seiner innigsten 

Verehrung und Dankbarkeit 


der Verfasser. 




Y 0 r r e d e. 

Das vorliegende Werk entlialt die Endresultate mekijahriger For- 
sckungen nach solcken raumliclien Fandamcntaleigenscliaften, die den Keim 
aller Satze, Porismen und Aufgaben der G-eometrie, woinit uns die altere 
und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat, in sick enthalten. Fur dieses 
Heer von auseinander gerissenen Eigentliiiinliclikeiten musste sick ein lei- 
tender Faden und eine gemeinsame Wurzel auffinden lassen, von wo aus 
eine umfassende und klare TJebersickt der Satze gewonnen, ein freierer 
Blick in das Besondere eines jeden und seiner Stellung zu den librigen 
geworfen werden kann. Wenn Jemand alle bis jetzt bekannt gewordenen 
Satze und Aufgaben nack den bisker iiblicken Vorsckriften zu beweisen 
und zu Ibsen sick vornekmen wollte, so ware dazu viel Zeit und Muke 
erforderlick, und am Ende katte man dock nur eine Sammlung von aus- 
einander liegenden, wenn auck sekr sckarfsinnigen, Kunststiicken, aber kein 
organisck zusammenliangendes Gauze zu Stande gebrackt* Gegenwartige 
Sckrift kat es versucht, den Organismus aufzudecken, durck welcken die 
versckiedenartigsten Ersckeinungen in der Raumwelt mit einander ver- 
bunden sind. Es giebt eine geringe Zakl von ganz einfacken Funda- 
mentalbeziekungen, worin sick der Sckematismus aussprickt, nack welckem 
sick die iibrige Masse von Satzen folgereckt und okne alle Sckwierigkeit 
entwickelt. Durck gekbrige Aneignung der wenigen Grundbeziekungen 
mackt man sick zum Herrn des ganzen Gegenstandes ; es tritt Ordnung 
in das Ckaos ein, und man siekt, wie alle Tkeile naturgemass in einander 
greifen, in sckbnster Ordnung sick in Reiken stellen, und verwandte zu 
woklbegrenzten Gruppen sick vereinigen. Man gelangt auf diese Weise 
gleicksam in den Besitz der Elemente, von welcken die Natur ausgekt, 
urn mit moglichster Sparsamkeit und auf die einfackste Weise den Figuxen 
unzaklig viele Eigensckaften verleiken zu kbnnen. Hierbei mackt weder 
die syntketiscke nock die analytiscke Metkode den Kern der Sacke aus, 
der darin bestekt, dass die Abkangigkeit der Gestalten von einander und 
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die Art imd Weise aufgedeckt wird, wie ihre Eigenschaften von den ein- 
faclieren Figuren zu den zusammengesetzteren sick fortpflanzen. Dieser 
Zusammenliang and Uebergang ist die eigentliclie Quelle aller iibrigen 
vereinzelten Aussagen der Geometrie. Eigenschaften der Figuren (wie z. B. 
die conjugirten Durchmesser der Kegelschnitte, sechs Puncte oder Strahlen, 
welche Involution bilden, das mystische Sechseck und Sechsseit, u. s. w.), 
von deren Vorhandensein man sich sonst durch kunstliche Beweise hber- 
zGugen musste, und die, wenn sie gefunden waren, als etwas Wunderbares 
dastanden, zeigen sich nun als nothwendige Folgen der unscheinbarsten 
Eigenschaften der aufgefundenen Gnmdelemente , und jene sind a priori 
durch diese gesetzt. 

Wenn nun wirklich in diesem Werke gleichsam der Gang, den die 
Natur befoigt, aufgedeckt wird, so werden alle hier synthetisch entwickelten 
Resultate sich natiirlicher Weise auch durch analytische Hiilfsmittel auf- 
finden lassen, was meines Erachtens durchaus nichts Ueberraschendes 
in sich tragen kann. Der Analyst, der dieses ausfiihrt, hat nicht mehr 
als seine Pflicht gethan, wenn er jeden Fortschritt der Wissenschaft benutzt 
und sich denselben so zur Lehre dienen lasst, dass seine Methode darnach 
vervollstandigt wird. Auch ist es recht eigentlich seine Sache, jene Re- 
sultate zu verallgemeinern, und ich sollte meinen, dass seine Arbeit nicht 
an ihi’em Werthe verlieren wurde, wenn er es unterliesse, gegen seinen 
Wegweiser sich vornehm zu geberden. 

Der Streit, welcher sich vor nicht langer Zeit zwischen den zwei, in 
Riicksicht auf die Geometrie verdienstvollsten, franzosischen Mathematikern 
liber den Yorzug des Princips der Dualitat und der Theorie des po- 
laires reciproques entspann*), wird, wie ich glaube, durch die vorliegende 
Entwickelung unzweideutig entschieden, so dass ich es nicht fur nothig 
halte, hier darauf weiter einzugehen. Die Dualitat tritt nait den Grund- 
gebilden zugleich hervor, jene Theorie hingegen kommt erst spater als 
Resultat bestimmter Yerbindungen der Grundgebilde zum Yorschein. Wenn 
aber auch das G-ergonne^QliQ Princip sich in dieser Ilinsicht als das pri- 
mitivere, der Quelle naher liegende, bewahrt, so hat doch Poncelet ein 
gleich grosses Yerdienst, so viel zur Entwickelung und Forderung der syn- 
thetischen Geometrie beigetragen zu haben, dass diese fortan nicht inehr 
mit jener Geriugschatzung behandelt werden darf, welche man ihr in 
neuerer Zeit gar zu oft und gar zu leichtfertig zu Theil werden Hess. 
Uebrigens tritt die genannte Theorie durch die gegenwartige Entwickelung 
in vollstandigerer und allgemeinerer Gestalt hervor, als es in ihrer friiheren 
Darstellungswcise geschehen komito, wobei indessen nicht zu ubersehen ist, 


*) Bulletin miversel, aout 1827, pag. 109, und Annales de MatMmatiquesj tom. XVIII, 
pag. 125. 
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dass der scharfsnmige Moebius zuerst eine freiere Auffassung dieser Theorie 
ans Licht gefordert hat (Barycentrischer Calciil). 

Das ganze Werk wird seiner ausseren Eintheilung nach aus fiinf 
Theilen und zugleich aus fiinf Abschnitten bestehen, von denen der erste 
„projectivische Gerade, ebene Strahlbiischel und Ebenonbuschel;^^ 
der zweite „projectivische Ebenen und Strahlbiischel (im Raume);^ 
der dritte „ projectivische Raume;^' der vierte „ Correlations - 
Systeme und Netze (mit Einschluss der Involutions-Systeme und 
Netze);^^ und der fiinffce „ausfuhrliche und umfassende Behand- 
lung der Curven und Flachen zweiten Grades, durch Construc- 
tion und gestiitzt auf projectivische Eigenschaften,^^ enthali 
Ausserdem werden noch zwei Theile mit diesem Werke in Verbindung 
gebracht, wovon der eine „uber Puncte und Axen der mittleren 
Entfernung (mit Einschluss der mittleren harmonischen Entfernung), fiber 
Transversalen, etc." handeln wird, und worauf vorhergegangene pro- 
jectivische Eigenschaften angewandt werden, der andere Theil hingegen 
der Elem^targeometrie gewidmet ist, und der Hauptsache nach „eine 
systematische Entwickelung der Aufgaben und Satze Tiber das 
Schneiden und Beriihren der Kreise in der Ebene und auf der 
Kugelflache, und der Kugeln" enthalten wird. Dieser letztere Theil 
sollte schon friiher im Druck erscheinen uiid war bereits im J. 1826 bis 
auf einen Anhang, welcher verschiedene Anwendimgen der stereographischen 
Projection enthalten sollte, ausgearbeitet, was auch schon anderweitig an- 
gegeben worden (Journal f. Mathem. Bd. I, S. 163)*); allein da mehrere 
darin enthaltene Betrachtungen nur besondere Falle von solchen sind, 
welche in den erstgenannten fiinf Theilen vorkommen, und wiederum einige 
Tiber Kreise und Kugeln selbststandig entwickelte Satze sich Tmmittelbar 
auf bestimmte Systeme von Curven und Flachen zweiten Grades iiber- 
tragen lassen, wie solches in jenen fiinf Theilen nachgewiesen wird, so ist 
es. zweckmassiger, ihn erst nach diesen folgen zu lassen. 

Die Hauptresultate, welche in diesem Werk entwickelt werden, habe 
ich schon vor mehreren Jahren gefunden (und zwar die letzten vor der 
Mitte des Jahres 1828), in einer Epoche, wo mir als Privatlehrer mehr 
Zeit und Musse zu Gebote stand als seither, wo nicht selten driickende 
Amtsgeschafte die Ausarbeitung verzdgerten. Dass mittlerweile Einiges 
davon ins Publicum gekommen ist (wie z. B. namentlich ein Theil der 
Resultate in § 59 dieses Bandes), ist leicht erklarlich, da ich kein Ge- 
heimniss daraus machte. Diese Theilnahme war mir ein Beweis, dass 
meine Untersuchungen Beifall flnden, sie erregt jetzt in mir die Hoffnung, 
dass nun auch die voUstandige Mittheilung derselben nicht unberiicksichtigt 
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bleiben werde, denn es ist niclit unwahrsclieinlich, dass durcli gelibrige 
Verschmelzung von Resultaten und Ideen des Einen mit Methoden des 
Anderen noch. mehr als eine neue Entdeckung sick machen lassen 
werde. 

Da friihere Arbeiten von mir, welche ich in einzelnen Abhandlungen 
im Journal fiir Matbematik und in den Annates de MatMmatiques 
bekannt gemacht babe, den Beifall von unparteiiscben Sachkennern sich 
erworben haben *), so glaubo ich wohl mit einiger Zuversicht die Hoifnung 
hegen zu diirfen, dass nun auch der gegenwartigen Arbeit, welche nach 
derselben Methode, aber in einer allgemeineren, umfassenderen Anlage 
begonnen ist, eine nicht minder giinstige Aufnahme zu Theil werden wird. 
Hierzu fiige ich den Wunsch, dass der geneigte Beurtheiler die von mir 
unterlassene Auseinandersetzung des Verhaltnisses meiner Arbeit zu den 
alteren und neueren Arbeiten Anderer liber denselben Gegenstand erganzen 
moge. Alle wichtigeren, schon von Anderen aufgestellten Satze habe ich, 
so weit mein Wissen reichte, ihinn Urhebern einzeln zugeschrieben. 

Berlin, im September 1832. * 

Steiner. 


*) Siehe Amales de Maihem, tom. XVII, (No. 7, 10), XVIII u. XJX; Bulletin des 
scmices malMmatiques^ torn. VII, VIII, IX, X u. XI, 1827 — 1829,* AlJgemeine Literatur- 
Zeitung, 1831,* — Matliemat. Worterb. TM. 5 u. 6; u. s. w. Auch sind viele 
Resultate daraus schon in Lehrbiicher und andere Werke aufgenommen worden, so wie 
auch eine Abhandlung und mehrere einzelne meiner S-Iitze von Gergonne, dem Heraus- 
geber der genannten Annalen, ins Eranzosische ubersetzt worden sind. 



Einleitende Begriffe. 

1. Die in der Geometrie erforderlichen Grundvorstellungen sind: der 
Eaum, die Ebene, die Gerade (gerade Linie) und der Pnnct. Zmn 
Beliiife der in dem vorliegenden Werke durdiznfahrenden Betracktiingen 
ist es erforderlich, einerseits diese Elemente in Ansehimg der Art und 
Weise, wie sie einander untergeordnet sind, d. b., wie die einen die 
anderen in sich entbalten, und andererseits bestimmte Zusammenstellungen 
derselben auf folgende Weise scharf aufzufassen und als Grundgebilde 
festzuJialten: 

L Die Gerade. In der Geraden ist eine unzahlige Menge un- 
mittelbar auf einander folgender Puncte denkbar, die sich, von irgend einem 
derselben ausgehend, nacb zwei entgegengesetzten Seiten Mn ins Unend- 
liche erstrecken. 

n. Der ebene StrablbiischeL Durcb jeden Punct in einer Ebene 
sind unzahlige Gerade naoglich; die Gesammtheit aller solcher Geraden 
soli „ebener StrahlbuscheP^ oder „Strahlbuschel in der Ebene" 
heissen, namlich die Geraden sollen, in Ansehung dieser Zusammenstellung, 
„Strahlen" heissen, und der Punct, in welchem sich die Strahlen schnei- 
den, soil jjMittelpunct" des Strahlbuschels genannt werden. 

in. Der Ebenenbiischel. Durch jede Gerade sind unendlich viele 
Ebenen denkbar; alle solche Ebenen zusammengefasst sollen „Ebenen- 
biischel", und die Gerade, in welcher sich die Ebenen schneiden, soli 
„Axe" des Ebenenbiischels heissen. 

IV. Die Ebene. In der Ebene sind zahllose Gerade und Puncte, 
Oder ebene Strahlbiischel enthalten. (Jeder Punct der Ebene ist Mittel- 
punct eines in ihr liegenden Strahlbuschels.) 

V. Der Strahlbuschel im Raume. Durch jeden Punct im Raume 
sind nach alien moglichen Richtungen unzahlige Gerade oder Strahlen 
denkbar'; alle solche Strahlen insgesammt sollen „ Strahlbuschel im 
Raume^, oder schlechthin „ Strahlbuschel", und der Punct, in welchem 
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sich die StraUen schneiden, soli ^Mittelpunct^^ des StraUbiiscliels 
heissen. Ein solcher StraHbuschel enthat nicht nur unendlich viele 
StraUen, sondern er umfasst auch zaliUose ebene Strahlbuscbel (11.) und 
Ebenenbiischel (HI.) als untergeordnete Gebilde Oder Elemente; denn es 
giebt endlos viele Ebenen, die durch dessen Mittelpunct gehen, und alle 
StraHen, die in eine solche Ebene fallen, bilden einen ebenen Strabl- 
buscbel, und alle solche Ebenen, die durch einen und denselben Strahl 
gehen, bilden einen Ebenenbiischel; von solchen ebenen Strahlbiischeln 
und Ebenenbiischeln soli aber gesagt werden, sie liegen im Strahlbiischel 
im Raume. 

Die Betrachtung der vorstehenden fiinf Eaumgebilde, namlich das 
Beziehen derselben aufeinander bei verschiedenartigen Verbindungen und 
Zusammenstellungen, macht den Gegenstand der ersten funf Theile des 
vorliegenden Werkes aus. Das Ergebniss wird zeigen, dass diese Ge- 
bilde in der That die eigentliche Grundlage der synthetischen 
Geometrie sind. 

Die Eundamentalbeziehungen, auf welchen alle Untersuchungen be- 
ruhen, sind folgende. ' 

Es werden aufeinander bezogen: 

a) Gerade und ebene StrahlbiischeL Zuerst werden eine Ge- 
rade und ein ebener Strahlbiischel so aufeinander bezogen, dass 
ihre Elements gepaart sind, d. h., dass jedem Punct der Geraden 
ein bestimmter Strahl des Strahlbhschels entspricht. Sodann 
werden sowohl Gerade unter sich, als ebene Strahlbiischel unter 
sich ahnlicherweise aufeinander bezogen. 

b) Ebenenbiischel und sowohl Gerade als ebene Strahlbiischel. 
Ein Ebenenbiischel und eine Gerade oder ein ebener Strahlbiischel 
werden so aufeinander bezogen, dass ihre Elemente gepaart sind, 
d. h., dass jeder Ebene des Ebenenbiischels ein bestimmter Punct 
der Geraden, oder ein bestimmter Strahl des Strahlbiischels ent- 
spricht. Aehnlicherweise werden Ebenenbiischel unter sich auf- 
einander bezogen. 

c) Ebenen und Strahlbiischel (im Raume). Zuerst werden eine 
Ebene und ein Strahlbiischel so aufeinander bezogen, dass ihre 
Elemente sich me, folgt, entsprechen: 

jedem Punct in der Ebene ... ein Strahl im Strahlbiischel, 
jeder Geraden in der Ebene . . . eine Ebene im Strahlbiischel. 
Sodann geschieht die Beziehung auch so, dass ihre Elemente einander 
in anderer Ordnung entsprechen. Aehnlicherweise werden sowohl 
Ebenen unter sich, als Strahlbiischel unter sich aufeinander bezogen- 

d) Raume unter sich. Zuerst werden zwei Raume (d. h. der ganze 
oder absolute Raum doppelt gedacht, so dass beide Raume ein- 
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ander durdidringen) so auf einander bezogen, dass jedem Element 
des einen Raumes ein bestimmtes, gleicbartiges Element des anderen 
Raumes entspricbt; und welter werden sie so auf einander bezogen, 
dass auch ungleicbartige Elemente einander entsprecben. 

So wie die Grundgebilde ibrer Natur nach einander entgegengesetzt 
sind, namlicb: 

a) die Gerade dem ebenen Strahlbuscliel, 

p) die Gerade . . v dem Ebenenbuscbel, 

y) der ebene Strablbiiscbel . . . dem Ebenenbiiscliel, 

8) die Ebene dem Strablbiischel 

und sicb solchergestalt auf einander bezieben lassen, dass ihre Elemente 
einander paarweise entsprechen, ebenso stehen aucb im Allgemeinen ihre 
Eigenschaften, ihre Verbindxmgen (zu Figuren) und die aus diesen hervor- 
gehenden Satze einander auf bestimmte Weise entgegen, d. h., kommen 
der einen Art von Gebilden gewisse Eigenschaften oder Satze zu, so finden 
bei der jedesmaligen entgegengesetzten Art von Gebilden ebenfalls be- 
stimmte, jenen entsprechende, aber ihnen entgegengesetzte Eigenschaften 
und Satze statt. Das Wesen dieser Dualitat von Eigenschaften und Satzen 
ist also dmrch die Grundgebilde selbst, d. h. durch die umfassende Yor- 
stellung der Raumelemente , nothwendig bedingt. Damit die Begriindung 
dieser Dualitat auf naturgemasse, klare Weise hervortrete und sich als 
wahr bewahren moge, soil die Betrachtung, so viel es sich thun lasst, so 
gefuhrt werden, dass die einander entgegenstehenden Gebilde immer zu- 
gleich untersucht, ihre entsprechenden Eigenschaften und Satze zugleich 
entwickelt und neben einander gestellt werden. 

Der Hauptinhalt, oder das Wesentliche der gesammten Resultate, die 
durch dieses Werk erzielt und erreicht werden, besteht, wie es sich schon 
aus der vorstehenden Uebersicht bhngefahr. entnehmen lasst: „In Unter- 
suchungen uber die Abhangigkeit der Gestalten (Figuren) von 
einander. 
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Erster Abschnitt. 

Betraehtimg der Geraden, der ebenen Strahlbxischel und der Ebenen- 
biisehel in Hinsieht ihrer projeetiYiselien Beziehungen unter einander. 


Erstes Kapitel. 

Von projectivischen Geraden und ebenen Strahlbiischeln in 

der Ebene. 


Eine Gerade und ein ebener Strablbuschel. 

2. Befinden sich. ein ebener StraUbuschel S5 (Fig. 1) und irgend 
eine Gerade A, die nicM durcb dessen Mittelpunct geht, in einer Ebene, 
so haben sie folgende Beziebung zu einander: 

Burch jeden Punct a, b, c, • b, ... der Geraden geht ein Strahl a, b, 
c, d, ... des Strahlbiischels, und umgekehrt, jeder Strahl des letzteren 
begegnet der Geraden in irgend einem Puncte. Urn die Aufeinanderfolge 
der Strahlen sowohl als der Puncte richtig aufzufassen, lasse man in der 
Vorstellung einen Strahl sich bewegen, so dass er nach und nach in die Lage 
eines jeden der iibrigen gelangt, so wird der ihm zugehorige Punct gleich- 
zeitig die Gerade durchlaufen und nach und nach die Stelle eines jeden der 
iibrigen Puncte einnehmen. Man lasse z. B. den Strahl p, vom Mittelpuncte 
© aus betrachtet, sich rechts herum bewegen, so dass er nach einander in die 
Lage von d, a, f, q, h, c, b kommt, so wird der Punct p die Gerade so 
durchlaufen, dass er nacheinander in die Stellen b, a, f, q, 1§, c, 16 gelangt 
und folgUch sich stets nach einer und derselben Richtung hin bewegt. 
Nur in der einzigen besonderen Lage des Strahles, wo er namlich mit der 
Geraden A parallel ist, welches etwa bei q der Fall sein mag, findet kein 
wirkliches Schneiden desselben mit der Geraden statt; da aber sowohl 
vor als nach dieserLage stets ein wirkliches Schneiden stattfindet, und 
zwar, da der unmittelbar vorhergehende Durchschnitt in der grosstmog- 
lichen Feme auf der Seite iiber 1^ Hnaus, und der unmittelbar nachfolgende 
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Durchschnitt in der grosstmoglichen Feme auf der anderen Seite iiber f 
hinaus liegt, so soil in der Folge der Uebereinstimmnng wegen gesagt 
werden, der Strabl q sei nach dem unendlich entfernten Puncte der 
Oeraden A gerichtet, und es soli dieser unendlich entfernte Punct, wenn- 
gleich derselbe in der Figur nicht wirklich anzutreffen ist, durch q be- 
zoichnet werden. Demnach hatte die Gerade A nur cinen, unendlich ent- 
fernten Punct q, und man kann sich denselben sowohl nach der einen 
Seite (iiber hinaus) als nach der anderen (iiber f hinaus) hin liegend 
Yorstellen *). Auch folgt hiernach, dass umgekehrt ein Strahl, der nach 
dem unendlich entfernten Puncte der Geraden A gerichtet ist, nothwendiger 
Weise mit ihr parallel sein muss. 

Yon den Puncten in der Geraden A zeichnet sich demnach einer vor 
alien iibrigen auf eine eigenthiimliche und bestimmte Weise aus, namlich 
der unendlich entfernte Punct q. Die besondere Eigenschaft dieses Punctes 
gewahrt in der Folge ofter grosse Yortheile, wenn man ihn anstatt irgend 
eines der iibrigen Puncte zu Hiilfe nimmt.* Der ihm zugehorige Strahl q, 
der namlich mit der Geraden A parallel ist, soil von nun an „Parallel- 
strahl“^ heissen. Dieser Strahl gewahrt ahnliche Yortheile, wie jener 
Punct, nach welchem er gerichtet ist. 

Hat man auf obige Weise einen ebenen Sti'ahlbiischel 35 und eine 
Gerade A dergestalt auf einander bezogen, dass ihre Elemente paarweise 
zusammengehoren, namlich dass die Puncte a, b, c, b, . . . in der Geraden 
A den Strahlen a, b, c, d, . . . im Strahlbuschel 35 entsprechen , so kann 
man diese Beziehung festhalten, wahrend man die Gebilde (A, i8) selbst auf 
irgend eine Weise ihre urspriingliche Lage andern lasst, d. h. , man kann 
dieselben in eine solche Lage gebracht denken, wie etwa in (Fig. 2), wo zwar 
nicht mehr die Strahlen des Strahlbiischels durch die ihnen entsprechenden 
Puncte der Geraden gehen, aber wo sowohl jene Strahlen for sich, als 
diese Puncte fiir sich ihre gegenseitige Lage nicht geandert haben. Jede 
solche veranderte Lage der Gebilde, wo namlich die Strahlen des Stralil- 
biischels 35 nicht mehr durch die ihnen urspriinglich zugehorigen Puncte 
der Geraden A gehen, soli fortan „schiefe Lage‘^ heissen, wogegen die 
urspriingliche Lage „perspectivisch“ genannt werden soil. Ferner sollen 


Dass in einer Geraden mir ein einziger unendlich entfernter Punct gedacht 
werden darf, wird in der Folge durch viele unbestreitbare Thatsachen bestiitiget werden. 
Dahin geboren z. B. die Asymptoten der Hyperbel. Eine Gerade hann bekanntlich die 
Hyperbel nur in einem Puncte beriihren. Nun wird aber allgemein die Asymptote als 
Tangente angesehen, deren Beruhrungspunct unendlich entfernt ist; da aber zwei Arme 
der Hyperbel nach entgegengesetzten Seiten hin sich der Asymptote in’s Unendliche 
fort gleichmassig nahern , so muss folglich ihr Beruhrungspunct sowohl nach dor einen 
als nach der anderen Seite bin unendlich entfernt liegen, und folglich ist in der Asymptote 
nur ein einziger unendlich entfernter Punct anzunehmen. 

Steiner’s Werke. I. 
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die Gebilde A, 25, wenn sie auf die angegebene Weise aufeinander bezogen 
sincl, dass namlich ihre Elemente (Puncte und Strahlen) nach der Ordnung, 
in der sie einander paarweise entsprechen, bestimint und festgebalten sind, 
„projectiviscli‘^ heissen. Wenn iibrigens in derFolge gesagt wird, zwei 
Gebilde A, 23 seien perspectivisch, so will dies so viel sagen, als die 
Gebilde seien projectivisch und befinden sicli in perspectivi sober Lage. 

Die soeben festgesbdlten Benennungen, die leicht unpassend scbeinen 
diirften, werden durch ihre Uebereinstimmung mit anderen Benennungen, 
welcbe ganz sachgemass sind, und weiter unten festgesetzt werden, gerecht- 
fertigt. 

3. Befinden sich ein ebener Strahlbiischel 23 und eine Gerade A, die 
projectivisch sind, in perspectivischer Lage, so ist mit jedem StraM des 
Strablbiischels der ihm entsprechende Punct in der Geraden, und umge- 
kehrt mit dem letzteren der erstere unmittelbar gegeben. Anders verhalt 
es sich, wenn sich die Gebilde in schiefer Lage befinden. Hier wird man 
nur, wenn mehrere entsprechende Elementenpaare gegeben sind, dnrch die- 
selben mittelst bestimmter Gesetze (Relationen) zu jedem anderen Element 
des einen Gebildes das entsprechende Element des anderen Gebildes (inden, 
Oder die Gebilde in ihre urspriinglicbe perspectivische Lage zuriickbringen 
konnen. Diese Gesetze sollen nun zunachst gesucbt werden. 

Die Puncte in der Geraden A sind unter sich durch ihre Abstande 
von einander, und die Strahlen des Strahlbuschels 23 sind unter sich durch 
die zwischen ihnen liegenden Winkel bestimmt. Daher miissen sich die 
genannten Gesetze auf diese Abstande und Winkel beziehen. Die einfachste 
Bestimmung eines Winkels besteht aber darin, dass man zwischen seinen 
Schenkeln ein rechtwintliges Dreieck annimmt und das Verhaltniss zweier 
Seiten desselben festhalt. Dieses fuhrt daher zu folgenden Beti'achtungen: 

Es sei p (Pig. 1) derjenige Strahl, der auf der Geraden A senkrecht 
ist. Aus einem beliebigen Puncte oc des Strahles a und aus a seien auf 
den Strahl d die Lothe aS, ah^ herabgelassen, dann sind einerseits die 
rechtwinkligan Dreiecke 23 pb und ab^b, und andererseits die rechtwinkligen 
Dreiecke ^abj und 23 a 3 ahnlich, so dass 

A — Jii 
m ~ ab S3a ©a ’ 

woraus durch Verbindung folgt: 

(1) ■ as^.ab = Sa.Sb—- 

Durch das Verhaltniss aS:i8a TOrd der Winkel zwischen den Strahlen 
a, d bestimrat oder gemessen, und zwar ist dieses Verhaltniss von der 
Lage des angenommenen Punctes a unabhangig, d. h., es bleibt unver- 
andert, wo man auch dieson Punct in dem Strahle a annehmen mag. Ein 
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solches winkelmessendes Verhaltniss nennt man gewohnlicli Sinus, so dass, 
wenn man den genannten Winkel durch (ad) bezeichnet, das in Rede 
steliende Verhaltniss durch sin (ad) vorgestellt wird. Riese Bezeichnung 
kann hier beibehalten werden, ohne dass dadurch die Art der Betrachtung 
(die Methode) aufhdrt synthetisch zu sein, weil durch dieselbe nur ein 
gewisses, durch zwei Gerade (aS, a3S) darstellbares, den gedachten Winkel 
bestimmendes Verhaltniss angedeutet wird. Die Gleichnng (1) yerwandelt 
sich dadurch in folgende: 


(2) 

35p.ab = 

33a.SBb.sin(ad), 

Oder 



(3) 

ab 

aSa.SBb 

sin (ad) 



„Dieser Ausdruck (3) zeigt die Beziehung, die zwischen 
einem Winkel (ad) des Strahlbiischels SS und dem ihm ent- 
sprechenden Abschnitt ab der Geraden A stattfindet.^^ 

Dieselbe Beziehung lasst sich, wie es der Gegensatz erfordert, anderer- 
seits auf entsprechende Weise durch 

(" 4 ') 

^ ^ sin(ad) sm(Aa).sin(Ad) 

ausdriicken, wo von man sich leicht liberzeugen wird^). 

4. Da man auf gleiche W^eise zwischen jedein Winkel des Stralil- 
biischels 35 und dem ihm entsprechenden Abschnitte der Geraden A einen 
ahnlichen Ausdruck findet wie der eben gefundene (§ 3, 3), so hat man 
fiir vier beliebige Elementenpaare, etwa fiir a, b, c, d und a, b, c, b 
nachstehende sechs Ausdriicke: 


(1) 

ab 

Sa.aSb 

(4) 

be 

SBb.ffic 

sin (ad) 

1 

sin (be) 


(2) 

ac 

aSa.SSc 

(5) 

bb 

Sb.aSb 

sin(ac) 

~ I8p ’ 

sin(bd) 

~ ^p ’ 

(3) 

ab 

asa.asb 

(6) 

cb 

ssc.asb 

sin(ab) 

“ ’ 

sm(cd) 



Vier von diesen Ausdriicken, namlich (1), (2), (4), (5), lassen sich, 
wie leicht zu sehen, so verbinden, dass man hat: 


ab bb ac ^ be 

sin(ady ‘ sin(bd) sin(ac) * sin(bc) ’ 


*) Diese Beziehung (3, 4) wird sich in der Polge noch ofter als sehr fruchthar be- 
wahren. 
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Oder 

(I) 


sin (ad) ^ sm(ac) 

bb’Bc sin(bd) ’ sin(bc) 


Dieser Ausdruck ist, wie man sieht, niclit mehr von der Lage der 
Gebilde A abhangig, da in ihm nicht mehr die begrenzten Theile 25 a, 
25 b, ... der Stralilen vorkominen, er gilt demnacli sowolil fiir die schiefe 
als perspectivisclie Lage der Gebilde, und folglich enthalt er das oben 
(§ verlangte Gesetz. Namlicli er zeigt: 

„Dass bei irgend vier entsprechenden Elementenpaaren 


a, b, c, d und a, 6, c, b ein gewisses DoppelverhOtniss 



gebildet aus vier Abschnitten der Geraden A, gleicli ist dem 

Doppelverliiiltniss welches auf entsprechende 

Weise aus den Sinus derjenigen Winkel des Strahlbiischels 25, 
die jenen Abschnitten entsprechen, gebildet ist^^ 

Die Art, wie die Doppelverhaltnisse zusammengesetzt sind, ist leicht 
zu sehen. Namlicli das Doppelverhaltniss links ist aus den vier Abstanden 
zweier Puncte (a, b) von den beiden iibrigen (c, b) gebildet, und zwar so, 


dass das Verlialtniss 



der Abstande der zwei ersteren Puncte von 


einem der letzteren (b) durch das Verhaltniss 



ihrer Abstande von 


dem anderen (c), in gleicher Ordnung genommen, gemessen wird. Das 
Doppelverhaltniss rechts ist auf entsprechende Weise zusammengesetzt. 

Es ist gleichgiiltig, welches der beiden Punctepaare oder Strahlenpaare 
man als das erste annimmt, denn die Glieder des obigen Ausdrucks (I) 
lassen sich, ohne dass dadurch die Gleichung gestort wird, wie foigt, um- 
stellen: 


ab bb sin(ad) ^ sin(bd) 

ac’ be sin(ac) * sin(bc) ’ 

wo nun, im Tergleich mit vorhin, c und b das erste und a und b das 
zweite Piinctepaar ist, und wo Aehnliches von den beiden Strahlenpaaren gilt. 

Die vier Puncte, so wie die vier Strahlen aber lassen sich auf drei 
wesentlicli verschieclene Arten einander paarweise entgegenstellen, namlich; 

a) die Puncte a, b den Puncten c, b; a) die Strahlen a, b den Strahlen c, d; 

P) - - a, c - - 6,b; P) - - a,c - - b, d; 

t) - - a, b - - b, c; y) - - a, d - - b, c. 

Da man fiir jede dieser drei Zusammenstellungen auf - gleiche Weise 
einen almliclien Ausdruck findet wie den obigen (I), so bat man statt des 
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stzteren zugleich folgende drei Ausdriicke: 

gc ab sm(ac) siii(ad) 

be ‘ bb siii(bc) * sm(bd) ’ 

ab ab sm(ab) ^ sin (ad) 

cb ' cb sm(cb) ‘ sin(cd) ’ 

ab ac sm(ab) ^ sin(ac) 

bb * be sm(db) ' sin(dc) 

Je zwei Puncte oder Stralilen, die bei einer von diesen di’ei Zusammen- 
stellungen als ein Paar znsammengefasst werden, sollen fortan „zugeord- 
nete^^ Puncte oder Strahlen heissen. 

In Hinsicht der gegenseitigen Lage der zwei ziigeordneten Punctepaare 
oder Strahlenpaare sind zwei merklicb verscHedene Falle zu unterscheiden, 
namlich : 

a) entweder folgen die Puncte oder Strahlen jedes Paares unmittelbar 
nach einander, wie z. B. in den beiden Zusammenordnungen (p) 
und (y); oder 

b) die Puncte oder Strahlen der beiden Paare folgen abwechselnd 
aufeinander, wie z. B. in der Zusammenordnung (a). 

Diese Falle sind immer fur die vier Puncte und fiir die ihnen ent- 
sprechenden vier Strahlen ubereinstimmend, d. h., befinden sich erstere 
ini Falle (a), so sind es auch letztere, und befinden sich erstere im Falle (b), 
so sind es auch die letzteren; und auch umgekehrt. 

5. Aus dem allgemeinen Gesetze (§ 4) fiber vier beliebige Elementen- 
paare der projectivischen Gebilde A, S3 lassen sich unmittelbar nachstehende 
Folgerungen ziehen: 

Halt man bei der perspectivischen Lage der Gebilde (Fig. 1) die vier 
Puncte a, b, b, c in der Geraden A fest, wahrend man den Mittelpunct SB 
des Strahlbfischels S3 sich beliebig in der Ebene herum bewegen lasst, 
sowohl auf der einen als auf der anderen Seite der Geraden A, so andern 
sich zwar die Winkel, welche die vier Strahlen a, d, b, c mit einander 
einschliessen, in jedem Augenblicke, aber die aus den Sinus dieser Winkel 
zusammengesetzten Doppelverhaltnisse in den obigen Ausdrficken (§ 4, II) 
behalten unveranderliche Werthe, namlich diese Werthe sind stets den 
Werthen der entsprechenden Doppelverhaltnisse (links) gleich, welche aus 
den Abstanden der vier festen Puncte a, b, b, c von einander zusammen- 
gesetzt sind. — Werden umgekehrt die vier Strahlen a, d, b, c des Strahl- 
bfischels 33 in bestimmter Lage festgehalten, wahrend die Gerade A ihre 
Lage auf alle mogliche Weise andert, so andern sich zwar mit der Lage 
der Geraden auch zugleich ihre Abschnitte zwischen den jedesmaligen vier 
Durchschnittspuncten a, b, b, c, aber die aus diesen Abschnitten zusammen- 
gesetzten Doppelverhaltnisse (§ 4, 11) behalten stets dieselben Werthe, well 


( 8 ) 

(H) I (9) 

( 10 ) 
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sie namlicli stets den Werthen der entsprechenden Doppelverlialtnisse rechts 
gleich sind. Es folgt daraus der nachstehende Doppelsatz: 

„Bei alien Strahlbiischeln, „Bei alien Geraden, welche 

von welchenvier Strahlen durcli die namlichen vier bestimmten 
die namlichen vier bestimmten Strahlen (a, d, h, c) eines Strahl- 

Piincte (a, b, t), c) einer Geraden buschels S3 schneiden, haben 

A gehen, haben die drei Doppel- die drei Doppelverhaltnisse, 

verhaltnisse, die sich ans den die sich aus den Abstanden 

Sinus der von den jedesmaligen der jedesmaligen vier Durch- 

vier Strahlen eingeschlossenen schnittspuncte (a, b, b, c) von 

Winkel zusammensetzen las- einander zusammensetzen las- 

sen, einerlei Werthe;^^ namlicli sen, einerlei Werthe;" namlich 

diesG Werthe sind jedesmal den diese Werthe sind jedesmal den 

Werthen der drei Doppelverhalt- Werthen dor drei Doppelverhaltnisse 

nisse gleich, welche aus den Ab- gleich, welche aus den Sinus der von 

stiinden der vier festen Puncte von den vier festen Strahlen eingeschlosse- 

einander zusammengesetzt sind. nen Winkel zusammengesetzt sind. 

Den Satz rechts hat ein franzosischer Mathematiker, Brianchon, zuerst 
bekannt gemacht, in einer schatzbaren Abhandlung tiber die Linien der 
zweiten Ordnung (Memoire sur les Ugnes du second ordre, p. 7, Paris 1817). 

6. Ferner folgt aus dem obigen Gesetz (§ 4) unmittelbar: 

a) „Dass das ganze System der einander entsprechenden 
Elementenpaare zweier projectivischen Gebilde A, 25 bestimmt 
sei, sobald irgend drei Paare gegeben sind, d. h., wenn irgend 
Irei Elementenpaare gegeben sind, so kann mittelst derselben 
zu jedem gegebenen vierten Element des einen Gebildes das 
entsprechende Element des anderen Gebildes gefunden werden, 
und die Gebilde lassen sich dadurch, wenn sie sich in schiefer 
Lage befinden, in die urspriingliche oder perspectivische Lage 
zuriickbringen.“ 

Diese Behauptung mag, wie folgt, noch naher erortert werden. 

1. Es seien z. B. die drei Elementenpaare a, b, c und a, b, c (Fig. 2) 
gegeben, so kann daraus zu jedem beliebig gegebenen vierten Strahl d 
des Straldbiischels ® der entsprechende Punct b in der Geraden A, oder 
umgekehrt, zu diesem, wenn er gegeben ist, kann jener gefunden werden. 
Denn vermoge eines jeden der drei Ausdriicke (§ 4, II), z. B. vermoge des 
Ausdruckes 

ac ab sin( ac) ^ sin(ad) 

be ’ bb ~ sin(bc) ’^in(bd)~ 

ist im ersten Falle der Werth des Verhaltnisses 

bb ’ 


und im anderen 
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Falle der Werth des Verlialtnisses 


sin (ad) 
sin(bd) 


durch die jedesmaligen xibri- 


gen drei Verhaltnisse gegeben. 

Nun kann, wenn das Verhaltniss ab:bb gegeben ist und die Puncte 
a, b fest sind, der gesuchte Punct b offenbar nur an zwei Stellen dieser 
Bedingung geniigen, und zwar sind diese in Bezug auf die zwei festen 
Puncte a, b dadurch unterscMeden, dass der Punct b das eine Mai 
zwiscken denselben und das andere Mai jenseits derselben liegt. Von 
diesen zwei Lagen kann aber dem Puncte b jedesmal nur eine zukoinmen, 
und zwar wird durch die gegenseitige Lage der vier gegebenen Stralilen 
entscMeden, welclie von beiden es sei, denn je nachdem die einander zu- 
geordneten StraHenpaare a und b, c und d nacbeinander oder abwecb- 
selnd sicli folgen, findet aucb bei den Punctepaaren a und b, c und b 
Folge Oder Abwechslung statt(§4), wodui’ch dann jedesmal entschiedeu 
werden kann, welclie der zwei genaunten Lagen dem Puncte b zukomme. 

Ebenso kann, wenn der Punct b gegeben und dagegen der Strahl d 
ge’sucht wird, der letztere dem gegebenen Verbaltnisse sin(ad): sin(bd) 
nur in zwei verschiedenen Lagen geniigen, und durch die gegenseitige Lage 
der vier gegebenen Pimcte a, b, c, b wird entschiedeu, in welcher von beiden 
Lagen allein er dem gegebenen Puncte b entsprechen kann. 

Spaterhin werden sich sehr bequeme Mittel darbieten (§ 24, IV), um 
das jedesmalige gesuchte Element schnell und sicher zu fmden*). 

11. Ferner wird die obige Behauptung (a) durch folgende Betrachtung 
erwiesen, die zugleich Anleitung giebt, die Grebilde A, 23 aus der schiefen 
(Fig. 2) in die perspectivische Lage (Fig. 1) zuriickzubringen. 

Sind namlich a, b, c (Fig. 5) die drei gegebenen Puncte in der Geraden 
A, und betrachtet man von den drei gegebenen Strahlen a, b, c vorerst 
nur zwei, etwa a, b, so ist, wenn diese durch die festen Puncte a, b 
gehen und einen bestimmten Winkel (ab) einschliessen sollen, der Ort des 
Scheitels 23 dieses Winkels auf zwei bestimmte gleiche Kreislinien a 23 b, 
a23ib beschrankt, die beide durch die zwei festen Puncte a, b gehen. 
Eben so ist, wenn man die zwei Strahlen a, c allein unter der Bedingung 
betrachtet, dass sie durch die festen Puncte a, c gehen und einen gegebenen 
Winkel (a c) einschliessen sollen, der Ort des Scheitels 23 dieses Winkels 


*) Sollte iiber die zwiefache Lage des jedesmaligen gesuchten Elementes bloss ans 
den in Zahlen gegebenen Werthen der Verhaltnisse ®ntschieden werden, 

ohne Ansicht der Figur, so rniisste man bei der Znsammensetznng der Verhaltnisse in 
dem obigen Ausdrucke die Verschiedenheit der Lage der Elements gegen einander durch 
die Zeichen + und — bemerklich machenj so wurde alsdann das Vorzeichen der Verhalt- 
nisse ^ uber das Zweifelhafte der Lage des gesuchten Elementes entscheiden. 

bb ’ sin(bd) ® 
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auf zwei bestimmte gleiche Kreislinien aSSc, aSjC beschr&kt, die durch 
die Puncte a, c gehen. Daher lassen sicli die Sclieitel der beiden gege- 
benen Winkel (ab), (ac), wepn ilire Sclienkel a, b, c durch die festen 
Piincte a, lb, c gehen sollen, nur in denjenigen beiden Pmicten 58, 58i ver- 
einigen, in welchen sich die auf einerlei Seite der Geraden A liegenden 
Ortskreise einander (ausser in a) zum zweiten Male schneiden. 

Dadurch ist offenbar die Richtigkeit der obigen Behauptung (a) dar- 
gethan. Denn befanden sich die beiden Gebilde 23, A in beliebiger schiefer 
Lage, wie etwa in (Fig. 2), so folgt aus dieser Betrachtung, dass sie, sobald 
drei entsprechende Elementepaare a, b, c und a, b, c gegeben sind, nicht 
auf wesentlich verschiedeiie Ai*ten in perspectivische Lage gebracht werden 
konnen, d. h. in solclie Lage gebracht werden konnen, wo die chei gege- 
benen Strahlen durch die ihnen entsprechenden drei Puncte gehen. Nam- 
lich wird z. B. die Lage der Geraden A als fest angenommen, etwa in 
(Fig. 5), so kann wohl der Strahlbiischel auf beiden Seiten derselben ent- 
weder in die Lage von 23 oder in die Lage von 23 gebracht werden, aber 
offenbar wird in beiden Fallen jeder beliebige vierte Strahl d des Strahl- 
biischels mit dem namlichen Puncte b der Geraden A zusammentreffen. 
Oder wird der Strahlbiischel 23 in irgend einer Lage als fest angenommen, 
etwa in (Fig. 6), so kann wohl die Gerade entweder in die Lage von A 
Oder in die Lage von A^ gebracht werden, und zwar so, dass A und A^ 
parallel skid, und wo der Mittelpunct 23 des Strahlbiischels in der Mitte 
zwischen ihnen liegt, aber offenbar wird in beiden Fallen jeder beliebige 
vierte Punct b der Geraden mit dem namlichen Strahl d des Strahl- 
biischels 23 zusammentreffen. 

Aus der vorstehenden Betrachtung, so wie auch aus der obigen (I), 
folgt ferner zugleich: 

p) „Dass man bei zwei beliebig liegenden Gebilden 23, A 
ganz nach Willkur drei Paar Elemente a und a, b und b, c und c 
auswahlen und sodann festsetzen konne, die Gebilde sollen pro- 
jectivisch und diese Elementenpaare sollen entsprechende Ele- 
mentenpaare sein.‘^ 

Endlich folgt noch durch Umkehrung der nachstehende Satz: 

y) „Sind die Elemente a, b, c, d, . . . und a, b, c, b, . . . zweier 
Gebilde 23 und A der Reihe nach solchergestalt gepaart, dass 
je vier Elementenpaare dem obigen Gesetze (§4,11) geniigen, 
wobei nothwendiger Weise die jedesmaligen vier Elemente des 
einen Gebildes mit denen des anderen Gebildes iibereinstimmende 
gegenseitige Lage haben miissen, so sind die Gebilde in Bezie- 
hung auf alle jene Elementenpaare projectivisch.^*^ 

7. In Ansehung der obigen Ausdriicke (§ 4, II), die das Gesetz dar- 
stellen, welchem bei zwei projectivischen Gebilden A, 58 im Allgemeinen 



7 . 


Eine Gefade und ein Stralilbiischel. 


249 


je vier entsprechende Elementenpaare a, b, c, b :und a, b, c, d unterworfen 
sind, konnen verscHedene besondere Falle eintreten, die namlich von eigen- 
thiiinlicher Lage der jedesmaligen vier Elemente herriilu'en, von denen 
einige interessant genug sind, um hier naher erortert zu werden. 

Es konnen namlich erstens solclie Falle eintreten, wo die in den 
genannten Ausdriicken enthaltenen Doppelverhaltnisse vereinfacht werden, 
und zwar dadurch, dass in einem solchen Doppelverhaltniss zwei Glieder 
gieich werden und gegen einander gehoben werden konnen, oder dass das 
Doppelverhaltniss (wenn es sich auf die vier Strahlen a, b, c, d bezieht), 
auf sonstige Art auf ein einfaches Verhaltniss gebracht wird. Dahin ge- 
horen z. B. folgende Falle: 


Wemi von den vier Puncten in 
der Geraden A entweder a) einer 
in der Mitte zwischen zwei an- 
deren liegt, oder b) wenn einer der 
unendlich entfernte Punct der Gera- 
den ist. 


Wenn von den vier Strahlen des 
Strahlbiischels 35 entweder a) einer 
mit zwei anderen gleiche Winkel 
einschliesst, oder p) wenn zwei Strah- 
len zu einander rechtwinklig sind. 


L Denn wenn a) etwa der Punct b (Fig. 1) in der Mitte zwischen 

a und b liegt, so ist das Verhaltniss = 1, und daher vereinfacht 

sich in diesem Falle in dem obigen Ausdrucke (§ 4, 11, 8) das Doppelver- 
haltniss links wie folgt: 

, , ^ sin(ac) sin (ad) 

(1) ac : be = . : 7 i - i< • 

^ ^ sm(bc) sin(bd) 

Wenn ferner b) unter den vier Puncten sich der imendlich entfernte 
Punct q (§ 2) der Geraden A befindet, wenn etwa die vier Puncte a, b, c, q 
gegeben sind, dann sind offenbar die Abstande des letzteren von den 
drei iibrigen, namlich aq, bq, cq, als einander gieich zu achten, da sie 
sammtlich unendlich gross, und nur durch die Abschnitte ab, ac, be von 
einander unterschieden sind, so dass also jedes der drei Verhaltuisse 

A9_ schlechthin =1 ist, und dass folglich in diesem Falle 

bq ’ cq ’ cq ’ 

die genannten Doppelverhaltnisse (§ 4, II), wenn man darin q an die Stelle 
von b setzt, sich, wie, folgt vereinfachen: 

sin(ac) ^ sin(aq) 
sin(bc) ' sin(bq) ’ 
sin(ab} ^ sin(aq) 
sin(cb) ’ sin(cq) ’ 
sin(ab) ^ sin(aG) 
sin(qb) ' sin(qc) 


( 2 ) 


ac:6c 

at) : ac 
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Durch jeden dieser letzteren drei Ausdriicke wird, wie man siekt, 
der ParallelstraM q bestimmt, sobald irgend drei entsprechende Elementen- 
paare a, !),. c und a, b, c gegeben sind. 

Wenn andererseits a) etwa der StaM d in der Mitte zwiscken a und 

b liest, so ist das Verkaltniss = 1, md dalier hat man den 

^ ’ sm(bd) 

Fall, wo c und d zugeordnete Strahlen sind (§ 4, 8), 

(3) ^ smCac):sin(bc). 

Wenn ferner (p) zwei Strahlen, etwa a und b, zu einander senkrecht 
sind, so ist 

sin(bc) = cos(ac), und sin(bd) = cos(ad), 

Oder 

sin(ac) = cos(bc), und sin (ad) = cos(bd), 
und daher hat man, wenn a und b als zugeordnet angenommen werden (§4, 8): 


(i) 


ac gb 

TT'IF 

Oder 

ac gb 
be * bb 


tg(ac):tg(ad), 

tg(bd):tg(bc). 


11. Die vorstehenden Falle geben, wie man bemerken wird, ein be- 
quemes Mittel an die Hand, urn den Werth eines gegebenen Doppelver- 
hiiltnisses, sei dasseibe von vier Puncten g, b, c, b, oder von vier Strahlen 
a, b, c, d abhangig, durch ein einfaches Verhaltniss darzustellen; oder 
auch umgekehrt, urn beliebige Systeme von vier Puncten oder von vier 
Strahlen zu finden, denen ein Doppelverhaltniss zukommt, dessen Werth 
dul'ch ein einfaches Verhaltniss gegeben ist.' 

■ Denn soil z. B. der Werth eines von den vier Puncten a, b, c, b, oder 
von den vier StraUen a, b, c, d (Fig. 3) abhangigen Doppelverhaltnisses 
durch ein einfaches Verhaltniss dargestellt werden, so kann dies, zufolge 
des Doppelsatzes in (§ 5), wie folgt, geschehen. Da namlich einerseits 
die. genannten vier Strahlen alle Geraden unter cincrlei Doppelverhaltniss 
schneiden, so ist also nur noting eine Gerade so zu ziehen, dass sie 
entweder 

a) die vier Strahlen so schneidet, dass von den vier Durchschnitts- 
puncten irgend einer in der Mitte zwischen zwei anderen liegt (I, a); dieser 
Bedingimg kann die Gerade A^ offenbar in 12 verschiedenen Richtungen 
geniigen, well namlich der Durchschnitt jedes Strahls in der Mitte zwischen 
je zwei der drei iibrigen Durchschnitte liegen kann, mithin giebt es 12 
Systeme von parallelen Geraden, welche alle jene Bedingung erfiiUen; oder 

b) mit irgend einem der vier Strahlen parallel ist (I, b); dieser Be- 
dingung kann also die Gerade Aj in vier verschiedenen Richtungen ge- 
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niigen, oder es giebt vier Systeme von parallelen Geraden, welche alle 
diese Bedingung erfiillen; z. B. es sei die Gerade etwa mit dem StraHe 
c parallel, so werden also die Verhaltnisse 

bA oA oA 

nach der Reibe mit den Doppelverhaltnissen in den obigen Ausdriicken 
(§ 4, II) gleiche Werthe baben. 

Dnd da andererseits jeden vier Strahlen eines Strablbiiscbels, welcbe 
durcb die vier festen Puncte a, t), c, b geben, Doppelverbaltnisse von einer- 
lei Wertbe zugebdren, so ist, nm der obigen Fordernng zu genligen, nur 
ndtbig, den Mittelpunct eines Strablbiiscbels so anzunebmen, dass ent- 
weder 

a) von den vier Strablen a^, b^, Cj, d^, welcbe durcb jene festen Puncte 
geben, irgend einer in der Mitte zwiscben zwei anderen liegt (I, a); unter 
dieser Bedingung ist der Ort des Mittelpuncts SSj im Ganzen auf 12 be- 
stimmte Kreise beschrankt, dei'en Mittelpuncte sammtlicb in der festen 
Geraden A liegen, was nacbher (§ 8, III) bewiesen wir.d; oder 

p) dass von den vier Strablen a^, b^, c^, dj irgend zwei zu einander 
senkrecbt sind (I, P); vermdge dieser Bedingung ist der Ort des Mittel- 
puncts SSj offenbar auf diejenigen 6 Kreise bescbrankt, welcbe die Abstande 
der vier festen Puncte a, b, c, b von einander, also die Strecken ab, ac, 
ab, be, bb und cb, zu Durchmessern baben. 


Harmonische Elemente. 


8. Es kann zweitens der besondere Fall eintreten, wo in den vor- 
bin erwabnten Ausdriicken (§ 7) der Wertb eines Doppelverhaltnisses 
= 1 wird- 

I. A^on den drei Ausdriicken (§4, II) gestattet jedesmal nur einer 
die Annahme, dass der Wertb der darin entbaltenen Doppelverbaltnisse 
= 1 werden kdnne, z. B. wenn sie sicb auf (Fig. 1) bezieben, so gestattet 
nur der Ausdruck (§ 4, 8), in welcbem die abwecbselnden Puncte, so wie 
die abwecbselnden Strablen einander zugeordnet sind (§ 4, b), diese An- 
nabme ; dass die beiden iibrigen Ausdriicke diese Annabme niebt erlauben, 
faUt beim blossen Anblick der Figur in die Augen. Wird in der That 
bei jenem ersteren Ausdrucke eines der beiden Doppelverbaltnisse = 1 
angenommen, so ist notbwendiger Weise aucb das andere —1, so dass 
man bat: - 


( 1 ) 

und daher zugleicb 

ac ab 

be ~ bb 


ac 

be 


ab 


bb 


( 2 ) 


sin(ac) ^ sin(ad) 
sin (be) * sin(bd) 


sin(ac) sin(ad) 

sin (be) sin(bd) ’ * 


( 2 ) 
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Oder 

/o^ ca _ cb sin(ca) sm(cb) 

ba bb ’ ^ ^ siii(da) sm(db) ’ 

woraus man sieht, wie die gegenseitige Lage der beiderseitigen vier Ele- 
mente in diesem Falle beschaffen ist, namlich: 

„In diesem Falle liegen die vier „In diesem Falle liegen die vier 

Puncte a, b, b, c so, dass die Ab- Strahlen a, d, b, c so, dass die Si- 

stande zweier zugeordneten (a, b, nus der Winkel, welche zwei zu- 

oder b, c) von den zwei anderen geordnete (a, b, oder d, c) mit den 

gleiches Verbaltniss zu einander zwei anderen einschliessen, gleiclies 

baben (proportional sind), d. li., Verbaltniss zu einander baben, d. h., 

dass das Verbaltniss der Abstande dass das Verbaltniss der Sinus der 

eiues Punctes von zwei zugeord- Wink el, welcbe ein Strabl mit zwei 

neten Puncten gleicb ist dem in zugeordneten Strablen einscbliesst, 

abnlicher Beziehung genommenen gleicb ist dem in abnlicber Bezie- 

Verbiiltniss der Abstande des ibm bung genommenen Verbaltniss der 

zugeordneten (vierten) Punctes von Sinus der Winkel, welcbe der vierte 

jenen zwei Puncten." Strabl mit jenen zweien einscbliesst. 

Unter diesen Bedmgungen beissen die vier Puncte a, b, b, c „vier 
barmoniscbe Puncte", und die vier Strablen a, d, b, c „vier bar- 
moniscbe Strablen".*^") Ferner sollen in diesem Falle je zwei zuge- 
ordnete Puncte (a und b, c und b) oder Strablen (a und b, c und d) fort- 
an „zugeordnete barmoniscbe Puncte oder Strablen" genannt werden. 

Dass die neben einander stebenden Gleicbungen (2) zugleicb statt 
finden, kann biernacb mit Worten, wie folgt, ausgesprocben werden: 

a) 3 ,Wenn beizwei projectivischen Gebilden A, S5 irgend vier 
Elemente des einen Gebildes barmoniscb sind, so sind aucb die 
ibnen entsprecbenden vier Elemente des anderen Gebildes bar- 
moniscb." 

Dieser Satz lasst nicbt nur eine einfacbe Umkebrung zu, sondern es 
findet in dieser Hinsicbt Folgondes statt: 

Da namlicb die Lage von vier barmoniscben Elementen so bescbaffen 
ist, dass durcb je drei derselben, wofern angegeben ist, welcbe zwei davon 
einander zugeordnet sein sollen, offenbar das vierte unzweidcutig bestimmt 
ist, z. B. wenn a, b, c oder a, b, c gegeben, und zwar a und b, oder a 
und b einander zugeordnet sind, so ist b oder d genau bestimmt (§ 6, I); 
imd da ferner die projectiviscbe Beziebung zweier Gebilde A, S3 durcb 
irgend drei entsprecbende Elementenpaare, die nacb Willkiir angenommen 

Lahire neniit in seinem Traits des sections coniques vier solche Sti’ahlen „Aar- 
7no7iicales^\ und BriancJion nennt sie in seiner oben erwiihnten Schrift „faisceau har- 
jnoniqiie^t 
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werden diirfen, bestimmt ist (§ 6, p), so werden also die Gebilde A, 23 
in Ansehung der beiderseitigen barmonischen Elemente a, b, b, c nnd a, 
d, b, c nicht nur auf eine Art, wenn etwa die gleichnamigen Elemente 
einander entsprechen, projectiviscli sein kbnnen, sondern vielmehr in alien 
Fallen, -wo irgend zwei zugeordnete harmonische Elemente des einen Ge- 
bildes irgend zwei zugeordneten harmonischen Elementen des anderen Ge- 
bildes entsprechend angenommen werden, also in 8 Fallen, weil namlich 
unter dieser Bedingung die vier Strahlen den vier Puncten a, b, b, c in 
folgenden 8 verscMedenen Rangordnungen entsprechen konnen: 

adbc bdac dacb cadb 

acbd bead dbca cbda. 

Demnach hat man den nachstehenden Satz: 

P) „Sind in jedem von zwei Gebilden A, 25 irgend vier har- 
monische Elemente gegeben, und man lasst diese ■ Elemente, 
nach irgend einer Ordnung genommen, einander paarweise ent- 
sprechen, jedoch so, dass irgend zwei zugeordneten harmo- 
nischen Elementen des einen Gebildes auch zwei zugeordnete 
harmonische Elemente des anderen Gebildes entsprechen, wel- 
ches auf acht verschiedene Artcn stattfinden kann, so sind die 
Gebilde in Ansehung der jed^smaligen vier Elementenpaare 
projectivisch." 

n. Statt der obigen allgemeinen Satze in (§ 5) hat man im gegen- 
wartigen Falle, wo die jedesmaligen vier Elemente harmonisch sind, fol- 
gende Satze (I, a); 

5 ,Jede vier Strahlen, die von 
irgend einem Mittelpunct aus 
durch vier feste harmonische 
Puncte a, b, b, c gehen, sind 
harmonisch.^ Oder: 

„Vier harmonische Puncte 
bestimmen mit jedem anderen 
Puncte vier harmonische Strah- 
len 

III. In Betracht der gegenseitigen Lage, welche vier harmonische 
Elemente unter sich haben konnen, finden folgende Umstande statt: 

Wenn vier hai'monische Puncte a, b, b, c, von denen a und b, c und 
b einander zugeordnet sind, nach der Ordnung, wie (Fig. 3) sie vorstellt, 
auf einander folgen, muss nothwendig b naher bei b als bei a liegen (I, 2), 

Das Wesentlicke der obigen Satze hat Carnot in seinem Essai sur la tMorie 
des transversales znerst gegeben. Einen Theil dayon haben schon die Griechen • gekannt 
{Pappus, Collect. Mathem. libr. YIL Propos. CXL^O- 


„Jede vier Puncte, in wel- 
chen irgend eineGerade vonvier 
festen harmonischen Strahlen 
a, d, b, c geschnitten wird, sind 
harmonisch." Oder: 

„ Vier harmonische Strahlen 
schneiden jede Gerade in vier 
harmonischen Puncten"*). 
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weil dies offenbar fiir c der Fall ist; und umgekehrt, weim b naher bei b 
als bei a ist, so muss c nothwendig allemal jenseits 6 liegen; oder ware 
b naher bei a als bei b, so miisste nothwendiger Weise c diosseits a liegen. 
Ebonso ist fiir die gogenwai'tige Aufeinanderfolge der Puncte erforderlich, 
dass b niiher bei b als bei c liegt. Da das VerhiUtniss 

(xc (tb— f~6c 

Tc~ ~ be 


so sielit man, class, •weim man die zugeordneten harmonischen Puncte a, 
b festhalt, ■wiilirend man in Gedanken c von b fortriicken lasst, der Wertk 
dieses Verkaltnisses alsdann immer mehr der 1 sick nahert, je weiter c 
sick von b entfernt, und dass daker b sick gleickzeitig immermekr der 

Mitte m des festen Abstandes ab nahert, weil das Verhaltniss stets 


jenem Verbal tniss gleick sein muss. Lasst man endlick den unendlick ent- 
fernteu Punct C[ der Geraden A an die S telle von c treten, so wild das 

genannte Verhaltniss iH — da bq unendlich gross ist, schlechthin =1, 

und dann muss nothwendiger Weise b sick in der genannten Mitte m 


befmclen. Denkt man sick ferner die Puncte a, b fest und lasst jetzt c 


mehr und mekr dem Puncte b sick nakern, so nahert sick offenbar auch b 


dem Puncte b, und wenn endlick c sick mit b vereinigt, so vereinigt sick 
ziigleick b mit iknen beiden. Gleicherweise konnen sick c und b immer 
mehr dem anderen festen Puncte a nakern, kis sie sick endlick gleickzeitig 


mit ihm vereinigen. 

Aiidererseits folgt, dass, wenn der Strahl d mit den zugeordneten harmo- 
niseken Strahlen a, b gleiche Winkel einschliesst, so dass das Verhaltniss 

.. sin(ad) ^ 

sin(bd) ’ 

dann auch 

sin(ac) ^ ' 

sin (be) 

ist, (I, ^), und daker auch c mit a und b gleiche Winkel einscUiessen 
muss, und dass dann folglicli d und c in diesem Falle zu einander recht- 
winklig sind (weil sie die Winkel zwischen a und k kalften). Ferner folgt 
hier ahnlickerweise wie vorhin bei den vier karmonischen Puncten, dass, 
wenn a und b fest sind, wakrend c sick dem Strahl b nahert^ bis er endlick 
mit ikm zusammenfallt, dann gleickzeitig auch d sick mit iknen beiden 
vereinigt, und dass ebenso c und d sick gleickzeitig mit dem anderen 
festen Strahle a vereinigen konnen. 

Lus dieser Betrachtung fliessen folgende Satze : 
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a) „Zu irgend zwei festen a) „Zu irgend zwei festen 

Puncten a, b einer Geraden A Strahlen a, b eines Strablbii- 
giebt es unzahlige Paare zuge- scbels SS giebt es unzahlige 
ordneter barmoniscber Puncte Paare zugeordneter harmoni- 
b, c, und namentlich bilden der sober Strablen d, c, und na- 
in der Mitte zwischen a und 6 mentlicb sind die zwei Strah- 
liegende Punct m und der un- len, welcbe die von jenen Stra- 

endlich entfernte Punct q der len eingeschlossenen Winkel 

Geraden A ein solches Paar; halften, mithin zu einander 

und ferner ist in jedem der bei- senkrecbt sind, ein solches 

den .Puncte a, b selbst ein sol- Paar; und ferner ist mit jedem 

c’hes Paar vereinigt/^ ^ der Strahlen a, b ein solches 

Paar vereinigt. 

P) „Zu irgend einem festen P) „Zu irgend zwei zu ein- 

Punct m einer Geraden A und ander senkrechten und festen 

zu dem unendlich entfernten Strahlen, etwa c, d, eines ebe- 

Puncte q derselben giebt es nen Strahlbuschels 35 giebt es 

unzahlige zugeordnete harmo- unzahlige zugeordnete harmo- 

nische Punctepaare, wie etwa nische Strahlenpaare, wie et- 

a, b, und zwar sind je zwei wa a, b, und zwar sind je zwei 

solche Puncte gleich weit von solche Strahlen gleich weit von 
jenem festen Puncte m ent- jedem der zwei festen Strahlen 

fernt, und umgekehrt, je zwei entfernt, und umgekehrt, je 

Puncte, welche gleich weit von zwei Strahlen, deren Winkel 

jenem festen Puncte entfernt von jenen zwei festen Strahlen 

sind, sind ein solches Paar.“ gehalftet werden, sind ein sol- 

ches Paar. “ 

y) „Liegt von vier harmo- y) „Schliesst von vierharmo- 

nischen Puncten einer in der nischenStrahlen einer mit*zwei 

Mitte zwischen zwei einander einander zugeordneten gleiche 

zugeordneten, so ist sein zu- Winkel ein, so thut sein zuge- 

geordneter unendlich entfernt, ordneter ein Gleiches, und um- 

und umgekehrt, ist von den gekehrt, sind zwei zugeord- 

vier Puncten einer unendlich nete Strahlen zu einander senk- 

entfernt, so liegt sein zuge- recht, so halften sie die von 

ordneter in der Mitte zwischen den beiden anderen Strahlen 

den zwei ubrigen Puncten." eingeschlossenen Winkel." 

Die letzten Satze (y), welche eigentlich schon in (a) und (p) enthalten 
sind, sind deshalb nochmajs deutlicher ausgesprochen worden, weil sie sich 
auf die einfachsten Falle von vier harmonischen Elementen beziehen; Fffle, 
die ofter vorkommen und unter gewissen TJmstahden, wie leicht zu er- 
achten, Bequemlichkeit und Vortheile gewahren. Solche einfache Falle 
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lasseE sicli, wenn beliebige vier harmonische Elemente gegeben sind, zu- 
folge der obigen Satze (II), wie foigt, darstellen (vergl. § 7, II). 

Sind irgend vier feste harmomsche Puncte a, b, B, c gegeben, und 
sollen vier StraMen a^, d^, bj, eines Strahlbiischels durch dieselben 
gelegt werden, welclie sich in dem genannten einfacben' Falle befindon, 
d. h., von welchen zwei zugoordnete zu einander senkrecM sind, oder was 
auf dassclbe hinanslauft (7), von denen einer mit zwei zugeordneten gleiche 
Winkel einscliliesst, so ist nnter diesen Bedingungen offenbar der Ort des 
Mittelpuncts des Strahlbiischels auf zwei bestimmte Kreise beschrankt, 
deren Durchmesser die Abstande ah, cb der zugeordneten festen harmo- 
nischen Puncte sind, und zwar ist der Jlittelpunct SBj auf den ersten oder 
auf den letzten Kreis beschrankt, je nachdem die Strahlen a^ und b^, oder 
Cj und dj zu einander senkrecht sind, oder mit den jedesmaligen anderen 
Strahlen gleiche Winkel einschliessen. — 

Sind andererseits irgend vier feste harmonische Strahlen a, d, b, c 
gegeben, und soli man sie durch eine Gerade in vier Puncten schneiden, 
welche den genannten einfachen Fall darstellen, so kann die Gerade A^ 
dieser Bedingung offenbar in vier verschiedenen Richtungen geniigen; denn 
ist sie mit einem der vier festen Strahlen parallel, also einer ihrer Durch- 
sclinitte unendlich entfernt, so liegt dessen zugeordneter in der Mitte 
zwischen den zwei ubrigen; und umgekehi't, liegt ein Durchschnitt in der 
Mitte zwischen zwei einander zugeordneten, so ist seln zugeordneter un- 
endlich entfernt (7) und mitliin die Gerade A^ dem entsprechenden Strahle 
parallel. Aus dieser Betrachtung zieht man folgende Satze: 


0) „Wenn durch beliebige 
vier feste harmonische Puncte 
a, b, b, c vier solche Strahlen 
eineg Strahlbiischels 35^ gehen 
sollen, von denen das eine Paar 
zugeordneter die von dem an- 
deren Paar eingeschlossenen 
Winkel halften (7), so ist der 
Ort des Mittelpunctes Sj des 
Strahlbiischels anf zwei be- 
stimmte Kreise beschrankt, 
welche die Abstande ab, cb der 
sich zugeordneten festen 
Puncte von einander zu Durch- 
messern haben^"^). 


0) „Wenn von beliebigen vier 
festen harinonischen Strahlen 
a, d, h, c, eine Gerade Aj in vier 
solchen Puncten geschnitten 
werden soli, dass von zwei zn- 
geordneten Puncten der eine 
unendlich entfernt und der an- 
dere in der Mitte zwischen den 
zwei hbrigen Puncten liegt, so 
muss die Gerade A^ mit irgend 
einem dor vier festen Strahlen 
parallel sein, und umgekehrt, 
ist sie mit einem der letzteren 
parallel, so finden allemal jene 
Bedingungen statt.^‘ 


Aus diesem Satze lasseu sich unmittelbar noch eine Reihe anderer Satze her- 
ieiten, als z. B.^nachfolgende: 
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Durch den letzteren Satz links ist die RicMgkeit der obigen Bebaup- 
tung (§7, n, a) dargethan. 

Wenn man also durcb die Spitze eines beliebigen Dreiecks zwei 
Strahlen zieht, wo von der eine durcb die Mitte der Grundlinie gebt, und 
der andere mit der Grundlinie parallel ist, so sind dieselben zugeordnete 
barmoniscbe Strablen zu den zwei (anderen) Seiten des Dreiecks. ’ 

lY. Das gemeinscbaftlicbe Gesetz, dem alle Punctepaare (b, c) oder 
Strablenpaare (d, c) unterworfen sind, welcbe in Bezug auf zwei feste Puncte 


„Wenn die EndpTincte a, b der Grundlinie eines Dreiecks (tSSb (Fig. 4) 
test sind, und wenn die Gerade d oder c, welche den Winkel an der Spitze 
Oder dessen Nebenwinkel halftet, stets durch einen dritten festen Punct 
b oder c der Grundlinie geht, so ist der Ort der Spitze 93 des Dreiecks ein 
bestimmter Kreis, welcher den Abstand be des dritten festen Punctes b 
Oder c von demjenigen Puncte c oder b, der in Bezug auf die zwei ge- 
•nannten Endpuncte a, b sein zugoordneter barmonischer Punct ist, zum 
Durcbmesser bat.“ 

In diesem Falle, wo die Strahlen d, c die von den Strablen a, b eingescblossenen 
Winkel halften, hat man bekanntlicb 

93a _ ab ac 
0b bb “ be ’ 

und umgekehrt, wenn diese Verbaltnisse gleicb sind, so findet jene Voraussetzung statt. 
Daber folgt ferner der naebstebende bekannte Satz: 

„Wenn die Endpuncte a, b der Grundlin^ie eines Dreiecks a0b fest 
sind, und wenn das Verhaltniss 0a:0b der beiden iibrigen Seiten gege- 
ben ist, so ist der Ort der Spitze 0 des Dreiecks ein Kreis, dessen Mittel- 
punct in der genannten Grundlinie liegt, und zwar sind die Endpuncte 
dieser Grundlinie zu den Endpuncten (b, c) des in ihr liegenden Durch- 
messers des Kreises zugeordnete barmoniscbe Puncte; und ferner: die 
zwei Geraden (d, c), welche die Winkel an der Spitze des Dreiecks halften, 
geben stets durch zwei feste Puncte, namlicb durch die Endpuncte (b, c) 
des genannten Durcbmessers.“ Und umgekehrt: 

„Nimmt man in einem Durcbmesser cb eines Kreises irgend zwei 
Puncte a, b an, die in Bezug auf dessen Endpuncte c, b zugeordnete bar mo - 
nische Puncte sind, so baben je zwei Gerade a0, b0, welcbe dieselben 
mit irgend einem Puncte 0 des Kreises verbinden, einerlei Verhaltniss, 
und zwar verbalten sie sicb allemal wie dieAb’stande der angenommenen 
Puncte von dem einen oder dem anderen Endpuncte des Durcbmesser s, 
also wie ab :bb, oder wie a c: be; und ferner: die zwei Geraden 0b, 0c, welche 
den jedesmaligeii Punct 0 im Kreise mit den Endpuncten des genannten 
Durcbmessers verbinden, biilften die von jenen ersten zwei Geraden ein- 
gescblossenen Winkel." 

Es Hessen sicb bier leiebt noch mancberlei Folgemngen iiber barmoniscbe Puncte 
und barmoniscbe Gerade in Beziebung auf den Kreis ansebliessen, allein da sicb die- 
selben Eigenschaften in der Folge fur alle Kegelschnitte zugleicb beweisen lassen, so 
ist es zweekmassig, sie bis dabin zu verschieben. 

Steiner’s W erke. I. 


17 
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a, 6 Oder Strahlen a, b (Fig. 1) zugeordnete barmonische Punete oder 
Strahlen sind, liisst sich folgendermassen genauor bestimmen: 

Aus den obigen Ausdriicken (I, 2) 

(xb ac sin(ad) sin(ac) 

sin(bd) sin(bc) ’ 

dnrch welche die barmonische Lage der jedesmaligen vier Elemente be- 
dingt wird, folgt unmittelbar, wenn namlicb der Punct «t in der Mitte 
zwiscben a nnd b, und der Strahl h in der Mitte zwiscben a und b liegt: 
am-l-mb _ gm+mc 
bm— wb “ me— bm ’ 

sin(a h+hd) sin(ah+hc) 

sin(bh— bd) sin(cb— bb) 

und daraui? folgt ferner durcb bekannte Veranderungen: 

mb.mc = ma^ = mb% 

tg(hd) .tg(hc) = tg^(ab) = tg^(bb), 

das beis.st: 

„Bei irgend vier barmoni- „Bei vier harmonischen 

seben Puncten a, b, b, c ist das Strablen a, d, b, c ist das Pro- 

Reehteck (mb. me) unter den duct tgGid).tg(hc) der Tangen- 

Abstanden zweier zugeordne- ten der Winkel, welcbe zwei 

ten Punete (b, c) von demjeni- zugeordnete Strahlen (d, c) mit 

gen Punete (m), welcher in der dem Strable (h) einschliessen, 

Mitte zwiscben den zwei ubri- der in der Mitte zwiscben den 

gen Puncten (a, b) liegt, gleich zwei iibrigen Strahlen (a, b) 

dem Quadrat des halben Ab- liegt, gleich der zweiten 

standes (ma,mb) der letzteren Potenz der Tangente des bal- 

Puncte von einander.“ ben Winkels ((ha), (hb)), wel- 

chen die letzten Strahlen ein- 
scbliessen.“ 

Oder: 

„Fur alle Punctepaare, die „Fur alle Strahlenpaare, die 

in Bezug anf zwei feste Punete in Bezug auf zwei feste Strab- 

(g, b) zugeordnete harmonisebe len (a, b) zugeordnete barmoni- 

Puncte sind, ist 1) das Recbt- sche Strablen sind, ist 1) das 

eck unter ihren Abstiinden von Product der Tangenten der 

demjenigen Punete m, welcher Winkel, die sie mit dem Strable 

in der Mitte zwiscben den festen b einschliessen, der in der Mitte 

Puncten liegt, von bestandiger zwiscben den festen Strablen 

Grosse, und zwar gleich dem liegt, von bestandiger Grosse, 

Quadrat des halben Abstandes und zwar gleich der zweiten 
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der festen Puncte von einander*, 
und 2) je zwei solche Puncte 
liegen jedesmal auf einerlei 
Seite des genannten Punctes 
m; und umgekelirt: jede zwei 
Puncte, welche diesen beiden 
Bedingungen zugleich genii- 
gen, sind zugeordnete barmo- 
nische Puncte in Bezug auf die 
genannten zwei festen Puncte.“ 


Potenz der Tangente des lial- 
ben Winkels, welclien die 
festen Strahlen einschliessen; 
und 2) beide Strablen liegen je- 
desinalauf einerleiSeite des ge- 
nannten Strahles li; und umge- 
kelirt: jede zwei Strahlen, wel- 
che diesen beiden Bedingungen 
zugleichgenfigen, sind zugeord- 
nete harmonische Strahlen in 
Bezug auf die genannten zwei 
festen Strahlen. 


Zwei und mehrere Gerade, und zwei und mehrere ebene 

Strahlbuschel. 

9. Der Gegenstand der bisherigen Betrachtung betraf bloss die zwei 
Gebilde SS, A, namlich einen ebenen Stralilbiischel 35 und eine Gerade A, 
die sich in solcher Beziehung entgegengesetzt waren, dass ihre Elemente 
einander auf bestimmte Weise entsprachen und dadurch einem bestimniten 
Gesetze unterworfen waren, wobei die Gebilde projectivisch genannt 
wurden. Die weitere Betrachtung wird sich nun auf die Untersuchung 
der gegenseitigen Beziehung ausdehnen, welche einerseits zwischen zwei 
Geraden, die mit deinselben Strahlbuschel projectivisch sind, und anderer- 
seits zwischen zwei Strahlbiischeln, die mit derselben Geraden projectivisch 
sind, und welche ferner zwischen mehreren Gebilden, Geraden und Strahl- 
biischeln, die unter einander projectivisch sind, stattfinden. 

I. Sind zwei Gerade A, A^ (Fig. 8) mit einem und demselben Strahl- 
buschel 35 projectivisch, so dass also bestimmte Puncte a, 6, c, b, . . . 
in der Geraden A und bestimmte Puncte ci^, bj, Cj, b^, ... in der Geraden 
Aj auf bestimmte Weise (§ 2) unter einem bestimmten Gesetze (§ 4) den 
Strahlen a, b, c, d, . . . des Strahlbiischels 35 entsprechen, so sollen je 
zwei Puncte a und a^, b und b^, c und c, u. s. w. der Geraden, welche 
demselben Strahl des Strahlbiischels entsprechen, ebenfalls „entsprechende 
Puncte^ heissen, und die Geraden sollen in Bezug auf das ganze System 
ihrer entsprechenden Punctepaare fortan „projectivisch“ genannt werden. 
Und wenn die projectivischen Geraden A, Aj solche besondere Lage haben, 
dass beide zugleich mit dem Strahlbuschel 35 perspectivisch sind (§ 2), 
dass namlich jeder Strahl des Strahlbiischels durch die ihm entsprechenden 
Puncte beider Geraden geht, (wie etwa in Fig. 7), dann sollen die Geraden 
ebenfalls „perspectivisch^‘ genannt werden, und dann heisst der Punct 
© „Projectionspunct“. Jede andere Lage der Geraden, die nicht per- 

17* 
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spectivisck ist, soli jjScliiefe Lage^ heissen. Ferner sollen sowolil bei 
der schiefen, als bei der perspectivischen Lage der Geraden A, Aj 
die StraUen a, b, c, ... oder diejenigen Geraden aa^, 16 bj, cCp die 
durch entsprechende Puncte gelien, „Projectionsstrahlen^^ genannt werden. 
Bei der perspectiviscben Lage der Geraden A, A^ (Fig. 7) gelien also alle 
Projectionsstr allien durcli einen bestimmten Punct, durch den Projections- 
punct 23, mid bilden den genannten Stralrlbuscliel 25, bei der scMefen Lage 
dagegen (Fig. 9) treffen sie nicht in einem Puncte zusammen, sondern sie 
sind'einem anderen selir merkwiirdigen Gesetze unterworfen, welches iin 
dritten Kapitel naher untersucht werden wird. 

Bei zwei projectivischen Geraden A, Aj ist ferner die Eigenthiimlich- 
keit der Parallelstrahlen in Erwahnmig zu bringen. Befinden sich z. B. 
die Geraden mit dein Stralilbiischel 25, und also auch unter sich, in per- 
spectivischer Lage (Fig. 7), und sind q, r diejenigen Strahlen, die mit den 
Geraden parallel sind, also die Parallelstrahlen (§ 2), so entspriclit 
mithin der Punct in der Geraden A^ dem nnendlich entfernten Puncte 
q der Geraden A, und es entspricht der Punct r in der Geraden A dem 
nnendlich entfernten Puncte der Geraden Ap Die zwei Puncte q^ x 
sollen fortan „die Durchschnitte der Parallelstrahlen^^ genannt 
werden. Es ist klar, dass, wenn auch die Geraden A, A^ in schiefe Lage 
gebracht Averden (Fig. 9), dann die Projectionsstrahlen q, r oder qjq, rtj 
immerhin mit ilinen parallel bleiben (§ 2), weshalb letztere alsdann immer 
noch Parallelstrahlen heissen sollen. 

Endlich ist noch zu bemerken, dass, • wenn die Geraden A, Aj 
perspectivisch sind (Fig. 7), dann in ihrem Durchschnittspuncte (eej 
zwei entsprechende Puncte e, vereinigt sind, indem namlich der 
Projectionsstrahl e offenhar beide Geraden zugleich in jenem Puncte 
schneidet. 

II. Sind zwei Strahlbiischel 25, ©i (Fig. 11) mit einer und derselben 
Geraden A projectivisch, so dass also bestimmte Strahlen a, b, c, d, . . . 
des Strahlbtischels 25, und bestimmte StraUen a^ b^ d^, ... des StraU- 
biiscliels 25^ der Reihe nach bestimmten Puncten a, b, c, b, ... der Ge- 
raden A auf die oben (§ 2) festgesetzte Weise entsprechen, so sollen die 
Strahlenpaare a und b und bj, c und Cj, u. s. w. der Strahlbiischel', 
welche demselben Puncte der Geraden A entsprechen, ebenfalls „ ent- 
sprechende Strahlen" heissen, und die Stralilbiischel selbst sollen in 
Beziehung auf das ganze System ihrer entsprechenden Strahlenpaare fortan 
„projectiviscli“ genannt werden. Und wenn zwei pi'ojectivische Strahl- 
biiscliel SBj solche besondere Lage haben, dass- beide zugleich mit der 
Geraden A perspectivisch sind, dass namlich iu jedem Punct der Ge- 
raden die zwei ihm entsprechenden Strahlen einander schneiden, (wie 
etwa in Fig. 10 oder auch in Fig. 5), dann sollen die Strahlbiischel eben- 
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falls „perspectiviscli“ lieissen, und dann soli die Gerade A ilir „per- 
spectivi seller Durclisclinitt^ genannt werden. Jede andere Lage der 
Stralilbiiscliel S5, in der diese niclit perspectiviscli sind, soli „scliiefe 
Lage‘‘ lieissen. 

Bei zwei projectivisclien Stralilbiischeln 58, 58, giebt es im Allge- 
meinen unter der unzahligen Menge entsprecliender Stralilenpaare zwei 
bestimmte Paare, die sicli vor alien iibrigen auf eigenthiimliclie Weise aus- 
zeiclinen, namlicli dadiirch, dass sowobl die zwei Stralilen des einen als 
die des anderen Strahlbliscliels zii einander rechtwinklig sind, Befinden 
sich z. B. die Stralilbiiscliel in perspectivi sober Lage (Fig. 10), so ist im 
Allgemeinen nur ein einziger Kreis unter den Bedingmigen moglicb, dass 
er durcli die Mittelpuncte 58, 58i beider Strablbiiscliel gelie, und dass sein 
Mittelpunct m in dem perspectivischen Durclisclinitt A liege. Sind t 
die Durcbsclinitte dieses Kreises m und der Geraden A, so besitzen often- 
bar die zwei Stralilenpaare s und s, , t und t, , die jenen zwei Puncteii 
entspreeben, die vorerwabnte Eigentbiiinlicbkeit, da namlicli sowohl s und 
t, als s, und t, reclite Winkel (^58 1, ^58it5 Winkel im Halbkreise) ein- 
scbliessen, und es folgt ferner, dass diesen zwei Stralileiipaaren nur allein 
die genannte Eigentbiimlicbkeit zukomme. Da diese Eigensebaft niebt von 
der Lage der Stralilbiiscliel abbangig ist, so findet das Nainlicbe statt, wenn 
sicb die letzteren in sebiefer Lage befinden (Fig. 11). Die zwei Strablen- 
paare s, t und s^, t,, sollen fortan „die Scbenkel der entspreebenden 
rechten Winkel^ lieissen. 

Noch mag bemerkt werden, dass, wenn zwei Strablbiischel 58, per- 
spectiviscb sind (Fig. 10), dann allemal zwei entsprechende Stralilen e, e, 
aufeinander fallen, namlicb dieser voreinigte oder gemeinscbaftliche Strabl 
(ee,) ist derjenige, welcber dui’ch die Mittelpuncte 58 , 58, der Strabl- 
biischel gebt. 

10. Bei projectivisclien Geraden und bei projectivisclien Stralilbiischeln 
kann zunaebst nacb den Gesetzen gefragt werden, welclien Hire entspreeben- 
den Elementenpaare miterworfen sind. 

Da zwei projectivisebe Gerade A, A,, zufolge der obigeii Erklariing 
(§ 9, I), mit einem imd demselben Strablbiischel 58 projectivisch sind, so 
folgt (vermoge § 4 oder § 6) sogleicb, dass zwischen irgeiid vier ent- 
sprechenden Punctepaaren beider Geraden ein bestimmtes Gesetz statt- 
flnden musse. Denn sind a, b, c, d irgend vier StraUen des Strablbiiscbels 
58, und sind a, B, c, b und bj, q, b^ die ibnen entspreebenden Puiicte 
in den Geraden A und Aj, so sind gewisse, von jenen Stralilen abbangige 
Doppelverhaltnisse sowobl gleich bestimmten Doppelverbaltnissen, die von 
den vier ersteren Puncten, als aucb gleicb bestimmten Doppelverbaltnissen, 
die von den vier letzteren Puncten abbangon, folglicb miissen aucb die 
letzteren Doppelverhaltnisse gleich jenen sein, die sich auf die vier ersteren 
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Puncte bezielien, unci folgiich hat man (§ 4, 11): 

k • fib “ ‘ ’ 

ch • cb “ qb, • c,b, ’ 
ab ac _ a^b, 
bb • be ~ b,b, • b,c, ‘ 

Da andererselts zwei projectmsche Strahlbiischel S, SSj mit einer und 
derselben Geraden A projectivisch sind, so folgt ahnlicher Weise wie vor- 
hin, class zwischen je vier entsprechenden Strahlenpaaren a, b, c, d und 
Uj, bj, c„ dj beider Strahlbuschel ein bestimmtes Gesetz statt fmden mtisse, 
namlich class folgende von diesen Strahlen abhangige Doppelverhaltnisse 
gleich sind (§ 4, 11): 

sin(ac) sm(ad) ^ sin(ajdJ 

^ ^ sin(bc) ’ sm(bd) sin(biQi) ‘ sin(bidj’ 

.j.. sin(ab) ^ sin(ad) sin(a^bj sin(a^dj 

^ ^ sin(cb) ’ sm(cd) sin(Cjbj) ‘ sm(Cjdj) ’ 

sin(ab) ^ sin(ac) sin(a^bj ^ sin(a^cj ‘ 

^ ^ sin(db) ‘ sm(dc) sin(djbj) ' sin(diCj 




Diese Gesetze (T, 11) lassen sich, wie folgt, mit Worten aussprechen: 


a) „Bei zwei projectivischen 
Geraden A, A^ haben jede vier 
entsprechende Punctepaare a 
und a^, b und bj, c und q, b und 
bj solche gemeinschaftliche 
Beziehung zu einander, dass 
die drei Doppelverhaltnisse, 
die aus den gegenseitigen Ab- 
stiinden der vier Puncte in der 
einen Geraden zusammenge- 
setzt sind, gleich sind den drei 
Doppelverhaltnissen, die sich 
aus den gegenseitigen Abstan- 
den der vier Puncte in der 
anderen Geraden zusammen- 
setzen lassen.“ 


a) „Bei zwei projectivischen 
Strahlbuscbeln 25, 25^ haben 
jede vier entsprechende Strah- 
lenpaare a und a^, b und b^, c 
und Cj, d und d^ solche gemein- 
schaftliche Beziehung zu ein- 
ander, dass die drei Doppel- 
verhaltnisse, die aus den Si- 
nussen der Winkel zwischen 
den vier Strahlen des einen 
Strahlbiischels zusammenge- 
setztsincl, gleich sind den drei 
Doppelverhaltnissen, die sich 
aus den Sinussen der Winkel 
zwischen den vier Strahlen des 
anderen Strahlbiischels zusam- 
mensetzen lassen/^ 


Es ist wesentlich, zu bemerken, dass bei den drei Ausdriicken (I) die 
vier Puncte in der einen Geraden auf entsprechende Weise einander zu- 
geordnet sind (§ 4) wie die vier Puncte in der anderen Geraden, und dass 
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ferner die gegenseitige Lage der einander zugeordiieten Punctepaare eben- 
falls in beiden Geraden iibereinstimmend ist, namlicli in dem Ausdrucke (1) 
(bezogen auf Fig. 7 oder 8) folgen die zugeordneten Punctepaare (a und B, 
c und B; und B^, q und b^) sowolil in der einen als in der ancleren 
Geraden abwechseliid auf einander (§ 4, 6), und in den Ausdrticken 
(2, 3) folgen die zugeordneten Punctepaare (a und c, B und b; und q, 
Bj und bj*, Oder a und b, B und c; und b^, B^ und cj sowolil in der 
einen als in der anderen Geraden nacli einander (§ 4, a). Dass diese 
Ueberemstimmung der gegenseitigen Lage der zugeordneten Punctepaare 
in beiden Geraden immer stattfinde, folgt daraus, dass zwisclien jeder 
Geraden und dem Stralilbiiscliel 35, mit welcbem beide projectivisch sind, 
eine ahnliclie Ueberemstimmung obwaltet (Ende § 4), wodiucli denn jene 
notliwendiger Weise bedingt wird. 

Ganz ebenso wird man andererseits in den Ausdriicken (II), in Hin- 
sicht der Zusammenordnmig und der gegenseitigen Lage der zugeordneten 
Stralilenpaare in den zwei vStralilbiischeln 35, eine gleiclie Ueberem- 
stimmung wahrnelimen. 

Vermoge dieser Ueberemstimmung mid vermoge der obigen Ausdrucke 
(I, II) selbst folgt also, dass, wenn von den 8 Elementen, auf die sich 
einer dieser Ausdincke bezieht, irgend 7 gegeben sind, dann das aclite 
Element dadurcli ganz unzweideutig bestimmt sei. Denn sind z. B. die 
7 Puncte a, B, c, b; a^, B^, Cj gegeben, so ist der Werth des Verlialtnisses 
Uibi :Bibj durcb die drei librigen Verhaltnisse -eines der drei Ausdrucke (I) 
gegeben, nun kbnnte aber der gesuchte Punct b^ diesem Wertlie in zwei 
verschiedenen Lagen geniigen, und zwar so, dass er das eine Mai zwisclien 
und das andere Mai jenseits der festen Puncte ttj, Bj lage, allein da die 
gegenseitige Lage der vier Puncte Bj, c^, b^ mit der der vier Puncte 
a, B, c, b iibereinstimmend sein muss, so wird dadurch entscliieden, welclie 
von den z\Yoi Lagen dem Puncte bj nur allein zukommen kbnne. Auf 
ganz abnliche Weise folgt, dass wenn andererseits von den 8 StraHen, auf 
welche sick die Ausdrucke (II) beziehen, irgend 7 gegeben sind, dann der 
aebte genau bestimmt sei (vergl. § 6). Also folgen nackstehende Satze: 

P) „Das ganze System der P) „Das ganze System der 

entspreckenden Punctepaare entspreckenden Stralilenpaare 

in zwei projectiviseken Gera- in zwei projectiviseken Strakl- 

den A, A^ ist bestimmt, wenn biischeln 35, 35^ ist bestimmt, 

irgend drei Paare gegeben sind, wenn irgend drei Paare gegeben 

d. k., sobald drei solcke Paare sind, d. k., sobald drei solcke 

gegeben sind, etwa a, B, c und Paare gegeben sind, etwa a, b, c 

Uj, Bj, q, so ist zu jedem be- und a^, b^, c^, so ist zu jedem 

liebigen vierten Piinct (b) in beliebigen vierten Strakl (d) 

der einen Geraden (A) der ikm -des einen Straklbiisckels (35) 
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entsprecliende Punct (bj) in der 
anderen Geraden vermoge der 
Aiisdriicke (I) genau be- 

Und zwar folgt 

Y) „Dass man in zwei Gera- 
den A, Aj ganz nacli Willkur 
drei Punctepaare, etwa a und 
a^, b und c und q auswalilen 
und sodann festsetzen konne, 
die Geraden sollen projecti- 
visch und diese drei Puncte- 
paare sollen entsprecliende 
Punctepaare sein/^ 


der ihm entsprecliende Stralil 
(dj) des anderen Strahlbiiscliels 
vermoge der Ausdriicke (II) ge- 
nau bestimmt/^^ 

(vergL §6, P): 

y) „Dass man in zwei Strahl- 
biisclieln SB, ganz nach 
Willkiir drei Stralilenpaare, 
etwa a und a^, b und b^, c und c^, 
auswahlen und sodann fest- 
setzen konne, die Strablbtiscbel 
sollen projectivisch und diese 
drei Stralilenpaare sollen ent- 
sprecliende Stralilenpaare 
sein." 


Und ferner' fokt durch Umkehrung: 


3) „Sind die Puncte a, b, c, 
b, . . . und bj, q, b^, ... in 
zwei Geraden A und Aj der 
Reilie nacli dergestalt gepaart, 
dass zwisclien je vier Puncte- 
paaren die obigen Bedingungen 
stattfinden, namlich dass sie 
dem Gesetze (I) geniigen, und 
dass die gegenseitige Lage der 
vier Puncte in der einen Gera- 
den mit der der vier Puncte in 
der anderen Geraden iiberein- 
stimmend ist, so sind die Gera- 
den in Bezieliiing auf alle jene 
Punctepaare projectivisch.^^ 


8) „Sind die Strahlen a, b, 
c, d, ... und a^, bj , Cj , d^, ... 
zweier Stralilbiiscliel 25 und 
der Reihe nach dergestalt ge- 
paart, dass zwischen je vier 
Strahlenpaaren die obigen Be- 
dingungen statt finden, nam- 
lich dass sie dem Gesetze (II) 
genugen, und dass die gegen- 
seitige Lage der vier Strahlen 
des einen Strahlbiiscliels mit 
der der vier Strahlen des an- 
deren Strahlbiischels iiberein- 
stimmend ist, so sind die Gera- 
den in Beziehung auf alle jene 
Stralilenpaare projectivisch.^^ 


11. Bevor die besonderen Falle der so eben aiifgestellten Satze (§ 10) 
untersncht werden, sollen diese nebst einigen friilieren Satzen erst kurz 
wiederliolt, und noch einige erweiternde Folgeriingen daraus gezogen wer- 
den, die sodann zusammen die Fimdamentalsatze iiber project! vische Gerade 
nnd ebene Stralilbiischel ausmachen und deshalb bei spateren Betrach- 
tungen haufig Auwendung fmden. 

I. Die Satze (§ 4 und § 6) und die vorhin aus ihnen gefolgerten 
Satze (§ 10) lassen sich, wie folgt, kurz zusammenfassen; 



11 . 


Mehrere Gerade und mehrere Stralilbuschel. 


265 


a) „Bei zwei projectivischen Gebilden — seien es eine 
Gerade und ein ebener Strahlbiischel, oder zwei Gerade, oder 
zwei ebene Strahlbiischel — sind die DoppelTerhaltnisse, welche 
durch irgend vier Elemente des einen Gebildes bestimmt wer- 
den, gleich den Doppelverhaltnissen, welche durch die vier ent- 
sprechenden Elemente des anderen Gebildes bestimmt werden; 
ferner ist die gegenseitige Lage der vier Elemente des einen Ge- 
bildes iibereinstimmend mit der der vier Elemente des anderen 
Gebildes/^ 

P) „Daher ist das ganze System der entsprechenden Ele- 
mentenpaare zweier projectivischen Gebilde bestimmt, wenn 
irgend drei solcher Paare gegeben sind.^*^ 

j) „Und zwar konnen seiche drei Paare ganz nach Willkiir 
angenommen werden.“ Und umgekehrt (a): 

S) „Sind die Elemente zweier Gebilde dergestalt gepaart, 
dass die durch irgend vier Elemente des einen Gebildes be- 
stimmten Doppelverhaltnisse gleich sind den durch die vier 
entsprechenden Elemente des anderen Gebildes bestimmten 
Doppelverhaltnissen, wobei nothwendiger Weise die jedesmaligen 
beiderseitigen vier Elemente xibereinstimmende gegenseitige 
Lage haben miissen, so sind die Gebilde in Beziehung auf alle 
jene Elementenpaare projectivisch." 

IL Aus den vorstehenden Satzen folgt unmittelbar der nachstehende 
umfassende Satz: 

a) „Sind zwei Gebilde — Gerade oder ebene Strahlbiiscliel — 
mit einem dritten projectivisch, so sind sie es auch unter sich.‘^ 
Dieser Satz innfasst niimlich nachstehende sechs Falle, wo von die 
zwei ersten schon oben (§ 9) als Erklarung projectivischer Geraden und 
projectivischer Strahlbiischel gegeben wuixlen; 

p) „Sind zwei Gerade A, P) „Sind zwei Strahlbiischel 

Aj mit einem und demselben 2S, mit einer und derselben 
Strahlbiischel 23 projectivisch, Geraden A projectivisch, so 
so sind sie es auch unter sich.“ sind sie es auch unter sich.^‘ 
y) „Sind eine Gerade A und j) „Sind ein Strahlbiischel 

ein Strahlbiischel S mit einer 23 und eine Gerade A mit einem 

und derselben Geraden Aj pro- und demselben Strahlbiischel 

jectivisch, so sind sie es auch 25i projectivisch, so sind sie 

unter sich.^^ es auch unter sich.^^ 

S) „Sind zwei Gerade A, A^ 8) „Sind zwei Strahlbiischel 

mit einer dritten Geraden A^ 23, 25i mit einem dritten Strahl- 

projectivisch, so sind sie es biischel 233 projectivisch, so 

auch unter sich/^ sind sie es auch unter sich.^^ 
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III. Diirch Wiederholmig iiud Zusammensetzung der vorstehenden 
Satze (11) gelangt man unmittelbar zu dem nacMolgenden ausgedelmteren 
Satze: 

„Ist bei irgend einer Anzahl von n Gebilden — Gerade und 
ebene Strahlbiiscbel — in irgend einer bestimmten Ordnung ge~ 
nommen, der Reihe nach jedes Gebilde mit dem darauf folgen- 
den projectivisch, so ist jedes mit jedem, also namentlicb auch 
das erste mit dem letzten, projectiviscL^^ 

12. Was nun die vorliin erwabnten besonderen Falle anbetrifft (§ 11), 
so sind davon zwei Arten zu unterscbeiden, namlicli entweder sind bei 
beliebigen Gebilden solche Elementenpaare zu bctrachten, fur welche 
die Ausdrucke (§ 10, I, II) wesentlich vereinfacbt werden, oder es sind 
solclie Gebilde zu betracbten, bei denen fiir je vier entsprechende Ele- 
mentenpaare jene Ausdi-iicke vereinfacbt werden. 

Die besonderen Falle der ersten Art entsteben dadurcb, dass durch 
die Eigentbiimlichkeit der Elementenpaare entweder einzelne Verbaltnisse 
in den genannten Ausdrucken gleicb 1, oder dass der Worth eines Doppelver- 
Imltnisses gleicb 1 wird. Die wicbtigsten Falle der Art sind folgende: 

I. Nimmt man bei zwei projectivischen Geraden A, A^ anstatt der Puncte- 
paare c und q, b und die zwei Punctepaare q und q^, r und die 
den Parallelstrablen zugeboren, wo namlich q, die unendlich entfernten 
Pimcte der Geraden A, Aj, und wo q^ r die sogenannten Durchschnitte 
der Parallelstrablen sind (§ 9, I), so werden die Ausdrucke (§ 10, I) 
(zufolge § 7, I), wie folgt, vereinfacbt: 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


1 : 


ar 


br 
ab : ar 
ab 


rb 


:1 


ilk 


:1 


:1 


Aus dem ersteren Ausdrucke (1), der bei spateren Betrachtimgen durch 
zweckmassige Anwendung zu merkwiirdigen Folgerungen fiihi-t, folgt: 

(ct) fir : ar = a,q, : fi^qi, 

oder 


CP) ar.a^q^ = fir.fi.qi- 

Nimrat man andererseits bei zwei projectivischen Strahlbiischeln 33, 
S3, anstatt der Strahlenpaare c und c,, d und d, die zwei rechtwinkligen 
entsprechenden Skahlenpaare s und s, , t und t, , d. h. die Schenkel kr 
entsprechenden reohten Winkel, wo namlich sowohl s und t, als s, und t, 
zu einander rechtwinklig sind (§ 9, 11), so werden die Ausdrucke (§ 10, II) 
ebenfalls vereinfacbt, und namentlich wird aus dem ersteren derselben 
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(welcher wicMiger ist, als die beiden iibrigen), wenn man bemerkt, dass 
sin(90®dzx) = cosx, also z. B. sin (a t) = cos (as) 

. . sin (as) ^ cos (as) cos(a^tJ sin(ajtj) 

^ sin(bs) * cos(bs) GOs(bjtJ * sm(bjtJ ’ 

oder 

(t) • ' tg(as) : tg(bs) = tg(b,t,) : tg(a,tj 

und 

(6) tg(as).tg(ait,) = tg(bs).tg(bjtJ. 

Eben so liat man 

(Ti) tg(at) ; tg(bt) = tg(b,s,) : tg(a,sj, 

und 

(o,) tg(at).tg(ajSj = tgCbt).tg(bjSi). 

Die Ausdriicke (p, 8, entbalten, mit Worten ausgesproclien, naclv 
folgende merkwiirdigen Siitze: 


„Bei zwei projectivisclien 
Geraden A, A^ ist das Recht> 
eck (ar.aiqj unter denAbstan- 
den irgend zweier entsprecben- 
den Puncte (a, a^; oder b, bj,...) 
von den Durolisclinitten (r, qj 
der Parallelstrahlen unveran- 
derlich, d. h., fiir alle Puncte- 
paare hat dieses Rechteck 
einerlei Inhalt/^ 


„Bei zwei projectivischen 
Strahlbiisclieln 25, 25j ist das 
Product aus den Tangenten der 
Winkel, welche irgend zwei 
entsprecliende Strahlen mit 
den ungleichnamigen Schen- 
keln (s, tj, oders^-, t) der ent- 
sprechenden rechten JVinkel 
einschliessen, von unverander- 
lichem Werthe.^*^ 


Wenn also bei-zwei projectivischen Geraden A, A^ die Durchschnitte 
(r, qj der Parallelstrahlen und aiisserdem irgend ein Paar entsprechender 
Puncte a, gegeben sind, so sind die Ausdriicke (a, P), durch welche zu 
irgend einem Puncte der einen Geraden, etwa zu dem Puncte b in der 
Geraden A, der entsprecliende Punct b^ in der anderen Geraden A^ be- 
stimmt wird, sehr einfach und bequem. Nebstdem niimlich, dass durch 
die genannten Ausdriicke iiber die Grosse des Abstandes (b^qj des Punctes 
bj von dem Durchschnitte q^ des Parallelstrahles entschieden wird, wird 
durch die Uebereinstimmung der gegenseitigen Lage der Puncte in beiden 
Geraden die Lage des Punctes b^ genau bestimmt, derm je nachdem die 
Puncte a, b auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten des Punctes r 
liegen, befinden sich iibereinstimmend die Puncte a^, b^ auf einerlei oder 
auf entgegengesetzten Seiten des Punctes q^ (§ 10). Wie leicht zu 
sehen, flndet andererseits bei den zwei Strahlbiischeln 23, 23^ in Riicksicht 
der Ausdriicke (y^ 8) Aehnliches statt. 
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Es ist ferner leicht zix sehen, dass umgekelirt, wenn in zwei projecti- 
visclien Geraden A, Aj irgend drei entsproclxende Punctepaare a, 6, C und 
Ui, bj, gegeben siiid, danu durch dieselben die Durchschnitte r, Cf^ der 
Parallelstrahlen bestimmt und mittelst der Ausdriicke (1, 2, 3) oder (§ 10, I) 
zu finden sind; und dass eben so, wenn in zwei project! visclien Stralil- 
biisclieln S5, irgend drei entsprechende Stralilenpaare a, b, c und a^, 
bj, Cj gegeben sind, dann die Sclienkel (s, t, s^, tj der entspreclienden 
rechten Winkel (st), (s^tj vernioge der Ausdriicke (§ 10, II) bestimmt und 
zu finden sind. 

11. Von den Ausdriicken (I, II, § 10), (auf Fig. 7, 8 und 10, 11 be- 
zogen), gestatten vermoge der gegenseitigen Lage der Elemente nur zwei, 
namlicli nur die Ausdriicke (1, 4, § 10) den besonderen Fall, dass der 
Wertli der darin entlialtenen Doppelverhaltnisse gleicli 1 wird, und da alsdann 
die beiderseitigen vier Elemente, auf die sich der jedesmalige Ausdruck 
bezielit, zugleicli harmonisch sind (§ 8, I, a), so folgt also (was zum Tlieil 
schon in § 8, II ausgesproclien): 

„Dass bei zwei projectivi- „Dass bei zwei projectivi- 

schen Geraden A, A^ irgend schen Stralilbiisclieln SS, ir- 

vier liarmonisclien Puncten in gend vier liarmonisclien Strali- 

der einen Geraden aucli vier len in clem einen Biischel auch 

liarmonisclie Puncte in der an- vier liarmoniscfie Stralilen in 

deren Geraden entsprechen.“ dem anderen Buscliel ent- 

sprechen.“ 

^ Und umgekelirt (§ 8, I, p): 

5 , Sind in jeder von zwei „Sind in jedem von zwei 

Geraden A, Aj irgend vier har- Strahlbiischeln 35, SSj irgend 

monisclie Puncte a, b, b, c und vier liarmonisclie Stralilen a, d, 

Oi, bj, bi, q gegeben, so kann b, c und a^, clj, b^, c^ gegeben, 

man auf aclit verscliiedene so kann man auf aclit verschi.e- 

Arten festsetzen, die Geraden dene Arten festsetzen, die 

solleu projectiviscli und jene Strahlbiiscliel sollen projecti- 

Puncte sollen entsprechende visch und jene Stralilen sollen 

Punctepaare sein, und zwar entsprechende Strahlenpaare 

ist dazu nur erforderlich, dass sein, und zwar ist dazunurer- 

in jedem Falle irgend zwei zu- forderlich, dass in jedem Falle 

geordnete liarmonisclie Puncte irgend zwei zugeordiiete har- 
der einen Geraden auch zwei monisclie Stralilen des einen 

zugeordneten harmonischen Strahlbuschels auch zwei 

Puncten der anderen Geraden zugeordneten liarmonisclien 

entsprechen.^^ Stralilen des anderen Strahl- 

biischels entsprechen.^^ 
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13- Die besonderen Falle der zweiten Art (§ 12) besteheii darin, 
dass bei den projectivischen Geraden A, Aj entwoder je zwei entsprechende 
Absclinitte gleicbes Verhaltniss zu einander liaben, oder einander gleich 
sind, und dass bei den projectmsclien Strahlbiischeln S5, SSj je zwei 
entsprechende Wintel einander gleich sind. Von der Moglichteit dieser 
Falle kann man sich leicht iiberzeugen, wenn man die Gebilde in per- 
spectivischer Lage betrachtet, namlich wie folgt. 

L a) Bei zwei perspectivischen Geraden A, Aj konnen die beson- 
deren Umstande eintreten, dass entweder a) der Projectionspunct S3 (§ 9) 
unendlich entfernt liegt, so dass die Projectionsstrahlen a, b, c, . , . sammt- 
lich parallel ‘sind (wie z. B. in Fig. 12), oder p) die Geraden A, A^ konnen 
parallel sein, und der Projectionspunct S3 entweder 1) zwischen denselben 
(wie in Fig. 6), oder 2) jenseits derselben liegen (wie in Fig. 13). In 
jedem dieser Falle findet offenbar die besondere Eigenschaft statt; „Dass 
je zwei entsprechende Absclinitte der Geraden A, Aj einerlei 
Verhaltniss haben,“ so dj^ass man also, statt des obigen Gesetzes 
(§ 10, 1) in diesem Falle z. B. hat : 

ah ac ah be 

(1) — 7— — = — — s* w- 

ctibi (XjCj ^1^1 

Zwei Gerade, denen diese besondere Eigenschaft zukommt, sollen fortan 
projectivisch „ahnlich‘^ heissen. 

Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar: 

„Dass das ganze System der entsprechenden Punctepaare 
zweier projectivisch ahnlicher Geraden A, A^ bestimmt sei, wenn 
irgend zwei solche Paare gegeben sind.^^ Und 

„Dass man nach Willkur zwei solche Paare annehmen und 
sodann festsetzen kbnne, die Geraden sollen projectivisch ahn- 
lich und jene Paare sollen entsprechende Punctepaare sein.‘‘ 

Ferner folgt mit Riicksicht auf das Gesetz (§ 10, 1): 

„Dass zwei projectivische Gerade A, A^ allemal ahnlich s*ind, 
sobald irgend drei Paar entsprechende Absclinitte, welche durch 
drei Paar entsprechende Puncte, etwa a, b, c und ttj, bj, c^, be- 
stimmt werden, gleiches Verhaltniss haben, d. h., wenn 
. ab : Uib, = ac : a^c^ = be : b^c, 

ist.‘^ Und: 

„Dass zwei projectivische Gerade ahnlich sind und per- 
spectivisch liegen, sobald irgend drei Projectionsstrahlen, etwa 
a, b, G parallel sind.‘‘ 

Noch bleibt ein Umstand zu bemerken, der bei spateren Betrachtungen 
interessante Folgen nach sich zieht, namlich dass bei projectivisch iihn- 
lichen Geraden A, A^ jedem endlich entfernten Puncte der einen Geraden 
ein eben ‘solcher Punct in der anderen Geraden entspricht. Demi in Fig. 12 
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findet offenbar gar kein Parallelstrabl q statt (§ 9, 1), und in Fig. 6 und 
13 haben beide Geraden einen gemeinscliaftlichen Parallelstrabl q, Daber 
folgt also notbwendiger Weise: 

„Dass bei zwei projectiyiscb abnlicben Geraden ibre zwei 
unendlicb entfernten Puncte (q, qj entsprecbende Puncte sind.^'^ 
Und unagekelirt: 

„Wenn bei zwei projectiviscben Geraden ibre unendlicb ent- 
fernten Puncte entsprecbende Puncte sind, so sind die Geraden 
abnlicb.^^ 

b) Wenn ferner bei zwei projectiviscben Geraden A, entweder 
a) die Projectionsstrablen a, b, c . . . parallel (Fig. 12) und beide Gerade 
mit ibnen gleicbe Winkel einscbliessen (so dass baa^ — bjaja), oder 
p) wenn die Geraden parallel und der Projectionspunct 35 in der Mitte 
zwiscben ilmen liegt (Fig. 6), oder endlicb -y) wenn sowobl die Geraden 
als die Projectionsstrablen unter sicb parallel sind (Fig. 14), dann findet 
offenbar die besondere Eigenscbaft statt: „Dass je zwei entsprecbende 
Abscbnitte der Geraden A, Aj einander gleicb sind,^^ so dass man 
statt des vorigen Gesetzes (a, 1) in diesein Falle hat: 

(2) ab = aibj, ac = aiCj, bc==b^Ci u. s. w. 

In dem gegenwartigen Falle sollen desbalb die Geraden A, Aj pro- 
jectivisch „gleicb‘^ (congruent) beissen. 

Dieser Betrachtung zufolge ist also „bei zwei projectiviscb glei- 
chen Geraden das ganze System der entsprechenden Puncte- 
paare bestimmt, sobald ein einziges Paar gegeben ist.^^ 

Auch folgt, wie leiclit zu sehen, „dass zwei projectivische Gerade 
A, Aj alleinal gleicb sind, sobald irgend drei Paar entsprecbende 
Abscbnitte derselben, welche durch drei entsprecbende Puncte- 
paare, etwa a, b, c und Oj, b^, q bestimmt werden, einander 
gleicb sind, d. h., wenn 

ab = aibi, ac = aiCi, und bc = biCi 
ist.^^ . ... 

Endlicb folgt (a): „Dass bei zwei projectiviscb gleichen Gera- 
den ibre unendlicb entfernten Puncte entsprecbende Puncte sind.^^ 

11. Zwei perspectiviscbe Strahlbiischel 33, 35i konnen insbesondere 
so sein, dass entweder a) ihr perspectivischer Dm'chscbnitt A (§ 9, 11) zu 
ihrem gemeinschaftlichen Strable (eej rechtwinklig und von den Mittel- 
puncten SB, 35i der Strablbiiscbel gleicb weit entfernt ist (wie etwa Fig. 5), 
so dass je zwei entsprecbende Strahlen gleicbe Stiicke von einander ab- 
sclmeiden, namlicb 3Sa==33ja, Sb = 35^16; u. s. w., oder p) dass je zwei 
entsprecbende Strablen parallel sind, welches namlicb dann eintreten wiirde, 
wenn man in Gedanken die Figur 10 sicb so verandern Hesse, dass, wah- 
rend die Mittelpuncte ^8, 35^ der Strahlbuschel fest blieben, deren per- 
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spectivisclier Durchschuitt A sich ins TJnenclliche entfernte, wodurcli Fig. 15 
entstancle. In jedem dieser zwei Falle findet offenbar die besondere Eigen- 
thiimlichkeit statt: 

„Dass je zwei entsprecliende Wihkel der beiden Stralil- 
biiscbel 25, 25i einander gleich sind;“ so dass man also statt des 
obigen Gesetzes (§ 10, II) nur die einfache Bezielmng liat: 

(3) (ab) = (a^bj, (ac)=:(ajCj), (bc)==bj(}j) u. s. w. 

Zwei Strahlbiiscliel, denen diese besondere Eigenscliaft zukommt, solleu 
projectivisch ^^gleicli^^ lieissen. 

Es folgt aus dieser Eigenscliaft unmittelbar: „Dass das ganze 
System der entsprecbenden Strahlenpaare zweier projectivisch 
gleiclier Strahlbiischel bestimmt sei, sobald ein einziges solches 
Paar, etwa a, a^, gegeben ist.“ Jedoch sind dabei in Hinsiclit der 
Aufeinanderfolge der Strahlen oder der Lage der Strahlbiischel zwei Falle 
zu iinterscheiden. Namlich man kann die Strahlen der Reihe nacli in 
beiden Strahlbiischeln entweder in gleicher oder in umgekehrter Ord- 
nung aufeinanderfolgend annehmen; d. h., man kann annehmen, die Strahlen 
a, d, b, c, . . . und a^, d^, bj, c^, ... folgen sich, yon den Mittelpuncten 
der Strahlbiischel aus betrachtet, entweder 1) in beiden Strahlbiischeln 
rechtsherum, oder in beiden linksherum (wie z. B. Fig. 15) oder 2) in 
dem einen Strahlbiischel rechtsherum und in dem anderen linksherum 
(wie z. B. Fig. 5). Das Gesagte findet statt, die Stralilbiischel mogen sich 
in perspectivischer oder scHefer Lage befinden. Im Falle (1) sollen die 
Strahlbiischel „gleichliegend“ und im Falle (2) sollen sie „ungleich- 
liegend^^ heissen. Wird' der eine Strahlbiischel in Gedanken umgewandt, 
und wiederum zu dem anderen in dieselbe Ebene gelegt, so wird die 
Ordnungsfolge seiner Strahlen offenbar entgegengesetzt, so dass, wenn die 
Stralilbiischel vorher gleichliegend waren, sie jetzt ungleichliegend 
sind, und auch umgekehrt. Dieser Unterschied der Lage zweier projecti- 
visch gleicher Stralilbuschel giebt sich weiter unten bei der Erzeugung 
der Kegelschnitte auf sehr auffaUende Weise kund. 

Es folgt ferner: „Dass zwei projectivische Strahlbiischel 25, 25i 
allemal gleich sind, sobald irgend dreiPaar entsprechende Win- 
kel derselben, welche durch drei entsprechende Strahlenpaare 
bestimmt werden, gleich sind.“ Und: 

„Dass daher zwei projectivische Strahlbiischel gleich sind 
und perspectivisch liegen, sobald irgend drei entsprechende 
Strahlenpaare parallel sind.^^ 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass es bei zwei projectivisch 
gleichen Strahlbiischeln nicht nur ein Paar entsprechender rechter Winkel 
giebt (§ 9, II), sondern dass vielmehr , jedem rechten Winkel des einen 
Strahlbiischels auch ein eben solcher im anderen entspricht. 
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Von der gegenseitigen Lage der Gebilde und den durch sie bedingten 

Siitzen und Aufgaben. 

14. NacMem die allgemeinen und besonderen Gesetze, die zwisclieu 
den entsprechenden Elementenpaaren zweier projectiviscber Geraden A, Aj 
und zweier projectiviscber StraHbiischel 58, SSj stattfinden, untersuclit wor- 
den, 3 ind nunmehr die Eigenschaften, welcbe von der gegenseitigen Lage 
der Gebilde berruhren, genau zu betracliten, und zwar sollen zunachst die 
Merkmale aufgesucht werden, woran man crkennt, ob zwei solche Gebilde 
sicli in perspectivischer oder in scbiefer Lage befinden. 

Da bei zwei projectivischen Geraden A, A^, wenn sie perspectivisch 
liegen, zwei entsprechende Puncte (e, ej in ilirem Durchschnitte vereinigt 
siiid (§ 9, 1), und da das gauze System ihrer entsprechenden Punctepaare 
bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gegeben sind (§ 10, p), so folgt 
notliwendiger Weise, dass sie sich allemal in perspectivischer Lage befin> 
den werden, wenn entweder irgend zwei entsprechende Puncte in ihrein 
Durchschnitte vereinigt sind, oder wenn irgend drei Projectionsstrahlen in 
einem Puncte zusammentreffen. 

Sind z. B. die Geraden A, Aj (Fig. 8) in Ansehung der Puncte a, b, c, . . . 
und Ui, bj, Cj, ... projectivisch, und man denkt sich dieselben in solche 
Lage gebracht, dass irgend zwei entsprechende Puncte, ctwa e und Cj, zu- 
sammenfallen (Fig. 7), so miissen alle Projectionsstrahlen aa^, bbj, cc^, ... 
durch einen und denselben Pimct gehen. Denn fande dieses nicht statt, 
so konnte man den Punct 2S, in welchem irgend zwei Strahlen, etwa aa^ 
bbj, sich begegnen, als Mittelpunct eines Strahlbiischels 58 annehmen, und 
dann wiirde letzterer die Geraden A, A^ projectivisch schneiden (§ 9, I), 
nnd zwar waxen a und Uj, b und b^, e und ej drei entsprechende Puncte- 
paare; da aber durch drei Paar entsprechender Puncte das ganze System 
der entsprechenden Punctepaare bestimmt ist (§ 10, p), so muss das neue 
System von entsprechenden Punctepaaren mit dem gegebenen vbllig iiber- 
eiustimmen, und folglich muss jeder Strahl c, d, ... des Strahlbiischels 
23 durch zwei gegebene entsprechende Puncte c und c^, b und ... 
Oder umgekehrt, jeder Strahl cq, bb^, der ein Paar gegebene ent- 
sprechende Puncte c und c^, b und b, , ... verbindet, muss durch den 
Punct 58 gehen. Denkt man sich ferner die gegebenen Geraden A, Aj 
(Fig. 8) in solche Lage gebracht, dass irgend drei Projectionsstrahlen, etwa 
atti, bbj, cCj, einaiider in einem Puncte 23 treffen (Fig. 7), so miissen alle 
iibrigen Projectionsstrahlen bbj, ... durch diesen namlichen Punct gehen. 
Denn nimmt man in der That den Punct 23 als Mittelpunct eines Strahl- 
biischels an, so schneidet derselbe die Geraden A, A^ projectivisch, und 
zwar so, dass a und Uj, b und b^, c und drei entsprechende Puncte- 
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paare sind, allein da diese Puiietepaare aucli zu dem gegebenen System 
von entspreclienden Punctepaaren gelioren^ so sind die Geraden in beiden 
Fallen filr die namliclien Punctepaare projectivisch, und folglicJi geht jeder 
Strahl d, . . . des Strahlbuscliels SS durch zwei gegebene entsprecbende 
Piincte h und bj, . - . der Geraden A, oder umgekelirt, jeder Projections- 
stralil der Geraden gelit durcli jenen Punct SS, und folglicL. liegen die 
Geraden perspectiviscli. 

Da andererseits bei zwei projectivisclien StraUbiischeln S3, 33^, wenn 
sie perspectivisch. liegen, zwei entsprechende Stralilen (e, e^) znsammen- 
fallen (§ 9, II), und da das ganze System ibrer entspreclienden Strahlen- 
paare bestimmt ist, sobald ii'gend drei Paare gegeben sind (§ 10, p), so 
ist klar, dass sie sicb aUemal in perspectivischer Lage befinden werden, 
wenn entweder irgend zwei entsprecbende StraMen auf einander fallen, oder 
wenn die Durcbschnitte von irgend drei entspreclienden Stralilenpaaren in 
einer und derselben Geraden liegen. Sind z. B. die Strahlbuscbel 33, 33^ 
(Fig. 11) in Ansehung des Systems von entspreclienden StraUen a, b, c, ... 
und a^, bj, Cj, ... projectiviscli, und man denkt sich dieselben in solche 
Lage versetzt, dass irgend zwei entsprecbende Strahlen, etwa e und e^, 
auf einander fallen (Fig. 10), so miissen jede zwei entsprecbende Strablen 
a und a^, b und b^, c und c^, ... sicb auf einer und derselben Geraden 
A scbneiden. Denn legt man durcb zwei solcbe Durcbscbnitte, etwa durcb 
die Durcbscbnitte a, B der Strablenpaare a und a^, b und b^ eine Gerade 
A, so warden, wenn man fiir einen Augenblick um die Mittelpuncte 33, 
statt der gegebenen Strablbuscbel sicb andere denken wollte, welcbe die 
Gerade A zum perspectiviscben Durcbscbnitt (§ 9, 11) batten, dieselben 
von den gegebenen nicbt verscbieden sein konnen, weil sie mit ibnen die 
drei entsprecbenden Straldenpaare a und a^, b und b^, e und e^, wodurcb 
das ganze System der entsprecbenden Strablenpaare bestimmt wird, gemein 
batten, folglicb scbneiden sicb je zwei entsprecbende Strablenpaare c und c^, 
d und dj, . . . der gegebenen Strablbuscbel auf der namlicben Geraden A, 
und folglicb liegen die Strablbuscbel perspectivisch. Wird ferner ange- 
nommen, die gegebenen Strablbuscbel 33, 33^ (Fig. 11) seien in solcbe Lage 
versetzt, dass irgend drei entsprecbende Strablenpaare, etwa a und a^, 
b und bj, c und Cj, sicb auf einer Geraden A scbneiden (Fig. 10), so 
Wiirden, eben so wie vorbin, wenn man sicb um die Mittelpuncte 33, 33^ 
ausser den gegebenen Strahlbuscbeln noch andere denken wollte, welcbe 
die Gerade A zum perspectiviscben Durcbscbnitt batten, dieselben nicbt 
von den gegebenen verscbieden sein konnen, weil sie mit ibnen die ge- 
nannten drei entsprecbenden Strablenpaare gemein batten, folglicb rniissen 
die gegebenen Strablbuscbel perspectivisch liegen und die Gerade A zum 
perspectiviscben Durcbscbnitt baben. 

Demnacb bat man nacbstebende Satze; 
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„Zwei projectivisclie Ge- 
rade A, befinden sich alle- 
mal in perspectivischer Lage, 
wenn entweder a) irgend zwei 
entsprecbende Puncte in ihrem 
Durchschnitte Tereinigt sind; 
Oder p) wenn irgend drei Pro- 
j ectionsstrablen in einem 
Puncte znsammentreffen.^^ Und 
nmgekelirt: „Wenn von diesen 
zwei XJmstanden (aoderp) der 
eine oder der andere entschie- 
den nicht stattfindet, so befin- 
den sicli die Geraden allemal 
in schiefer Lage/‘ 


„Zweiprojectiviscbe Strahl- 
biiscliel 35, 35^ befinden sich 
allemal in perspectivischer 
Lage, wenn entweder a) irgend 
zwei entsprechende Strahlen 
auf einander fallen, oder p) wenn 
irgend drei entsprechende 
.Strahlenpaare sich auf einer 
Geraden schneiden.^ TJndumge- 
kehit: „Wenn von diesen zwei 
XJmstanden (gc oder p) der eine 
Oder der andere entschieden 
nicht stattfindet, so befinden 
sich die Strahlbuschel allemal 
in schiefer Lage.“ 


Demnach kdnnen zwei projectivische Gerade, oder zwei projectivisclie 
Strahlbuschel auf unzahlig viele verschiedene Arten in perspectivische Lage 
gebracht werden, indem man jede zwei entsprechende Puncte a und (h, 
b und bj, c und q, . . . oder Strahlen a und a^, b und b^, c und q, . . . 
vereinigen kann. 

Insbesondere ist hieriiber Folgendes zu bemerken. 

1. Fur projectivisch ahnliche (oder gleiche) Gerade folgen aus dem 
obigen Satze nachstehende besondere Satze: 

„Zwei projectivisch ahnliche Gerade A, A^ liegen allemal 
perspectivisch, wenn irgend zwei entsprechende Puncte (a und a^, 
Oder b und b^, oder q und qj in ihrem gegenseitigen Durch- 
sclinitte vereinigt sind, und zwar: a) wenn zwei endlich entfernte 
entsprechende Puncte vereinigt sind, wie z. B. e und Cj (Fig. 12), 
so sind die Projectionsstrahlen a, b, c, . . . sammtlich parallel, 
so dass der Projectionspunot 35 unendlich entfernt liegt; und 
b) wenn die unendlich entfernten, einander entsprechenden 
(§ 13, 1) Puncte q, q^ der Geraden vereinigt sind,. d. h., wenn die 
Geraden parallel sind, dann treffen alle Projectionsstrahlen in 
einem endlich entfernten Puncte 35 zusammen, der entweder 
zwischen (Fig. 6), oder jenseits (Fig. 13) der Geraden liegt. (Siod 
die Geraden gleich, so liegt der Projectionspunct 35 im ersten Falle in 
der Mitte zwischen i linen (Fig. 6), und im anderen Falle liegt er unendlich 
entfernt (Fig. 14).)“ 

Und ferner folgt: 

„Findet sich, dass bei zwei projectivischen Geraden irgend 
drei Projectionsstrahlen parallel sind, so schliesst man daraus, 
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dass die Geraden alinlicli (oder glcicli) sind, und dass sie per- 
spectivisch liegen (§ 13, 1, a).“ 

n. Fiir StralilbiiscliGl folgt insbesondere : 

„Dass zwei projectiviscli gleiclie Stralilbiischel S5, SBj alle- 
mal perspectivisoli liegen, wenn irgend zwei entsprecliende 
Strahlen (a und a^, b und bj, . . .) auf einaiider fallen, und zwar 
dass, a) wenn sie gleichliegend sind (§ 13, II), je zwei ent- 
sprechende Strahlen unter sich parallel, mitliin ihr perspecti- 
vischer Durchschnitt A unendlich entfernt ist; oder b) wenn sie 
ungleichliegend sind, ilir perspectivisclier Durchschnitt A auf 
ihrem gemeinschaftlichen Strahle rechtwinklig stelit und 

ihn halftet (Fig. 5).“ 

Und ferner: 

„Findet sicli, dass bei zw^ei projectivischen Strahlbiischeln 
irgend drei Paare entsprechender Strahlen parallel sind, so 
folgt daraus, dass die Strahlbiischel gleich, gleichliegend und 
perspectivisch sind (§ 13, II).“ 

15. Ueber die perspectiyische Lage zweier projectivischen Geraden 
oder zweier projectivischen Strahlbuschel ist noch Folgendes zu beroerken: 

Da sich zwei projectivische Gerade A, A^ allemal in perspectivisclier 
Lage befinden, sobald in ihrem Durchschnitte irgend zwei entsprecliende 
Puncte vereinigt sind (§ 14), so hat der von ilinen eingeschlossene Winkel 
auf diese Eigenschaft keinen Einfluss. Halt man die eine Gerade, etwa A 
(Fig. 7), fest, wahrend man die andere Aj um ihren gemeinschaftlichen 
Durchschnitt (ee^) herumbewegt, so jedoch, dass die namlichen zwei ent- 
sprechenden Puncte e und stets vereinigt bleiben, so werden also die Gera- 
den keinen Augenblick aufhoren perspectivisch zu sein, allein ihr Pro- 
Jectionspunct SS wird offenbar gleichzeitig mit A^ seinen Ort andern, und 
es entsteht daher die Frage, in welcher Linie er sich bewegen 
werde? 

Yermoge der Parallelstrahlen q, r ist diese Frage leicht zu beant- 
worten. Denn da dieselben stets den Geraden A, A^ parallel bleiben, imd 
da ihre Durchschnitte q^, r, der Voraussetzung gemass, ihre Abstande von 
dem Durchschnitte (eej der Geraden nicht andern, so dass die Abschnitte 
q^Cj, re der Grdsse nach unveranderlich sind, so bleiben auch die beiden 
iibrigen Seiten rS3, qjS des Parallelogramms SSr(eei)qj der Grosse nach 
unveranderlich, und da endlich der Punct r, als in A liegend, fest bleibt, 
so muss sich der Projectionspunct S3 in derjenigen Ereislinie 
bewegen, welche r33 zum Halbmesser und r zum Mittelpunct hat. 

Da zwei projectivische Strahlbuschel S, in einer Ebene sich allemal 
in perspectivischer Lage befinden, sobald irgend zwei entsprechende Strahlen 
auf einander fallen (§ 14), so hat der Abstand (33 SJ ihrer Mittelpuncte 
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von einander anf diese Eigenscliaft koinen Einfluss. Halt man den einen 
Strahlbuscliel, etwa 95 (Fig, 10), fest, walirend man den anderen 95i ilim 
naher oder ferner rilcken lasst, so jedocli, dass stets die namliclien zwei 
entspreclienden Strahlen e und vereinigt bleiben, so werden also die Stralil- 
btiscliel fortwahrend perspectiviscli sein, allein ihr perspectivisclier Duicli- 
schnitt A muss offenlbar gleiclizeitig mit dem Stralilbiiscliel SSj seinen Oit 
andern, und es entstebt daher die Frage, was das Eigontliiiinliclie 
seiner Bewegung sei? 

Diese Frage ist mittelst der Parallelstralilen q, leiclit zu beant- 
worten. Denn da der Stralilbiiscliel der Voraussetzung gemass, sicli 
otne Drebung bewegt, so bewegt sicb jeder Strabl desselben sicli selbst 
parallel, folglich bleiben die entsprecbenden Strablen q, q^ stets parallel, 
sie sind folglicb bestandig die Parallelstoblen, und folglicb muss sicb 
aucb der perspectivisclie Dnrcbscbnitt A sicb selbst parallel 
bewegen, namlicb er muss stets dem festen Strable q parallel sein. 

Demnacb bat man nacbstehende Satze: 


„Wenn von zwei perspecti- 
vischen G-eraden A, Aj die eine 
fest bleibt, wabrend die andere 
sicb um ibren gemeinscbaft- 
licben Durcbscbnitt drelit, obne 
zu gleiten, so dass stets die- 
selben zwei entsprecbenden 
Puncte vereinigt bleiben, so 
bewegt sicb der Projections- 
pnnct 95 in einer bestimmten 
Kreislinie, welcbe einen der 
beiden Durcbscbnitto (git) 
der Parallelstrablen, namlicb 
denjenigen der in der festen 
Geradenliegt, zumMittelpunct 
hat.“ 


„Wenn von zwei perspecti- 
viscben Strahlbiiscbeln 95 , 95i 
der eine fest bleibt, wabrend 
der andere sicb so bewegt, 
dass stets dieselben zwei ent- 
sprecbenden Strablen verei- 
nigt bleiben, also obne sicb zu 
dreben, so bewegt sicb der 
perspectivische Durcbscbnitt, 
A sicb selbst parallel, und 
zwar durcb die ganze Ebene 
fort, d. b. er gelangt nacb und 
nach in die Lage von jeder 
Geraden, welcbe mit der an- 
fangiicben Geraden A parallel 
ist.“ 


Es ist bierbei noch Folgendes zu bemerken: 

L Bringt man, wabrend die Gerade A immcrbin fest bleibt, die 
Gerade A^ in andere Lage, so dass nach einander immer andere ent- 
sprecbende Puncte in dem Durcbschnitte der Geraden vereinigt werden, 
so erhMt man andere Ortski-eise, aber alle diese Ortskreise baben den 
Punct X zum gemeinscbaftlicben Mittelpimct. 

1st der Projectionspunct 95 in irgend einer bestimmten Lage gegeben, 
so kann die Gerade A^ nm' zwei verscMedene Lagen baben (§ 6, II), wie 
z. B. in* Fig. 16, wo A'^, die zweite Lage vorstellt. Die entsprecbenden 
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Puilctepaare e imcl f midf^, die in beiden Fallon in dem Din'clisclinitte 
dor Geraden voreinigt werdon, sind so, dass re = rf nnd (in A^) Cf^e^ = Cfifj, 
weil niimlicli SB in der Mitte zwisclien und A', liegt (§ 6, 11). Dalier 
folgt ferner: „Dass jeder aus dem Mittelpunct x beschriebene 
Krois 123! als Ortskreis angenommen werden konne, nnd dass 
fiir denselben zwei verscliiedene entsprecliende Pmetepaare 
(e und e^, Oder f und f^) in dem Durclisclinitte der Geraden sicb 
vercinigen lassen, und zwar sind diesc Puncte jedesmal so, 
dass die Durclisclinitte (r, qj der Parallelstralilen in der Mitte 
zwiseben denselben liegen.“ 

Noch sind zwei entsprecliende Punctepaare zu erwalinen, die sicb von 
alien ubrigen auf eigentbiimlicbe Weise untersebeiden. Nacb (§ 12, I) ist 
niimlicb das Recbteck unter den Abstanden irgend zweier entspreebenden 
Puncte von den Durebsebnitten der Parallelstrablen constant. Nun giebt 
es zwei solcbe Punctepaare, bei welcben das genannte Recbteck ein Quadrat 
wn‘d. Denn man denke sicb ein Quadrat, dessen Inbalt dem constanten 
Libalte aller Recbtecke gleicb ist, und dessen Seite auf der Geraden A 
durcb joden der zwei Absebnitte rg, dargestellt sei, so miissen notb- 
wendiger Weise aucb q^g^, q^l^^ Seiten desselben Quadrates^^ und also 

sein. Werden die Geraden A, Aj so gelegt, dass eins dieser Punctepaare 
g und g^, 'i) und sicb in ibrem Durebsebnitte befindet, wenn z. B. die 
Puncte e und (Fig. 7) eines dieser Paarc vertreten, so ist das Parallelo- 
gramm 23r(eei)qi eine Raute, tmd der Strabl e balftet den von den Gera- 
den eingescblossenen Winkel. Und aucb umgekebrt. 

IL Bringt man, wiilirend der Strablbiiscbel 25 fest bleibt, den Strabl- 
biiscbel 23^ so in andere Lage, dass nacb einander immer andere ent- 
spreebende Strablen auf einander fallen, so erbiilt der perspectivisebe 
Durebsebnitt A oftenbar andere Riebtung, und zwar wird er jede moglicbe 
Riebtung in der Ebene erbalten konnen. Denn wird der perspectivisebe 
Durebsebnitt A in irgend einer bestimmten Lage angenommen (wie etwa 
in Fig. 10), so kann der Strablbiiscbel zufolge (§ 6, 11) auf zwei ver- 
sebiedene Arten so gelegt werden, dass er mit ibm und mit dem festen 
Strablbiiscbel S perspectiviscb ist, und zwar werden das eine Mai zwei 
entspreebende Strablen e, e^ , wie in der Figui', und das andere Mai irgend 
zwei andere entspreebende Strablen, etwa f, f^, auf einander fallen. Stellt 
25i die zweite Lage des Mittelpunctes 25^ dar, so stebi A auf dem Ab- 
sebnitte 23^^' recbtwinklig und balftet ibn (§14,11), daberKegt2Si eben- 
falls in der Kreislinie t2525i§, die m zum Mttelpuncte hat, und daber 
werden die von den Strablen e und f eingesclilossenen Winkel durcb die 
Stralilen s und t gebiilftet; und eben so werden im Strablbiiscbel 25^ die 
von den Strablen e^ und fj eingescblossenen Winkel durcb die Strablen s^^ 
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und \ gelialffcot. Dalier folgt: „Dass es fiir jede gegebene Richtung 
des perspcctivisclien Durchschjiilites (A) zwei entsprecbende 
Strahlenpaare (eundei, fundfj gieb't, wo von das eine odor das 
andere auf einander fallen kann; und zwarliegen diese Strahlen 
so, dass die von ihnen eingeschlossenen Winkel clurch die 
Sclienkel (s, t, s^, tj der entsprechenden recbten Winkel ge- 
lialftet werden.‘‘ 

Aehnliclierweise , wie vorliin (I), sind liier nocb zwei entsprechende 
Strahlenpaare zu erwiihnen, denen ein eigenthiimliches Merbmal znkomnit. 
Da namlich das Product aus den Tangenten der Winkel, welche irgend 
zwei entsprechende Strahlen mit den ungleichnamigen Schenkeln der ent- 
sprechenden rechten Winkel einschliessen , fih alle Strahlenpaare eineiiei 
Worth hat (§ 12, 1), so wird, wenn die eine Tangente die Quadratwurzel 
aus diesem Werthe ist, nothwendiger Weise die andere Tangente ihr gleich 
sein, und alsdann werden auch die zugehdrigen Winkel einander gleich 
sein. Es sei z. B. (gt) (Fig. 17) ein soldier Winkel,- so wird er dem 
Winkel (g\sj gleich sein, und wenn er auf der anderen Seite an t liegt, 
d. h., wenn (ht) = (gt), so ist auch (h^sj — (ht), mithin 

Cgt) = (a sj — (Tit) = (111 Si )• ' 

Dann ist auch zugleich 

. (gs) = (giti) = (fis) = (hitj. 

Vermdge dieser Eigenschaft der entsprechenden Strahlenpaare g und g\, 
h und h^ folgt, dass, wenn die Strahlbiischel ffi, 25^ so gelegt werden, dass 
die zwei Strahlen eines dieser zwei Strahlenpaare auf einander fallen, 
der perspectivische Durchschnitt A mit den vereinigten Strahlen (also mit 
25SSJ parallel wird. Und auch umgekehrt. 

16. Bevor die Eigenschaften, die von der schiefen Lage projectivischer 
Geraden und projectivischer Strahlbiischel herruhi'on, untersucht werden, 
sollen erst besondere Falle, wobei weder das Merkmal der perspectivi- 
schen noch der schiefen Lage klar hervortritt, betrachtet werden, nam- 
lich cliejenigen Fffle, "wo zwei projectivische Gerade auf einander gelegt, und 
wo die Mittelpuncte zweier projectivischen Strahlbiischel vereinigt werden. 
Diese Fffle sind von grosser Wichtigkeit und werden in' einem spateren 
Hefte (im vierten) einer Reihe der interessantesten Resultate zur Grund- 
lage dienen. In dem Vorhergehenden (§ 15) ist der ganze Spielraum in 
Hinsicht der perspectivischen Lage zweier Geraden und zweier Strahl- 
biischel gezeigt worden, nur die genannten Grenzfalle sind dabei unberiick- 
sichtigt geblieben. 

Zunachst entsteht die Frage: 

5 , 0 b bei zwei beliebig auf- „0b bei zwei beliebig auf- 

einander gelegten projectivi- einander gelegten projectivi- 
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schen Geraden A, Aj, ent- schen Stralilbiisclielii 25, 
sprechende Puncte zusammen- entsprecliende Strahlen zii- 
fallen, nnd wieviel Paare zu- sammenfallen, und wieYiel 
sammenfallen?“ Paare zusammenfalleii?“ 

Es lasst sicli zum Toraus behanpten, dass weder bei den Geraden 
A, Ai, noch bei den StraMbiischeln SS, SS^ drei Paar entsprecbende Ele- 
mente zusainmenfallen tdnnen, weil durcli drei solcbe Paare alle iibrigen 
bestimmt sind (§ 11, p), und folgKch die Gebilde nothwendiger Weise 
gleicli sein miissten (§ 13, 1, b), so dass alsdann.je zwei entsprecbende 
Elemente zusammenfielen. Also konnen im Allgemeinen niclit mehr als 
zwei Paar entsprechende Elemente zusammenfallen. Diese Behauptung 
bestatigt sich auf folgende Weise, wenn man von der perspectivischen Lage 
der Gebilde ausgeht und sie in die bier zu untersuchenden Grenzfalle 
iibergeben lasst. 

I. Wird die Gerade A^ (Fig. 16) imter den oben angegebenen Be- 
dingungen (§ 15) so lange um den Durchschnitt (ee^) bewegt, bis sie auf 
die* feste Gerade A fallt, welches, wie man sieht, auf zwei Arten ge- 
schehen kann, entweder so, dass ejfj auf ef, Oder dass ejlj auf el fallt, so 
werden ausser den schon vereinigten entsprechenden Puncten e, in jedem 
Falle nur ein einziges Paar entsprechende Puncte zusammen fallen, und 
zwar, wenn ! und I die Puncte sind, in welchen der Ortslcreis von S die 
Gerade A schneidet, so werden im ersten Falle nur die entsprechenden 
Puncte f, fj und im anderen Falle nur die entsprechenden Puncte I, 
zusammenfallen, weil offenbar nur je einer von den zwei Strahlen k, 1 mit 
den Geraden A, A^ ein gieichschenkliges Dreieck, dessen gleiche Seiten in 
diesen Geraden liegen, bilden kann. Der Projectionspunct ^ fallt also das 
eine Mai mit f und fj, das andere Mai mit 1 und l^ zusa m men. Da- 
her folgt: 

„Wenn zwei projectivische Gerade A, Aj auf einander liegen, 
und zwei Paar entsprechende Puncte (e und e^, f und f^, oder I und l^) 
vereinigt sind, so sind sie als perspectivisch anzusehen, und 
zwar ist das eine Punctepaar (welches man will) als Durchschnitt 
der Geraden und das andere als Projectionspunct (35) anzu- 
sehen.“ 

Wird andererseits der Strahlbiischel unter den oben angegebenen 
Bedingungen (§ 15) so lange bewegt, bis sein Mittelpunct mit dem Mittel- 
puncte des festen StraWbiischels 35 sich vereinigt, so wird ausser den 
schon anfanglich vereinigten entsprechenden Strahlen e, e^ nur ein einziges 
Paar entsprechender Strahlen auf einander fallen, namlich, wie leicht zu 
sehen, nur die Parallelstrahlen q, , und zwar vereinigt sich gleichzeitig 
auch der perspectivische Durchschnitt A mit diesem Strahlenpaai'e. Da-* 
her folgt: 
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„Wenn die Mittelpuncte zweier projectivischen Stralilbiiscliel 
vereinigt sind, und zwei Paar entsprechende Stralilen (e 
und e^, q und qj auf einander liegen, so sind sie als perspec- 
tivisch anzusehen, und zwar ist das eine Strahlenpaar (gleichviel 
welches) als der perspectivisclie Durchschnitt (A) zu betracliten.^^ 

II. Um die vorgelegte Aufgabe nach ihrem ganzen Umfange zu Ibsen, 
mag folgende Betrachtung dienen, die aUe XJmstande Idar vor Augen stellt. 

Bei zwei projectivischen Geraden A, A^ findet in Hinsicht der Auf- 
einanderfolge ihrer entsprechenden Puncte folgende Beziehung statt: 

Befinden sich die Geraden in perspectivischer Lage (wie etwa in 
Fig. 16), und lasst man in der Vorstellung einen Projectionsstrahl sich 
um den Projectionspunct 35 bewegen, fangt man z. B. mit der Lage von 
h an und bewegt ihn linksherum, so dass er nach einander in die Lage 
von k, q, 1, g, r, f, h gelangt, so sieht man, dass von den zugehbrigen 
entsprechenden Puncten 1§, 1^^^ der eine in der Geraden A sich von 1§ iiber 
t hinaus nach dem unendlich entfernten Puncte q bewegt, von da auf der 
entgegengesetzten Seite iiber I, g, e bis r riickt und von da iiber f end- 
lich nach 1^. zuriickkehrt — wahrend der andere in der Geraden A^ sich 
von \ iiber \ bis q^ bewegt, von da iiber g^, hinaus nach dem 
unendlich entfernten Puncte fortriickt und von da auf der entgegen- 
gesetzten Seite iiber endlich nach zuriickkehrt. Sowohl der eine als 
der andere Punct bewegt sich demnach stets nach der namlichen Richtung 
bin; wiirde sich der erstere nach der umgekehrten Richtmig bewegen, so 
wiirde der andere ein Gleiches thun. 

Werden nun die Geraden beliebig auf einander gelegt, so konnen dabei 
nur folgende zwei wesentlich verschiedene Falle stattfinden, namlich die 
Geraden sind in Hinsicht der Aufeinanderfolge der entsprechenden Puncte, 
Oder in Hinsicht der Richtungen, nach welchen sich, wie man eben ge- 
sehen hat, die Puncte bewegen, entweder: 

a) gleichliegend, d, h. ihre entsprechenden Puncte folgen einander 
nach einerlei Richtung hin, so dass, wenn ein Punct in der Ge- 
raden A sich von rechts nach links bewegt, dann sein entsprechen- 
der in der Geraden A^ sich ebenfalls von rechts nach links be- 
wegt, (wie z. B. in Fig. 19), oder : 

b) ungleichliegend, d. h. ihi'e entsprechenden Puncte folgen ein- 
ander nach entgegengesetzten Richtungen hin, so dass, wenn ein 
Punct in A sich von rechts nach links bewegt, dann sein ent- 
sprechender in A^ sich von links nach rechts bewegt, (wie z. B. 
in Fig. 18). 

Da jede von den Geraden durch die Puncte r, qj (Durchschnitte der 
Parallelstrahlen (§ 9, 1)), deren entsprechende r^, q unendlich entfernt sind, 
in zwei unendliche Theile getheilt wird, welche einander paarweise ent- 
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sprechen (nMicli sowohl die Theile rp...q und ... als rgl...q 
imd qiliQi-^tj eutspreclien einaBder und entlialten eutsprecliende Puncte, 
so dass jedem Punct in dem einen Theile ein Punct im anderen Tlieile 
entspricht), so ist klar, dass im Falle (b) langs der Strecke tq^ keine ent- 
spreclienden Puncte zusammentreffen konnen, weil, wenn die mit r, qj 
vereinigten Puncte etwa Uj, til lieissen, offenbar die den Puncten von X 
bis m entspreclienden Puncte jenseits nii liegen, und eben so die den 
Puncten von q^ bis Xi^ entspreclienden Puncte sammtlicli jenseits n liegen. 
Daher konnen nur in den Strecken von r bis u und von q^ bis ent- 
sprecbende Puncte zusammenfallen. Dass in der That in jeder dieser 
Strecken allemal ein, und nur ein Paar entsprecliender Puncte sich trifft, 
ist leicht zu sehen, denn, waln*end z. B. ein Punct in A von r ilber 1^, ! ... 
liinaus bis ins TJnendliche fortriickt, kommt sein entsprecliender in von 
da her ilber !j... nach q^,, so dass notliwendiger Weise beide Puncte 
irgendwo, etwa in (ffj, sich begegnen miissen. Oder dasselbe ist auch 
eine leichte Folge des obigen Ausdruckes (§ 12, I, p), wonach das Recht- 
eck unter den Abstanden zweier entsprechenden Puncte von den Puncten 
r, qj einen bestandigen Inhalt hat. Denn bestimmt man in beiden Strecken 
zwei Puncte, etwa e, f, so, dass die Eechtecke re.q^e und ri.qjf den ge- 
nannten constanten Inlialt haben, welches allemal, aber nur auf eine Art, 
moglicli ist, so sind nothwendiger Weise e und f diejenigen beiden Puncte, 
welche allein sich mit ihren entsprechenden und \ vereinigen. 

Im anderen Falle (a) sieht man, dass weder in dem Theile r)§!...q 
noch in dem Theile ... tj entsprechende Puncte sich vereinigen konnen, 
weil eben diese zwei Theile entsprechend sind und entsprechende Puiicte 
entlialten. Dagegen sind rm und qjiij Abschnitte entsprechender Theile, 
so dass also von r bis q^ mogHclier Weisq entsprechende Puncte sich treffen 
konnen. Diese Moglichkeit hangt davon ab, ob die Strecke xq^ so getlieilt 
werden kann, dass das Rechteck unter den Abschnitten einen bestimmten 
gegebenen Inhalt habe, namlich wenn g und gj, 1§ und die ilmen oben 
(§ 15, I) beigelegte Eigenschaft haben, wonach xg = q^g^ =xl§ — so 
ist der genannte Inhalt =xg^ = qig^ u. s. w. Wenn demnach die Strecke 
rq^ grosser ist alstg+q^gi, oder x|+qi!^i, so treffen allemal zwei Paar 
entsprechender Puncte zusammen, wie vorhin; ist die Strecke xqj gerade 
gleich tg-f-qigi, oder gleich so trifft nur ein Paar ent- 

sprechender Puncte zusammen, und zwar entweder die entspreclienden 
Puncte g und g^, oder 'f) und und wenn endlich die Strecke xq^ kleiner 
ist als rg-t-qigi, welches z. B. in Fig. 18 der FaU ist, so ist 

gar kein Zusammentreffen von entsprechenden Puncten moglich. Also 
kann, wenn die Gerade A fest bleibt, die Gerade A^ um eine Strecke 
= 4rg hill und- her bewegt werden, olme dass entsprechende Puncte zu- 
sammentreffen, namlich die Grenzen dieses Spielraums gestatten, dass sie 
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sich nach links bewegen darf, bis g und g^, und nacb recMs, bis 1^ und 
znsammentreifeii; in jeder dieser Grenzen trifft ein einziges Paar ent- 
sprecbender Puncte znsammen, namlich die eben genannten; werden aber 
diese Grenzen uberscliritten, so treffen immer zwei Paare zusammen. 

Andererseits findet man bei zwei projectivischen Strahlbiischeln S5, 
SSj durch eine ahnliche Betrachtung ganz entsprechende Resultate. Werden 
die Strahlbiischel concentrisch gelegt, so konnen in Hinsicht der Aufein- 
anderfolge der entsprechenden Strahlen folgende zwei wesentlich verschie- 
dene Falle stattfinden, namlich die Strahlbiischel sind entweder: 

a) gleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Strahlen folgen einan- 
der nach einerlei Ordnung, so dass, wenn man einen Strahl h 
des Strahlbiischels 23 sich rechtsherum bewegen lasst (vom Mittel- 
punct S aus betrachtet), dann sein entsprechender h^ im Strahl- 
biischel 23^ sich ebenfalls rechtsherum bewegt (§ 13, H), (wie 
z. B, in Fig. 20); oder: 

P) ungleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Strahlen folgen in 
ungleicher oder verkehrter Ordnung auf einander, so dass, wenn 
Strahlen in dem einen Strahlbiischel rechtsherum sich folgen, 
dann ihre entsprechenden im anderen Strahlbiischel linksherum 
nach einander folgen, (wie z. B. in Fig. 21)*'^). 

Vermoge der entsprechenden rechten Winkel (st), (s^tj (§ 9, H), und 
durch Hiilfe der obigen Ausdriicke (§ 12, y, 8) und mit Eiicksicht auf die 
besondere Eigenschaft der Strahlen g, gi, h, h^ (§ 15, H) kann man auf 
ahnliche Ai’t, wie vorhin bei den Geraden A, A^, auch fiir die gegen- 
wartigen Falle finden, dass im Falle (a) entweder 1) zwei, oder 2) ein, 
oder 3) gar kein Paar entsprechender Strahlen auf einander fallen, und 
dass dagegen im Falle (P) allemal zwei Paar entsprechender Strahlen 
auf einander fallen. Oder diese Resultate konnen auch aus den vorigen, 
wie folgt, hergeleitet werden. Schneidet man die concentrischen Strahl- 
biischel (Fig. 20 Oder Fig. 21) mit irgend einer Geraden, so kann man 
diese als zwei vereinigte Gerade (AA^) ansehen, woven jede einen der 
beiden Strahlbiischel schneidet, und die also in Ansehung der Punctepaare, 
in welchen sie von entsprechenden Strahlen geschnitten werden, zufolge 
des Satzes (§ 11, III) projectivisch sind, und zwar ist die Lage der Ge- 
raden und der Strahlbiischel allemal iibereinstimmend, d. h., die Ge- 
raden (AAj) sind bei Fig. 20 gleichliegend und bei Fig. 21 un- 
gleichliegend, und da nun, wenn in den Geraden entsprechende Puncte 
zusammentreffen, nothwendiger Weise auch die zugehorigen Strahlen der 

*) Befinden sich die Strahlbiischel in perspectivischer Lage, so sind sie gleich- 
liegend Oder ungleichliegend, je nachdem ihre Mittelpuncte auf einerlei (Fig. 17) 
Oder auf entgegengesetzten (Fig. 5) Seiten des perspectivischen Durchschnittes A 
liegen,* und auch umgekehrt. 
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Strahlbiischel auf einander fallen’ iind aucli umgekelirt, so folgen also da- 
raus, wie gesagt, die genannten Resnltate. 

Also folgen aus dieser Betrachtung zusammengenommen nachsteliende 
Satze: 

„Werden zwei projectivi- „Wenn zwei projectivisclio 

sche Gerade A, A^ beliebig Strahlbiischel S3, 33^ beliebig 

auf einander gelegt, so vereini- concentrisch gelegt werden, so 

gen sich im Allgemeinen zwei fallen im Allgemeinen zwei 

Paar entsprechender Piincte, Paar entsprecliender Strahlen 

namlich: a)Wenn die Geraden auf einander, namlich: a)Wenn 

gleichliegend sind, so giebt es die Strahlbiischel gleichlie- 

einen bestimmten Spielraum, gend sind, so giebt es einen 

innerhalb dessen keine ent- bestimmten Spielraum, inner- 

sprechenden Puncte sich tref- halb dessen keine entsprechen- 

fen^ an beiden Grenzen dieses den Strahlen sich treffen, an 

Raumes vereinigt sich nur ein beiden Grenzen dieses Raumes 

Paar(gundgj oderl^undl^j), und vereinigt sich nur ein Paar (g 

liber diese Grenzen hinaus ver- und g^, oder h und hj, und 

einigen sich allemal zwei Paar hber diese Grenzen hinaus ver- 

entsprechender Puncte; und b) einigen sich allemal zwei Paar 

wenn die Geraden ungleicli- entsprechender Strahlen; und 

liegend sind, so treffen alle- b) wenn die Strahlbiischel un- 

mal zwei Paar entsprechender gleichliegend sind, so fallen 

Puncte zusammen/^ allemal zwei Paar entsprechen- 

der Strahlen auf einander." 

HI. Fiir ahnliche oder gleiche projectivische Gerade, und fiir gleiche 
projectivische Strahlbiischel werden die vorstehenden Siitze (11) insbeson- 
dere wie folgt beschrankt: 

„Werden zwei projectivisch ahnliche Gerade A, Aj beliebig 
auf einander gelegt, gleichliegend oder ungleichliegend, so ver- 
einigen sich allemal zwei Paar entsprechender Puncte, woven 
das eine Paar natiirlich die unendlich entfernten Puncte sind 

C§ 13, I, 

„Werden zwei projectivisch ,,'Werden zwei projectivisch 

gleiche Gerade gleichliegend gleiche Strahlbiischel 35, 25j 
auf einander gelegt, so trifft gleichliegend concentrisch ge- 
sich entweder nur ein Paar legt, so fallen entweder gar 
entsprechende Puncte, namlich keine entsprechenden Strahlen 
die unendlich entfernten, oder auf einander, oder es fallen je 
es treffen sich je* zwei ent- zwei entsprechende Strahlen 
sprechende Puncte/^ auf einander.^ 
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„Werdenzwei projectivisch „Werden zwci projectiviscli 

gleiclie Gerade ungleichlie- gleiclie Strahlbdsclielungleicli- 
gend auf einander gelegt, so liegend auf einander gelegt, so 
treffen sicli allemal zwoi Paar fallen allemal zwei Paar ent- 
entsprecliender Piincte, wovon sprecliender Strahleii auf ein- 
clas eiue Paar iiaturlicli die un- ander, namlicli die Sclienkel 
endlich entfernten Puncte sind zweier entspreclierideu rechten 
(§ 13, I, Winkel •(§ 13, 11).“ 

IV, Aus den obigen SMzen (U) folgert man leiclit den naclistehen- 
den Satz: 

„Wenn zwei projectivisclie Gebilde A, 35, d. li. eine Gerade 
iind ein ebener Strahlbiiscliel, sick in schiefer Lage befinden 
(Fig. 2), so treffen im Allgemeinen zwei Paar entspreckender Ele- 
mento zusainmen, d. k. es geken zwei Straklen des Straklbii- 
schels durck die iknen entspreckenden Puncte der Geraden; 
namlich wenn die Gebilde ungleickliegend sind, so findet dieses 
allemal statt; wenn sie dagegen gleickliegend sind, so treffen 
entweder 1) zwei, oder 2) nur ein, oder 3) gar kein Paar ent- 
spreckender Elemente zusammen.^^ 

17. An die vorkin gefundenen Resultate (§ 16) schliessen sick uack- 
stekende Aufgaben an, fiii' welcke eine zweckmassige Losung um so wiin- 
sckenswertker ist, da in der Folge versckiedene andere Aufgaben sick auf 
clieselben zuriickbringen lassen. 

5 ,Bei zwei auf einander lie- zwei concentriscken 

genden ^projectiviscken Gera- projectivischen Strahlbii- 

den A, A^ die vereinigten sckeln 35 , 35^ die vereinigten 

entspreckenden Puncte zu entspreckenden Straklen zu 

finden.“ finden.“ 

Auflbsung. I. Die bisker entwickelten Eigensckaften geben zur 
Losung der Aufgaben folgende Mittel an die Hand: 

a) Damit die projectivische Beziekung der Geraden A, A^ bestimnit 
sei, miissen wenigstens drei entspreckende Punctepaare gegeben sein 
(§ 10, p). Es seien etwa a, B, c und a^, q (Fig, 22) gegeben. Man 
siicke zuvorderst die Durckscknitte r, der ParaUelstraklen, und zwar 
dadurck, dass man die Geraden perspectivisck legt, namlick sie so legt, 
dass sie einander sckneiden, und dass eins der drei entspreckenden Puncte- 
paare, etwa c und q, in ikrem Diuckschnitte vereirdgt sind; d. k., man 
ziekt durck c eine beliebige dritte Gerade A^ nimmt darin, ausser dem 
mit c vereinigten Puncte z\ die Puncte a\ so, dass a^c^ = a;^q, 
b^c^ = Biq, a^B^ = a^B^, und ziekt ferner die Straklen aak bB\ die sick 
in 33 begegnen, und durck diesen Punct 35 ziekt man endlick die Parallel- 
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stralilen r, q, so ist t der eine, und wenri =q^a\ und zwar gleicli- 
liegend, genommen wd, so ist q^ der andere gesuclite Punct. Sind die 
Puncte r, q^ gefunden, so ist zur Ldsung der Aiifgabe nur noch ndtliig, 
in den vereinigten Geraden (AAj) zwei Puncte e, ! zu finden, fiir welche 
die Rechtecke et-eq^ nnd fx-fq^ gegebenen Inlialt, namlicli mit dein 
gegebenen Rechteck at-ttiqi gkicben Inhalt baben, welches eine bekannte 
elementare Aufgabe ist; denn alsdann sind e, ! diejenigen Puncte, die sich 
mit iliren entsprecbenden vereinigen. Nur bat man in Hinsicht der 
Lage der Puncte e, ! ausserdem die oben (§ 16, 11) auseinandergesetzten 
Umstande genau zu beriicksichtigen. 

b) Auf ganz abnliche Weise kann man bei den Strablbiischeln S, 
35^ verfabren. Namlicli durcb Hulfe eines Strablbuscbels 25 \ welches 2Si 
gieicb ist und mit 23 perspectivisch liegt, sucht man zuerst die entspre- 
chenden rechten Winkel (st), (s^t^), u. s. w. Oder man kann diese Auf- 
gabe auf die erste (a) bringen, und zwar dadurcb, dass man die verei- 
nigten Strahlbiischel (2325J dm'ch irgend eine Gerade scbneidet, und diese 
als zwei vereinigte Gerade (AAJ betracbtet, eben so, wie schon vorbin 
(§ 16, n) gescbeben ist. 

II. Eine andere, viel einfacbere Auflosung, deren Ricbtigkeit jedoch 
erst spater (§ 46, III) bewiesen wird, ist folgende: 

a) Man ziebe irgend eine Kieislinie ax 25 (Fig. 23) und ziebe aus 
einem beliebigen Puncte 25 derselben durcb die drei in den vereinigten 
Geraden (AAJ gegebenen Punctepaare a, b, c und a^, b^, die Geraden 
23a, 25 B, . . welcbe die Kreislinie zum zweiten Male in den Puncten a, 
p, y und oq, scbneiden, verbinde von diesen Puncten das eine Paar 

gleichnamige, etwa a, a^, wecbselseitig mit den beiden anderen Paaren, 
namlicb so: man ziebe die Geraden ap^, a^P, die sicb in P 3 , xmd die Ge- 
raden aj, die sich in scbneiden; -ziebe sofort die Gerade p^y^, 
welcbe die Kreislinie in den Puncten s, x scbneidet, und durcb diese 
Puncte ziebe man endlich aus 25 die Geraden 25 s, 25 x, so werden diese 
der Geraden (AAJ in den gesucbten vereinigten entsprecbenden Puncte- 
paaren e und f und begegnen. Sind die Geraden A, A^ gleicblie- 
gend, so wird. die Gerade Kxeis entweder 1 ) scbneiden, oder 

2) beriibren, oder 3) gar nicbt treffen, je nacbdem 1) zwei, oder 
2) ein, oder 3) gar kein Paar entsprechender Puncte znsammentreffen 
(§ 16 ). 

Sobald also irgend ein Ki’cis (oder uberbaupt ein Kegelscbnitt), der 
mit den auf einander gelegten Geraden (AAJ in einer Ebene begt, gegeben 
ist, so kann die Aufgabe- mittelst des Lineals allein gelost werden. 
Diese Auflosung wurde bier nicbt nur desbalb mitgetheilt, web sie an und 
fiir sicb sebr bemerkenswerth ist, sondern weil sie in der Folge nocb bei 
vielen anderen Aufgaben Anwendung flndet, und zwar so, dass man da- 
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durch 55U Auflosungen gelangt, die vor den bislier bekannten grossen Vor- 
zug verdienen. 

b) Audi die andere Aufgabe kann auf ganz entsprechende Weise ge- 
lost werden, d. h., statt eines Punctes S5 in der Kreislmie wird irgend 
eine Tangente an derselbeu angenommen n. s. w. Das Ausfiihiiichere dieser 
Auflosung wird bier iibergangeii. Uebrigens ist es einfacber, die Aufgabe 
eben so, wie YOrbin (I), auf die erste zu bringen und nacb vorstebeiider 
Vorscbrift (a) zu Idsen. Oder wenn der Hiilfskreis uidit in bestinimter 
Lage gegeben ist, sondern wenn es gestattet ist, ihn belie big zu zieben, 
so kann man ilin so zieben, dass er durdi den • gemeinscbaftlicben Mittel- 
punct der Strablbusdiel gebt, wie etwa, wenn in dem vorerwabnten Puncte 
35 beide Mittelpuncte 35 , 33i vereinigt waren, so wiirde man alsdann 
mittelst der entsprechenden Strahlen a, b, c und , b^ , die vereinigten 
entsprecbenden Strablen e und e^, k und k^ durcb das vorige Verfabren 
(a) finden konnen, wie leicbt zu seben. 

18. Die wicbtigsten Eigensohaften, welche bei der scbiefen Lage zweier 
projectiviscben Geraden A, Aj und zweier projectiviscben Strablbusdiel 35, 
33j stattbaben, namlicb das Gesetz, welcbem bei den Geraden die Pro- 
jectionsstrablen und bei den Strablbuscheln die Durcbschnitte der ent- 
sprecbenden Strahlen unterworfen sind, konnen bier nocb nidit in ihrem 
ganzen Umfange erforsclit werden; sie sind daher zum Tlieil dem dritten 
Eapitel Yorbebalten. 

Vorlaulig sollen nur folgende Satze und Aufgaben, die sich leidit 
auf Yorangegangene Satze und Aufgaben bringen lassen, aufgestellt werden; 

„Wenn zwei projectiYische „Wenn zwei projectiyische 

Gerade A, A^ sich in scbiefer Strablbiischel 35, 35i sicb in 

Lage befinden, so geben durcb scbiefer Lage befinden, so lie- 

irgend einen Punct 35 im All- gen auf irgend einer Geraden 

gemeiuen und bbchstens nur A im Allgemeinen und hocb- 

zwei Projectionsstrablen; al- stens nur zwei Durcbschnitte 

so konnen aucb nur liocbstens entsprecbender Strahlen; al- 

zwei und zwei Projections- so konnen aucb nur hocbstens 

strablen parallel sein.“ zwei Paar entsprecbender 

“Strahlen parallel sein.^^ 

Denn denkt man sicb um den Denn denkt man sicb zwei Ge- 
genannten Punct 35 zwei Strabl- rade A, A^, die in der genannten 

buschel 5B, SSj, die mit den gege- Geraden A auf einander liegen, und 

benen Geraden perspectivisch sind, die mit den gegebenen Strablbu- 

so mussen dieselben unter sicb pro- scbeln perspectiyisch sind, so miissen 

jectiyisch sein (§ 11), und ibre zwei dieselben unter sich projectivisch 

Paar vereinigte entsprechende Strali- sein (§11), und ibre zwei Paar 

len (§ 16, II) miissen offenbar die yereinigte entsprechende Puncte 
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zwei genannten ProjectionsstraHen (§ 16, 11) , miissen ojBfenbar Durch- 
der Geraden A, sein. schnitte entsprecliender Strahlen der 

StraHbuscliel S, Sj sein. 

Werden nun die Aufgaben gestellt: 

„Bei zwei schiefliegenden w^ei zwei schiefliegenden 

projectivischen Geraden A, A^ projectivischen Strablbiischeln 
die (zwei) Projectionsstrab- SB, diejenigen Durchschnitte 
len zu finden, die durcb ir~ entsprecbender Stralilen zu 
gend einen gegebenen Punct S finden, die in einer gegebenen 
gehen;“ Geraden A liegen;“ 

so ist zufolge des vorstehenden Satzes klar, wie sie nacli (§ 17) leiclit zu 
losen sihd. 

Welcben Spiekaum der Punct 2B hat, wenn die Geraden A, A^ ge- 
gebeh sind, damit entweder zwei, oder ein, oder gar kein Projections- 
strahl durch denselben geht, und welchen Spiekaum die Gerade A hat, 
wenn die Strahlbiischel SB, SB^ gegeben sind, damit entweder zwei, oder 
ein, oder gar kein Durchschnitt von entsprechenden Strahlen in ihr liegt, 
wkd, wie schon erwahnt, durch weitere Entwickelungen im dritten Kapitel 
klar hervortreten. 

Durch eine bald folgende Betrachtung wkd gezeigt werden, wie bei 
der schiefen Lage der beiden Paar Gebilde A und Aj, 33 und SS^, durch 
ein sehr einfaches Terfahren, namlich mittelst des Lineals allein, schief 
projicirt werden kaim, d. h., wie beliebige entsprechende Elemente ge- 
funden werden kbnnen. 

Satze und Porismen, die aus Zusammenstellung der Gebilde 
entspringen. 

19. Nachdem die Eigenschaften und die Fundamentalsatze liber pro- 
jectivische Gerade und Strahlbiischel aufgefunden sind, durfte es wohl fiir 
Viele wiinschenswerth sein, an einigen Beispielen zu sehen, wie sehr um- 
fassend diese Satze sind, d. h., wie sie die eigentliche Grundlage vieler 
anderen Satze sind, die unmittelbar aus ihnen hervorgehen, wie durch sie 
manche anscheinend schwere Aufgaben leicht zu losen sind, und wie end- 
lich durch sie besonders die eigentliche Bedeutung verschiedener Porismen 
verstandlich hervortritt. 

Zu diesem Endzweck sollen zur Erleichterung folgende Erklarungen 
festgestellt werden: 

Seit Carnot zuerst auf die Vollstandigkeit oder auf das Umfassende der 
Figuren aufmerksam gemacht, braucht man haufig den Ausdruck „ vollstan- 
diges Viereck" (jjuadrilatere complei), Man hat aber dabei zwei wesent- 
lich verschiedene Figuren gar nicht von einander unterschieden, was doch bei 
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genaiier und vollstandiger Betraclitung durchaus niclit ausser Aclit gelassen 
werden darf und kann. Namlicli man hat genau zu untersclieiden a) ,„voll- 
standiges yierseit“ und b) „vollstandiges Viereck‘‘, und zwar 
untersclieiden sie sicli wie folgt: 


„Vollstandiges Vierseit“ 
lieissen jede vier Gerade A, B, C, D 
(Fig. 24) zusammengefasst; die seeks 
Durclisclinitte a, b, c, b, e, f der 
Seiten lieissen Ecken desselben; es 
bat also dr ei Paar einander gegeniiber- 
liegender Ecken, namlicb a und f, 
b und e, c und b, und somit bat 
es drei Diagonalen af, be, cb; und 
endlicli umfasst es drei einfaclie 
Vierseite namlicb abfea, acfba, 
bcebb. 


„ Tolls tandiges Viereck“ 
lieissen jede vier Puncte a, b, c, b 
(Fig, 25) zusammengefasst; die seeks 
Geraden, welcbe durcb die Puncte 
bestimmt werden, lieissen Seiten 
desselben; es bat also drei Paar 
einander gegenuberliegende Seiten, 
namlicb ab und cb, ac und bb, ab 
und be, und somit drei Durcbsclinitte 
^5 f? S gogeniiberliegender Seiten; 
und endlich umfasst es drei ein- 
faclie Vierecke, namlicb abeba, 


aebba, aebba. 

Ein einfacbes Viereck ist aucb zugleicli ein einfacbes Vierseit, 
so dass also derselben Figur der eine oder der andere von diesen zwei 
Namen beigelegt werden kann. Dasselbe gilt vom einfacben Fiinfeck und 
Fiinfseit, u. s. w. Ein vollstandiges Fiinfeck aber, so wie ein voll- 
stiindiges Fiinfseit bestebt aus 12 einfacben Fiinfecken oder Fiinf- 
seiten; und sowobl das voUstandige Secbseck, als Seebsseit be- 
stebt, wie icb sebon bei einer anderen Gelegenlieit (Annates de maihem, 
p. M. J.D, Gergonne Tom. XVIII)*) angegeben babe, aus 60 einfacben Seclis- 
ecken oder Seeks seiten. Nambcb, wenn man die obigen Erklarungen 
weiter ausdehnt, so lauten sie im Allgemeinen, und wie Carnot zum Theil 
sebon angegeben bat, wie folgt: 

„Yollstandiges n-Seit beissen 
jede n Gerade in einer Ebene zu- 


sammengefasst; die — ^ Durcb- 

sebnitte der Seiten (Geraden) beissen 
Ecken desselben; es bestebt aus 
1.2.3.4...(n— 1) 

2 

einfacben n-Seiten oder n-Ecken.“ 2 

einfacben n-Eckenodern-Seiten.“ 
Ein einfacbes n-Eck entsteht namlicb, wenn man n Puncte, nacb irgend 
einer Ordnung genommen, in einem Zuge durcb n-maliges Absetzen ver- 


„Vollstandiges n-Eck beissen 
jede n Puncte in einer Ebene zu- 
sammengefasst; die - — ^ Gera- 

den, die durcb die Ecken (Puncte) 
bestimmt werden, beissen Seiten 
desselben; es bestebt aus 
1.2,3.4...(n— 1) 


*) Seite224 dieser Ausgabe. 



20. Satze und Porismen, die aus Ziisammenstelliiii<^ der Gebilde entspringen. 289 


bindet, so jedoch, dass man bei jedem Puncte einmal anlialt und zuletzt 
wieder in den Anfangspunct zuruckkehrt.. Danach wird man sich leicbt 
von der Richtigkeit der in den vorstebenden Erklarungen angegebenen 
Zablen tiberzeugen konnen (s. § 25, Note). 

20. Es sei a, b, a^, b^ (Fig. 26) ein beliebiges vollstandiges Vierseit, 
dessen drei Diagonalen 2133, a^b (§ 19) sich in 6, 2), (S schneiden. 
Man denke sich zu den drei Strahlen a, b, c den vierten, dem c zuge- 
ordneten, harmonischen Strahl d und eben so zu den drei Strahlen a^, 
bj, Cj den dem Cj zugeordneten, vierten harmonischen Strahl dj, so mussen, 
zufolge friiherer Satze, beide Strahlen d und d^ die Gerade aBj® in dem- 
jenigen Puncte 25 schneiden, der zu den drei Durchschnitten a, B^, © der 
vierte, dem S zugeordnete harmonische Punct ist; und ebenso mussen 
beide Strahlen d, d^ durch denjenigen Punct 25 der Geraden a^B® gehen, 
der zu den drei Puncten a^, B, ® der vierte, und zwar dem ® zugeordnete, 
harmonische Punct ist; da aber beide Strahlen d, dj nur einen einzigen 
Punct 2) gemein haben konnen, so muss dieser zugleich der Durchschnitt 
der beiden Geraden aB^®, a^B® sein, und folglich schneiden die Diago- 
nalen einander so, dass die zwei Durchschnitte 25, ® und 25, ® in den 
Diagonalen aB^ und zu den zugehbrigen Ecken a, B^ und a^,, B zuge- 
ordnete harmonische Puncte sind. Auf gleiche Weise folgt, dass auch ®, @ 
zu den Ecken 21, 33 zugeordnete harmonische Puncte sind; Oder dieses 
folgt auch daraus, dass vermoge der harmonischen Strahlen a, d, b, c die 
Puncte Uj, bj, B^, 33, und vermoge dieser die Strahlen 25 a^, 2)bi, 25 Bj, 
2533, und vermoge dieser endlich die Puncte ®, 33, ®, 2C harmonisch sind. 

Da die vier Puncte a, B, a^, Bj ein beliebiges vollstandiges Viereck 
darstellen, dessen gegeniiberliegende Seitenpaare sich in 21, 33, 25 schnei- 
den, und wo diese Durchschnitte durch die Strahlen c (oder cj, d, d^ 
verbunden sind, so ist durch die vorstehende Betrachtung auch zugleich 
dargethan, dass bei einem solchen Viereck die Strahlen, welche die Durch- 
schnitte der gegeniiberliegenden Seiten verbinden, zu den letzteren zuge- 
ordnete harmonische Strahlen sind, dass namlich die Strahlen d, c zu den 
Seiten a, b (oder aOj, BBJ, die Strahlen c^, d^ zu den Seiten a^, b^, und die 
Strahlen d, d^ zu den Seiten uB^, UjB zugeordnete harmonische Strahlen sind. 

Aus dieser Betrachtung folgt nachstehende Reihe von Satzen und Auf- 
gaben : 


L „Im vollstandigen Yier- 
seit sind die Puncte, in wel- 
chen die drei Diagonalen ein- 
ander schneiden, zu den zu- 
gehorigen Ecken zugeordnete 
harmonische Puncte.^^ 


L „Im vollstandigen Vier- 
eck sind die Strahlen, welche 
die Durchschnitte der gegen- 
uberliegenden Seitenpaare ver- 
binden, zu den letzteren zu- 
geordnete harmonische Strah- 
len.“ 


Steiner’s Werke. I. 
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Der Satz links wurde vornehmlicli durcli Carnot allgemeiner bekannt, 


nngeaclitet naan denselben schon 
jSndet. 

II. „Zii drei gegebenen 
Puncten den vierten liarmoni- 
schenPnnct zu linden, jedocli 
nnr inittelst des Lineals allein.“ 
Sind etwa a, bi, S gegeben und 
man wiU. den dem @ zugeordneten, 
•vierten barmonischen Punct £) fin- 
den, so ziehe man durcb (S irgend 
eine Gerade §133, nelime darin zwei 
willkurliche Puncte §1, S, verbinde 
diese mit den zwei iibrigen gege- 
benen Puncten durcb Gerade §la, 
§lbj, 33a, 33bi, die sicli in a^, b 
sclineiden, so wird die Gerade a^b 
durch den gesucMen Punct S) gehen. 

Die Aufgabe links wurde zuerst 
auf diese namliclie Art gelost. 

in. „Wenn drei Gerade und 
ein Punct gegeben sind, so soil, 
mittelst des Lineals allein, 
durch den Punct eine Gerade 
so gezogen werden, dasserund 
die drei Durchschnitte, welche 
sie mit den drei Geraden macht, 
vier harmonisclie Puncte sind.“ 
Sind etwa a^, b^, b und ® ge- 
geben, so ziehe man z. B. die Gerade 
5D3S Oder d^, suche zu den drei 
Strahlen a^, b^, dj deu vierten, dem 
dj zugeordneten, harmonischen Strahl 
Cj (II), der der dritten Geraden b 
in §l begegnet, so wird die Gerade 
§1® der Aufgabe gen-dgen, d. h., die 
vier Puncte b, ®, §I sind har- 
monisch. Zwei andere Gerade, wel- 
che ebenfalls der Aufgabe genugen, 
findet man auf ahnliche Weise. 

t 


in Pappus Collect Maihem, lih. YII 

II. „Zu drei gegebenen 
Strahlen den vierten harinoni- 
schen Strahl zu finden, jedocli 
nur mittelst des Lineals allein. 

Sind etwa a, b, c gegeben und 
man will den dem c zugeordneten, 
vierten harmonischen Strahl d fin- 
den, so nehme man in c irgend einen 
Punct 35, ziehe durch diesen will- 
kiirlich zwei Gerade 33 a, 35 Ui, die 
den Strahlen a, b in den Puncten 

a, Uj, b, bi begegnen, verbinde diese 
durch die Geraden ab^, ba^, die sich 
in dem Puncte ® schneiden, so wird 
die Gerade §1® der verlangte Strahl 
sein. 

von De LaJdre (Sectiones conicae 1685) 

III. „Wenn drei Puncte und 
eine Gerade gegeben sind, so 
soli, mittelst des Lineals allein, 
in der Geraden ein Punct ge- 
funden werden, dass sie und 
die drei Geraden, welche er mit 
den drei Puncten bestimmt, vier 
harmonisclie Strahlen sind.“ 

Sind etwa a, ®, 33 und b ge- 
geben, so ziehe man z. B. die Gerade 
aSS, suche zu den drei Puncten a, 

b, 35 den vierten, dem ® zugeord- 
neten, harmonischen Punct b (II), 
ziehe die Gerade b®, so wird diese 
der gegebenen Geraden b in einem 
Puncte §l begegnen, welcher der Auf- 
gabe geniigt, so dass a, d, b, c har- 
monisch sind. Zwei andere Puncte, 
die auch der Aufgabe genugen, findet 
man auf ahnliche Weise. 
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20. Satze imd Porismen, die aus Zusammenstellimg der Gebilde entspringen. 

Wird SI als Projectionspunct der Geraden a^, bj'^angesehen, so dass 
a, b, b, c, . . . und cq, b^, bj, q, . . . entsprecliende Puncte sind, und wird 
(52) als perspectivisclier Durchschnitt der Strahlbtiscliel SI, SS angenommen, 
so dass a, d, b, c, . . . und a^^, d^, b^, c^, ... entsprecliende Strahlen ,sind, 
so folgt ferner: 

IV. „Wenn man bei zwei IV. „Wenn man bei zwei 

perspectivischen Geraden ajjbj perspectivisclien Strablbii- 

je zwei entsprecbende Puncte- scheln SI, 35 je zwei entspre- 

paare wechselseitig (a, mit b, chende Strahlenpaare sich 

bj Oder mit b, b^, u. s. w.) durch wecbselseitig sclineiden lasst 

Gerade(abiUndbai,abiUndbai,...) (a, aj, mit b, oder mit d, d^, 
verbindet, so liegen die Durch- u. s. w.), und die Durchsclinitte 

scbnitte 2), S)i, ... aller dieser (a^ und b, e und b, . . .) durcli 

Paare von Geraden in einer Gerade (a^b, eb, ...) verbindet, 

bestimmten Geraden d^, die so geben diese alle durch einen 

namlicli zu den perspectivi- bestimmten Punct der nam- 

schen Geraden a^, b^ und zu lich zu den Mittelpuncten SI, 

dem durch ihren Durchschnitt 23 der Strahlbiischel und zu 

23 gehenden Projectionsstrahle demjenigen Puncte (5, in wel- 

c oder c^ der vierte, dem Cj zu- chem ihr gemeinschaftlicher 

geordnete, harmonische Strahl Strahl (cc^) vom perspectivi- 

ist.^^^ schen Durchschnitte 2)(S ge- 

troffen wird, der vierte, dem 
S zugeordnete, harmonische 
Punct ist.^‘ 

Der Satz links ist (mit anderen Worten ausgesprochen) allgemein be- 
kannt. Es ist leicht zu sehen, wie vermoge dieser Satze die folgenden 
Aufgaben: 

V. „Durch einen gegebe- V. „In einer gegebenen Ge- 

nen Punct 2) eine Gerade 2)2)j raden 2)(S denjenigen Punct (g 

zu ziehen, welche durch den zu finden, welcher mit zwei ge- 

Durchschnitt 23 zweier gege- gebenen Puncten SI, 33 in einer 

benen Geraden ab, g^ht, Geraden liegt, im Ealle diese 

im Falle dieser Durchschnitt Gerade nicht gezogen werden 

unzuganglich ist.“ kann.“ 

woven die eine, links, ebenfalls aUgemein bekannt ist, mittelst des Lineals 
allein zu losen sind. 

Weiter unten wird man finden, dass die ^atze (IV) nur besondere 
Pffle von allgemeineren Satzen sind, die namlich stattfinden, wenn 
die projectivischen Gebilde a^, b^ und SI, 33 sich in schiefer Lage be- 
finden. 


19 * 
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Es liessen sich hier nocli eine Menge Folgeriingen ziehen, die nament- 
licli das Dreieck, die Theorie der Transversalen , u. s. w. betreffen, bei 
denen ich micb aber nicht aufhalten kami. 

21. Sind drei Gerade A, A^, A^ (Fig. 27) unter einander projectivisch, 
namlicb in Ansehung der Puncte a, B, c, . . - ; dj, bj, c,, . . .; ttj, , 

und liegen sie so, dass sie einander in einem Puncte schneiden, und dass 
in demselben drei entsprechende Puncte e, e,, vercinigt sind,^ und dass 
mitHn je zwei Gerade perspectiviscli liegen, so miissen nothwendiger Weise 
die drei Projectionspuncte S, 58,, SSj in einer Geraden liegen. Denn sind 
18, 58, die Projectionspuncte der Geraden A und A,, A und A^, so ist 
die Gerade 5858, ein Projectionsstralil sowohl von A und A,, als von A 
und A,, so dass also der Punct b, in welchem sie A begegnet, den Puncten 
bj, b.,, in welchen sie A,, Aj schneidet, entspricht, und dass sie folglich 
auch ein Projectionsstrahl von A, und A^ ist und durch ihren Projections- 
punct 58j geht. 

Wird umgekehrt angenommen, drei Strahlbuschel 58, 58,, 58j seien 
unter einander projcctiviscli und so gelegen, dass drei entsprechende Strahlen 
d, d,, d., vereinigt sind, dass mithin je zwei Strahlbuschel perspectivisch 
liegen, so folgt auf ahnliche Weise, wie vorhin, dass die drei perspec- 
tivischen Durchschnitte A, A^, einander in einem Puncte (66,63) treffen. 
Also hat naan folgende Satze: 

I. „Sind drei Gerade A, A,, I „Sind drei Strahlbuschel 

A, unter einander projecti- 58, S5„ 58^ unter einander pro- 

visch und liegen sie so, dass jectivisch und liegen sie so, 

sie sich in einem Puncte schnei- dass drei entsprechende Strah- 

den, und dass in demselben len auf einander fallen, also 

drei entsprechende Puncte ihre Mittelpuncte in einer Ge- 

vereinigt, und mithin je zwei raden liegen, und mithin je 

Gerade perspectivisch sind, zwei Strahlbuschel perspecti- 

so liegen die drei Projections- visch sind, so treffen sich die 

puncte 58, 58,, 58^ in einer Ge- drei perspectivischen Durch- 

raden.“ schnitte A, A,, Aj in einem 

Punct.“ 

Aus diesen Satzen folgen unmittelbar nachstehende bekannte Satze: 

n. „Treffen die drei Gera- 11. „Liegen die drei Puncte 

denA, A,, Aj, welche die Ecken 58, 58„ 58^, in welchen die Seiten 
irgend zweier Ereiecke actjas) irgend zweier Dreiecke 00,0^, 

hbiftj, in bestimmter .Ordnung 66,62, in bestimmter Ordnung 

genommen, paarweise verbin- paarweise genommen, sich 

den, in einem Puncte zusam- schneiden, in einer Geraden, 

men, so liegen die drei Puncte so treffen die drei Geraden A, 
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25, ^ 1 , 252 , ■welchen die ge- Aj, A 2 , welclie die gegenxiber- 
geniiberliegenden Sciten, in liegendeii Ecken, in gleiclier 

glcicher Ordnuug paarweise Ordnung paarweise genommen, 

genommen, einandor schnei- verbinden, allemal in einem 

den, in einer GeradGn.“ Denn Puncte zusanimen.“ Denn man 

man kann festsetzen, die Geraden kann festsetzen, die StraUbiischel 

A, Aj und A 2 solleii in Ansehiing 25, 25^ iind 252 sollen in Anseliung 

der gleiclinamigen Puncte a, b, e der gieiclmamigen Stralilen a, b, d 

und dj, bj, Cj und a 3 , bg, 63 pro- und a^, bj, dj und Ug, bg, d^ pro- 

jectivisch sein (§ 10 , 7). jectivisch sein (§ 10 , 7). 

Es folgt ferner: 

III. „Bewegen sicli die Ecken III. „Drehen sich die Seiten 

eines jeranderlicken Dreiecks eines veranderlichen Dreiecks 

in drei festen Geraden A, dd^^dg um drei feste Puncte 25, 

Aj, Ag, die durck einen Punct 23i, 253, die in einer Geraden d 

e gehen, und drehen sich zwei liegen, und bewegen sich zwei 

Seiten desseiben, etwa aa^, Ecken desselben, etwa d, dj, 

ddg, um feste Puncte 2Si, so in festen Geraden A, A^, so be- 
geht auch die dritte Seite a^^dg wegt sich auch die dritte Ecke 

bestandig durch einen dritten dg in einer dritten festen Ge- 

festen Punct 2 S 3 , der mit jenen raden Ag, die sich mit jenen 

beiden in einer Geraden liegt.“ beiden in einem Puncte schnei- 

det.‘‘ 

Bei den obigen Satzen (I) ist der besondere Fall moglich, dass einer- 
seits (links) die drei Projectionspun’cte 25, Sj, 253, und andererseits die 
drei perspectivischen Durchschnitte A, A^, A 3 zusammenfaUen; dieses 
leitet da her auf nachstehende Aufgaben: 

IV. „Drei gegebene Gerade IV. „Drei gegebene Strahl- 

A, Aj, Ag, die unter einander biischel 25, 23i, 253, die unter 

projectivisch sind, so in per- einander projectivisch sind, 

spectivische Lage zu bringen, so in perspectivische Page zu 

dass sie sich in einem Puncte bringen, dass ihre Mittelpuncte 

e schneiden und einen gemein- in einer Geraden liegen, und 

schaftlichen Projectionspunct dass sie einen gemeinschaft- 
25 haben.“ ’ lichen peispectivischenDurch- 

schnitt A haben.“ 

Die Auflosungen dieser Aufgaben sollen den Liebhabern vorlaufig 
zur Uebung iiberlassen bleiben: sie lassen sich leicht auf friihere Siitze 
griinden (§ 15); spiiter sollen sie mitgetheilt werden. Ich will hier nur 
angeben, dass die erste Aufgab^ (links) im Allgemeinen imendlich viele 
Auflosungen zuliisst, wobei sich verschiedene drei entsprechendo Puncte 
der Geraden in deren gemeinschaftlichem Durchschnitte vereinigen lassen. 
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Giebt es auch entsprechende Puncte, bei deren Vereinigung keine Aufldsung 
stattiindet? imd welclien Spielraum haben sie? — Was findet insbesondere 
statt, wenn die Geraden abnlicb sind? — Die aiidere Aufgabe dagegen 
lasst im AUgemeinen der Hanptsacbe nach nur zwei Auflosungen zu. 

22. DuicL Wiederholimg oder Zusammensetzung eines obigen Satzes 
(§ 21) gelangt man mimittelbar zu eiuem beriihmten Porisma, welches 
Pappus in der Vorrede -zum VII. Buch der Collectiones Maihematicae 
mittheilt, und welches wegen seines Scheins von Allgemeinheit leicht fiir 
schwerer und umfassender gehalten wird, als es in der That ist, namlich 
zu dem folgenden Porisma; 

I „Wenn in einer Ebene n beliebig gezogene gerade Linien 
einander irgendwie durchschneiden, und man halt die n — 1 
Durchschnittspuncte test, die einer von ihnen, gleichviel wel- 
cher, angehbren, wahrendman alle iibrigen beziehlich um diese 
Puncte bewegt, und wahrend n — 2 von ihren gegenseitigen 
Durchschnitten, wovon keine drei denselben drei Geraden, keine 
vier denselben vier Geraden, u. s. w. angehoren, gezwungen sind, 
auf einer gleichen Anzahl gegebener Geraden, als Leitlinien 
genommen, zu bleiben, so werden alle iibrigen Durchschnitte 
der bewegten Geraden, deren Anzahl eine Triangularzahl ist, 
einzeln andere Gerade beschreiben, die mit jenen Leitlinien zu- 
gleich der Lage nach gegeben sein werden.^*^ 

In neuerer Zeit hat Robert Simson zuerst diesen Satz bewiesen. 
Mittelst der oben festgesetzten Erklarungen (§ 19) kann der vorstehende 
Satz nebst seinem entsprechenden Satze, wie folgt, ausgesprochen werden: 

n. jjBewegen sich die Ecken IL „Drehen sich die Seiten 

eines veranderlichen vollstan- eines vollstandigen verander- 

digen n-Ecks in n festen Gera- lichen n-Seits um n feste 

den, die durch einen Punct Puncte, die in einer Geraden 

gehen, und drehen sich n — 1 liegen, und bewegen sich n — 1 

Seiten desselben, die irgend Ecken desselben, die irgend 

einem der einfachen n-Ecke einem der einfachen n-Seite 

angehoren, aus welchen das angehoren, aus denen das 
vollstandige besteht, um vollstandige besteht, in ebenso 

ebenso viele feste Puncte, so vielen festen Geraden, so be- 

drehen sich auch die iibrigen wegen sich auch die iibrigen 

Seiten, an Zahl Ecken, an Zahl 

(n_l)(n-2) . (n-l)(n-2) 

1.2 ’ 1.2 

um andere feste Puncte, die in anderen festen Geraden, die 

also mit jenen festen Puncten also mit jenen festen Geraden 

zugleich gegeben sind,“ zugleich gegeben sind/^ 
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In der That sind diese zwei Satze, wie sclion erwahnt worden, niclits 
anderes als eine zusammenliangende Wiederholung der obigen einfaclien 
Satze (§ 21, 1). Oder nocli leichter konnen sie aus folgenden Satzen, deren 
Eiclitigkeit von selbst erliellt, zusammengesetzt werden. Namlich: 


in. „Wenn bei drei Geraden 
A, Aj, Ao, die einander in einem 
Piincte schneiden, zwei mit der 
dritten projectiviscli sind und 
init ihr perspectiviscli liegen, 
so sind sie auch unter sich pro- 
jectivisch und liegen perspec- 
tiviscL^^ 


III. „Wenn von drei Stralil- 
biischeln S3, SS^, deren Mit~ 
telpuncte in einer Geraden lie- 
gen, zwei mit dem dritten pro- 
jectivisch sind und mit ihm 
perspectiviscli liegen, so sind 
sie auch unter sich projecti- 
visch und liegen perspecti- 
visch.“ 


Daraus folgt durch Zusammensetzung unmittelbar: 


IV. „Wenn von n Geraden 
A, Aj, A2, ... An-i, die durch 
einen und denselben Punct ge- 
hen, der Reihe nach jede mit 
der darauf folgenden projecti- 
visch ist und mit ihr perspec- 
tivisch liegt, dann sind alle 
unter einander projectivisch 
und liegen perspectivisch.^ 


IV. „Wenn von n Strahlbti- 
scheln 23, 23^, 252, ... 23ii-i, deren 
Mittelpuncte in einer Geraden 
liegen, der Reihe nach jeder 
mit dem darauf folgenden pro- 
jectivisch ist und mit ihm 
perspectivisch liegt, dann sind 
alle unter einander projecti- 
visch und liegen perspecti- 
visch.“ 


In diesen Satzen sind die obigen (TI) enthalten. Denn wehn z. B., 
nach dem Satze II links, die Ecken eines vollstan digen Vierecks a, a^, 
Ug, ttg (Fig. 28) sich in den festen Geraden A, A^, Ag, Ag bewegen,’ wah- 
rend sich etwa die drei Seiten aa^, a^ag, des einfachen Vierecks 
aa^agaga um die drei festen Puncte 25, 25 j, 23^ drehen, so sind offenbar 
A und A,, Ai und Ag, Ag und A3, in Ansehung der Puncte a und a^, 
und Ug, Ug und Ug, projectivisch und liegen perspectivisch, namlich 23, 
23i, 253 sind ihi'e Projectionspuncte; dal^er sind zufolge vorstehenden Satzes 
auch A und Ag, Aj und Ag, A und A3, in Ansehung der Puncte a und 
Ug, ttj und Ug, a und jXg, projectivisch und liegen perspectivisch, so dass 
folglich auch die drei ubrigen Seiten aUg, a^Ug, aa^ des vollstandigen 
Vierecks sich um feste Puncte 23^^, 235 , 233 drehen, namlich um die Pro- 
jectionspuncte der letztgenannten Paare von Geraden. Ueberdies folgt auch 
noch (§21, I), dass von den sechs Puncten 25 , 25^, 282, ^83, 25^, 285 
viermal drei in einer Geraden liegen, dass sie also die Ecken eines voll- 
standigen Vierseits sind. 
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■Wenn andererseits z. B. die Seiten eines vollstandigen Vierseits a, a^, 

ag (Fig. 29) sicF um feste Puncte 33, SS„ 33^, drehen, die in einer 
Geraden liegen, walirend sich etwa die drei Ecken a, a^, des Vierecks 
aa^asaga in den drei festen Geraden A, Aj, bewegen, so sind offenbar 
die Stralilbiiscbel 33 und 33„ 33^ und SS^, 33^ und 333, Ansehung der 
entspreclienden StraMen a und a^, a^ und ag, ag und Ug, projectiviscb und 
liegen perspectiviscli, namlich A, A^, A 2 sind ilne perspectivischen Durch- 
schnitte; daber sind auch die Strahlbiischel 33 und 33^, 33j und SSg, 35 
und 353 , in Ansehung der Strahlen a und ag, a^ und ag, a und Ug, pro- 
jectivisch und liegen perspectivisch (IV), so dass folglich auch die drei 
iibrigen Ecken % des vollstandigen Vierseits sich in bestimmten 

festen Geraden A^, A^, Ag bewegen, namlich in den perspectivischen 
Durchschnitten der letztgenannten Strahlbiischelpaare. Ueberdies folgt 
noch (§ 21, I), dass die 6 Geraden A, A^, ... A^ die 6 Seiten eines voll- 
standigen Vierecks a, p, 7 , 8 sind. 

Ganz ebenso, wie bei diesen Beispielen, lassen sich die Satze bei 
jeder anderen Figur nachweisen. Verschiedene besondere Falle der obigen 
Satze (H Oder IV) — die einerseits (links) dadurch entstehen, dass von 
den festen Geraden einige auf einander fallen, oder dass die festen Puncte 
in einer Geraden liegen, und dass diese durch den gemeinschaftlichen 
Durchschnitt der festen Geraden geht, u. s. w. und andererseits dadurch, 
dass die festen Puncte theilweise vereinigt werden, oder dass die festen 
Geraden durch einen Piinct gehen, und dass dieser mit den festen Puncten 
in einer Geraden liegt, u. s. w. -r- werden hier iibergangen. Uebrigens 
sind die obigen Satze selbst nur besondere Falle von allgemeineren und 
umfassenderen Satzen, die in den zwei nachstfolgenden Kapiteln bewiesen 
werden. 

2,3. Schneiden sich drei Gerade A, A^, A^ (Fig. 30), die unter einander 
projectivisch sind, in drei Puncten, und liegen je zwei derselben perspec- 
tivisch, so dass also in jedem Durchschnitte zwei entsprechende Puncte 
vereinigt sind, namlich e und e^, f und fg, und Ig, und sind 63 , f^, I 
die den vereinigten Puncten entsprechenden dritten Puncte, so sind in je- 
dem der drei Strahlen ee^eg, IJ 2 I zwei Projectionsstrahlen vereinigt, 
namlich ee^ und e^e^, ffj und und und daher miissen ihre 

gegenseitigen Durchschnitte 33, 33^, 363 die Projectionspuncte der Geraden- 
paare A und A^, A und Ag, A^ und Ag sein. Da auf ahnliche Weise, 
wenn man, statt von den Geraden A, A^, Ag, von den Strahlbuscheln 35, 
33 i, 352 ^^sgeht, auch das Vi^gekehrte sich darthun lasst, so folgen also 
nachstehende Satze. 

I „Wenn die Seiten A, Aj I. „Wenn die Ecken eines 

Ag eines Dreiecks unter Dreiecks 33 i 8 i 332 die Mittel- 

einander projectivisch sind, puncte projectivischer StrahD 
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und wenn je zwei perspecti- biischel sind, wovon je zwoi 
visch liegen, so sind ihre Pro- perspectivisch liegeii, so bil- 
jectionspuncte 23, 23^, 232 ihre perspectivischen 

Ecken eines anderen jenem urn- Durclischnitte A, A^, Ag ein 
schriebenen Dreiecks." Dreieck welches jenem 

eingeschrieben ist/‘ 

Sind a, irgend drei entsprechende Puncte, so ist das Dreieck 

dem Dreiseit AA^A.^ eingeschrieben und zugleich dem Drei- 
ecke 2323 i 2S2 umschrieben; und da zur Bestimmung der projectivischen 
Beziehung der drei Geraden A, A^, A2 oder der drei Strahlbiischel 58, 
23i, 232 drei entsprechende Puncte e, e^, f, fj, fs; I, Ii, I2 <^der 

Strahlen e, e^;, e^; k, k^, k2*, 1, I2 willkiirlich angenommen werden 
konnen, so folgen ferner unmittelbar nachstehende Siitze: 

II. „Wenn einem beliebigen Dreieck A, A^, irgend ein 
zweites 235812S3 umschrieben ist, so giebt es unziihlig viele andere 
Dreiecke (febibo, cCjCg, ...), von denen jedes dem ersten ein- 

geschrieben und zugleich dem zweiten umschrieben ist.“ Namlich: 

„Beschreibt man irgend ein „Beschreibt man irgend ein 

Dreieck aa^Ug, dessen Ecken, Dreieck aa^ao, dessen Seiten, in 

in bestimmter Ordnung ge- bestimmter Ordnung genom- 

nommen, in den Seiten jenes men, durch die Ecken jenes 

ersten Dreiecks liegen, und zweiten Dreiecks gehen^ und 

von dessen Seiten zwei durch von dessen Ecken zwei in zwei 

zwei Ecken des zweiten gehen, Seiten des ersten liegen, so 

so geht allemal auch die dritte liegt allemal auch die dritte 

Seite desselben durch die dritte Ecke desselben in der dritten 

Ecke des zweiten.‘‘ Seite des ersten.“ 

Oder mit anderen Worten: 

„Ist einem Dreieck A, Aj, Ag „Ist einem Dreieck 2323^230 

ein zweites ©58^232 umschrieben, zweites A, A^, A2 einge- 

und bewegen sich die Ecken schrieben, und drelien sich die 

eines dritten Dreiecks aa^a^ in Seiten eines dritten Dreiecks 

den Seiten des ersten, wahrend aa^a^ um die Ecken des ersten, 

zwei Seiten, in bestimmter wahrend zwei Ecken, in be- 

Ordnung genommen, sich um stimmter Ordnung genommen, 

zwei Ecken des zweiten drehen, sich in zwei Seiten des zweiten 

so dreht sich auch die dritte bewegen, so bewegt sich auch 

Seite desselben um die dritte die dritte Ecke desselben in 

Ecke des zweiten.‘‘ der dritten Seite des zweiten.“ 

III. „Wenn von den Ecken III. „Wenn von den Seiten 

eines Sechsecks 2B^58252aiea25j eines Sechsecks 25j23aie!a3 23j( 
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zweimal clrei, die nicht auf ein- zweimal drei, die nicht auf ein- 
aiider folgen, in einer Geradeu ander folgen, durcli einen Punct 
liogen, wie etwa a, S 5 , unci gelien, wie etwa aj,e, la.^ 

e, 58, so und e!, agSSj durcli und 

liegen auch die drei Durcli- a, so treffen sich aucli die drei 
sclinitte I^, f, der einander Geraden SSje, Sf, durcli die 
gegenuberliegenden Seiten in gegeniiberliegenden Ecken ein- 
einer Geraden.“ ander in einem Puncte 

Von diesen zwei bekannten Satzen (III) ist der eine (links) das 
XIIL Lemma zu den Porismen des EukUdeSy welclie Pappus im VII. Buche 
mittlieilt. Im Anliange sollen diese Satze umfassender gegeben werden. 

Die obigen Verbindungen von drei projectivischen Geraden oder StraM- 
biischeln, nebst weiteren Verbindungen der Art^ wiirden leicht zu vielen 
anderen Satzen fiiliren, wenn der Raum gestattete, sie liier weiter zu verfolgen. 

24. Es sollen bier noch drei projectiviscbe Gerade und drei pro- 
jectivische Strablbiischel so verbuuden werden, dass von den jedesmaligen 
drei Gebilden zwei unter sich scliief, aber jedes mit dem dritten per- 
spectivisch liegt. 

Beiinden sich von den drei beliebigen Geraden A, A^, Ag (Fig. 31), 
die unter einander projectivisch sind, zwei, etwa A, A^, in schiefer, da- 
gegen jede derselben mit der dritten Ag in perspectivisclier Lage, so 
dass also im Durchscbnitte der ersteren irgend zwei, einander nicht ent- 
sprechende Puncte, etwa e, bj, dagegen in den Durchsclmitten, die sie mit 
der letzteren A 3 bilden, zwei entsprechende Punctepaare, etwa f und fg, 
und I 2 , vereinigt sind, und sind ferner SS^, die Projectionspuncte von 
A und Ag, Aj und Ag, so werden offenbar in der Geraden SBiSSg irgend 
drei entsprechende Projectionsstrahlen, etwa b, bj, bg, auf einander fallen, 
und in jeder der zwei Geraden ^Bgffg - werden zwei entsprechende 

Strahlen, namlich fgf^ und f!j, Igl und IJ, vereinigt sein. 

a) Werden umgekelmt in irgend einem Projectionsstrahl, etwa in b, 
zweier gegeben en projectivischen Geraden A, Aj, die in scliiefer Lage sich 
befinden, zwei beliebige Puncte SB^, SSg als Mittelpuncte zweier Strahl- 
biischel angenomraen, wovon der erstere auf A und der andere auf A^ 
bezogen wii’d, und die mithin in Ansehung der Strahlen a^, b^, c^, d^, .. . 
und ag, bg, Cg, dg, . . . projectivisch sind (§ 11, III), so werden sie, da in 
dem Strahle b zwei entsprechende Strahlen b^, bg vereinigt sind, per- 
spectivisch liegen (§ 14), und ihr perspectivisclier Durchschnitt Ag wird 
offenbar mit jeder der zwei gegebenen Geraden A, A^ projectivisch sein 
und perspectivisch liegen, namlich A und Ag, Aj und Ag werden SBj, SBg 
zum Projectionspunct haben. 

b) Werden die Puncte 33i, SBg insbesondere in zwei entsprechenden 
Puncten b der gegebenen Geraden A^, A angenommen, namlich in 
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16j und SSg in B, wie in Fig. 33, so fallen die Strahlen e^, d^ mit den Gera- 
den Aj, A znsammen, so dass also die Durchsclinitte der ent- 

sprechenden Strahlen e^ imd Og, d^ und d^ in e^, b liegen, und dass folg- 
lich in diesem Falle der perspectivische Durclischnitt A^ der Strahlbiischel 
die gegebenen Geraden A^, A in denjenigen Puncten sclxueidet, die den 
in ihi'em Duixlischnitte vereinigten Puncten e, bj entsprechen. Da die 
Gerade Ag durch die zwei Puncte Cj, b oder e^, bg bestimmt ist, so bleibt 
also der perspectivische Durchschnitt (Ag) derselbe, man mag die Mittel- 
puncte SSj, SBg der Strahlbiischel in irgend zwei entspreclienden Puncten 
der gegebenen Geraden A^, A, also in Bj und B, oder in und a, oder 
in Cl und c, u. s. w., annehmen, wie man will; so dass also die Durch- 
schnitte Ug, Cg, fa, • • . der Geradenpaare abj und a^B, BCj und B^c, aCj und 
a^c, die bei zwei schief liegenden projectivischen Geraden A, A^ jo 
zwei Paar entsprechender Puncte wechselseitig verbinden, in einer und der- 
selben Geraden Ag liegen. ^ 

Wenn andererseits von drei beliebigen Strahlbilscheln 25 , 25^, 2Sg 
(Fig. 32), die unter einander projectivisch sind, sich zwei, etwa 25, 25^, 
in schiefer, dagegen jeder derselben mit dem dritten 253 ^ perspecti- 
vischer Lage befinden, so dass also in der Axe 2525^ der ersteren zwei 
einander nicht entsprechende Strahlen, etwa e, d^ , dagegen in jeder der 
zwei Axen 25252, 2Si®2 ^wei entsprechende Strahlen, etwa k und kg, 1^ 
und Ig vereinigt sind, und sind ferner A^, Ag die perspectivischen Durch- 
schnitte der Strahlbiischel 25 und 253 , 25i und 252 ? mlissen offenbar im 
Durchschnitte der Geraden Aj, Ag die Durchschnitte von irgend drei ent- 
sprechenden Strahlen, etwa die Dm’chschnitte B, Bj, Bg der Strahlen b, b^, 
bg, und ferner miissen in jedem der beiden Puncte, wo die zwei Paar ver- 
einigten entsprechenden Strahlen kkg, l^lg ihrem entsprechenden dritten 
Strahl kj, 1 begegnen, zwei entsprechende Puncte f und fg, I und Ij ver- 
einigt sein. Und umgekehrt: 

a) Sind irgend zwei projectivische Strahlbiischel 25, 25^ in schiefer 
Lage gegeben, und man zieht durch den Durchschnitt irgend zweier ent- 
sprechenden Strahlen, z. B. durch den Durchsclmitt B der Strahlen b, b^, 
zwei beliebige Gerade A^, Ag, so werden letztere in Ansehung der Puncte 
Ui, Bi, Cl, bi, ... und Og, Bg, Cg, bg, . . ., in welchen sie die Strahlbiischel 
ffi, 25i schneiden, projectivisch sein (§ 11, III), und, da in dem Puncte B 
zwei entsprechende Puncte Bj, Bg derselben vereinigt sind, so werden sie 
perspecfivisch liegen (§ 14), und ferner wird offenbar der Strahlbiischel 
2 S 2 , welcher durch ihre Projectionsstrahlen ag, bg, Cg, dg, . . . gebildet wird, 
mit jedem der zwei gegebenen Strahlbiischel 25, 25i projectivisch sein und 
perspectivisch liegen, namlich 25 und 253, 2Si und 253 "werden die Geraden 
Ai, Ag zum perspectivischen Durchschnitt haben. 

p) Werden die Geraden Ai, Ag insbesondere so gelegt, dass sie mit 
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den StraUen bj, b zusammenfallen, wie in Fig. 34, so vereinigen sich, wie 
man sielit, die Pnncte b. mit den Mittelpimcten 23, 23^ der gegebenen 
Stralilbiiscliel , so dass also in diesem Falle statt der entsprechenden 
Stralilen k imd k.„ Ij iind ]., die entsprechenden Stralilen d und dg, e^ imd 
e, anf einander fallen, und class folglich in diesem Falle der Projectionspunct 
23. der Geraden Ao der Durchsclinitt derjenigen zwei Strahlen d, Oj 
ist, deren entsprechende d^, e in derAxe2323i der gegebenen Strahlbiiscliel 
23, 25 1 Ycreinigt sind. Da der Punct Sg vermoge der Strahlen d, be- 
stimmt ist, so bleibt also der Projectionspunct der Geraden Aj, Ag der 
mimliche, man mag diese mit irgend zwei entsprechenden Strahlen der 
gegebenen Strahlbiischel 25, 25i zusammenfallen lassen, wie man will, also 
mit b und bj, oder mit a imd Uj , oder mit c und Cj, u. s. w., so dass 
folglich die Geraden a,, c,, t, die durch die Punctepaare Uj und ag, 

und Cg, fj und f., . . . gehen, in welchen bei zw’-ei schief liegenden pro- 
jectivischen Strahlbuscheln 23, 23i je zwei entsprechende Strahlenpaare ein- 
ander wechselseitig schneiclen, in einem und demselben Puncte SBg zu- 
sainmentreffen. 

In den vorstehenden Betrachtungen sind die Beweise und Aufldsungen 
der nachfolgenden Satze und Aufgaben enthalten; 

I. „Bei jedem Sechseck 1. „Bei jedem Sechseck 
23i23.,!aajli25j (Fig. 31), welches 23a2SiIhfi8 (Fig. 32), welches die 

zw'ei schief liegende projecti- Mittelpuncte 23 , 23j zweier 

vische Gcrade A, A^ und irgend schief liegenden Strahlbiischel 

vier Projectionsstrahlen a, b, und irgend vier Durchschnitte 

I, k derselben zu Seiten hat (a), a, b, I, f entsprechender Strali- 

treffen die drei Diagonalen len zu Ecken hat (a), liegen 

25ja, 2330^, !Ij, welche die gegen- die drei Durchschnitte a^, 232, 

iiberliegenden Ecken verbin- Ug der drei Paar gegenuberlie- 

den, in irgend einem Puncte Ug genden Seiten in irgend einer 

zusammen." Geraden a^.“ 


IL „Bei zwei schief liegen- 
den projectivischen Geraden 
A, A^ (Fig. 33) liegen die Durch- 
sclinitte 03, c., f3, ... der ver- 
schiedenen Paare von Geraden 
(abi und bUj, bq und cbj, aq und 
ca,,...), welche je zwei Paar ent- 
sprechender Puncte wechsel- 
seitig verbinden, in einer be- 
stimmten Geraden A^, die nam- 
lich den gegebenen Geraden 


IL „Bei zwei schief liegen- 
den projectivischen Strahl- 
buscheln 25, 25, (Fig. 34) treffen 
die Geraden ag, Cg, fg, ... durch 
die verschiedenen Punctepaare 
(Oj und a2, Cj und C2, fi und fg, . . .), in 
welchen je zwei Paar entspre- 
chender Strahlen sich wech- 
selseitig schneiden, in einem 
bostimmten Puncte zusam- 
men, der namlich mit den Mit- 
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A, Aj in clenjenigen zwei Punc- 
ten b, begegnet, deren ent- 
sprechende bi,e in ihi'em Durch- 
schnitte vereinigt sind (b).‘^ 


telpuncten S3, SS^ der Stralil- 
biischel durch diejenigen zwei 
Strahlen d, e^ verbunden ist, 
deren entsprechende d^, e in 
ibrer Axe vereinigt sind (p).“ 


Die Satze (I) lassen sich auch umkebren. Die Satze (II) enthalten 
die obigen Satze (§ 20, IV) als besondere Falle und, wie leiclit zu seben, 
den obigen Satz des Pappus nebst dessen entsprecbenden (§ 23, III) als 
Tbeile in sich. 


in. „Zwei der Lage nach 
und projectiviscb gegebene 
Gerade mittelst des Lineals 
allein schiefauf einander zu 
projiciren;^^ d. h.: a) „Wenn bei 
zwei in scbiefer Lage gegebe- 
nen projectiviscben Geraden 
A, Aj eine zur Bestimmung 
ibrer projectiviscben Bezie- 
hung binreicbende Zahl ent- 
sprecbender Punctepaare, also 
drei Paare, gegeben sind, so 
sollen mittelst des Lineals 
allein andere entsprechende 
Punctepaare gefunden werden, 
Oder so soil zu jedem beliebi- 
gen Punct in der einen Gera- 
den der entsprechende in der 
anderen Geraden, und nament- 
licb sollen b) diejenigen zwei 
Puncte (b, ej, deren ent- 
sprecbende im Durchschnitte 
der Geraden vereinigt sind, 
c) die Durchschnitte der Pa- 
rallelstrablen, und endlicb d) 
derjenige Projectionsstrabl, 
welcher einem der drei gege- 
benen Projectionsstrablen in 
irgend einem gegebenenPuncte 
begegnet, gefunden werden.“ 


HI. „Zwei der Lage nach 
und projectiviscb gegebene 
Strahlbiiscbel mittelst des Li- 
neals allein scbief auf einan- 
der zu projiciren;“ d. h.: a) 
„Wenn bei zwei in scbiefer 
Lage gegebenen projectivi- 
scbeii Strahlbiiscbeln 33 , 33^ 
eine zur Bestimmung ibrer 
projectiviscben Beziebung bin- 
reicbende Zabl entsprechen- 
der Strablenpaare, also drei 
Paare, gegeben sind, so sollen 
mittelst des Lineals allein 
andere entsprechende Strah- 
lenpaare gefunden werden, 
Oder so soli zu jedem beliebi- 
gen Strahl des einen Strahl- 
buscbels der entsprechende im 
anderen Strablbiischel, und na- 
mentlich sollen p) diejenigen 
zwei Strahlen (d, ej, deren ent- 
sprecbende in der Axe3333i der 
Strablbuscbel vereinigt sind, 
und ferner y) derjenige Durcb- 
scbnitt irgend zweier ent- 
sprecbenden Strahlen, welcher 
in irgend einer Geraden liegt, 
die durch den Durcbscbnitt 
eines der drei gegebenen ent- 
sprecbenden Strablenpaare 
geht, gefunden werden.^ 
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Auflosung. 1) Sind A, Aj (Fig. 31) die gegebenen Geraden, und 
isind a und b und c und q die drei Paar gegebenen entsprechen- 
den Puncte, so nelime man in einem der drei ProjectionsstraHen a, b, c, 
etwa in b, zwei beliebige Puncte 35j, zielie aus ihnen die Strahlen- 
paare SB^a und SSyUj, und SBgCi, die sich in den Puncten C 2 scbaei- 
den, und zielie durch diese Puncte die Gerade Ag. Soli nun a) zu irgend 
einem Pmicte j: in der Geraden A der entsprechende Punct in der 
Geraden A^ gefunden werden, so ziehe man den Strahl der die 

Gerade A 2 in einem Puncte jCg sclmeiden wird^ und ziehe sodann aus SSg 
durcli StraH so wird dieser der Geraden A^ in dem ge- 

sucliten Puncte begegnen. b) Zieht man also die StraUen SSgbij 

und sodann durch die Puncte 63 , b., in welclien sie die Gerade schnei- 

den, die Sti'alilen Sjbab, so miissen diese den gegebenen Geraden 

Aj, A in denjenigen Puncten e^, b begegnen, welche den in ihrem Durch- 
schnitte yereinigten Puncten e, bj entsprechen. c) Und zieht man ferner 
durch S5p die Stralilen q, r den Geraden A, A^ parallel, und sodann 
durch die Puncte q,, die Strahlen SSagagi, so werden diese den 

Geraden Aj, A in den Durchschnitten gj, r der Parallelstrahlen , d. h. in 
denjenigen Puncten begegnen, deren entsprechende q, x^ unendlich entfernt 
sind. d) Zieht man endlich durch die Puncte f, I^, in welchen die gege- 
henen Geraden A, Aj von der Geraden A 2 geschnitten werden, die Strahlen 
^ 2 ?, 23iIi5 so sind diese diejenigen Projectionsstrahlen k, 1 (der gegebenen 
Geraden A, AJ, welche dem gegebenen Projectionsstrahle b in den belie- 
big angenommenen Puncten SSj begegnen. 2) Nimmt man die Puncte 
$ 2 , 35j in den entsprechenden Puncten b, b^ an, (wie in Fig. 33), so wird, 
wie man sieht, die Auflosung fur die Forderung (b) sehr vereinfacht, indem 
alsdann die Gerade A 3 selbst durch die gesuchten Puncte e^, b geht. 

1 ) Sind andererseits SB, 33^ (Fig. 32) die gegebenen Strahlbiischel, 
und a, b, c und.a^, b^, c^ die drei gegebenen entsprechenden Strahlen- 
paare, so ziehe man durch den Durchschnitt des einen Paares, etwa durch 
b, zwei beliebige Gerade A^, Ag, die den iibrigen gegebenen Strahlen in 
den Puncten Co begegnen, und verbinde diese Puncte paarweise 

durch die Strahlen a 2 , C 3 , die sich in irgend einem Puncte 2 B 3 schneiden 
yrerden. Soil nun a) zu irgend einem Strahl x des Strahlbiischels SB der 
entsprechende Strahl im anderen Strahlbiischel SBj gefunden werden, so 
verbinde man den Punct in welchem x der Geraden Aj begegnet, mit 
dem Puncte 3 B 3 durch einen Strahl X 3 , der die Gerade in einem Puncte 
jTg schneiden wird, so wird alsdann SBiJ^g der gesuchte Strahl x^ sein. 
P) Zieht man also die Axe SBSBj, verbindet die Durchschnitte bg mit 
SSg durch die Stralilen 63 , dg, die den Geraden Ag, A^ m 63 , b^ begegnen, 
und zieht sodann die Strahlen SSb^, oder e^, d, so sind diese die- 
jenigen Strahlen, deren’ entsprechende e, d^ in der Axe SBSB^ veretoigt 
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sind. y) Zielit man endlich ans 35, durch die StraMen k, Ij, die 
den Geraden A^, in den Puncten f, I begegnen, so sind diese die- 
jenigen Durcbsclmitte entsprechender- StraHen (k und k^, 1 nnd der ge- 
gebenen Strahlbiischel 33 , 35i), welche in den diirch den Durchsclinitt b 
des gegebenen Stralilenpaares b, bj beliebig gezogenen Geraden A 2 , Aj 
liegen. 2) Fiir die Forderung (P) wird die Auflosung vereinfacht, wenn 
man die entsprechenden Strahlen b, b^ selbst statt der Geraden A^, A^ 
nimmt, (wde in Fig. 34), indem alsdann die gesuchten Strahlen d, e^ durch 
den Punct SSg gehen. 

IT. „Wenn bei zwei schiefliegenden projectivischen Ge- 
bilden 35, A (d, h. einem Stralilbiischel 35 und einer Geraden A, siehe § 6, I) 
drei entsprechende Elementenpaare gegeben sind, so soli man 
mittelst des Lineals allein zu irgend einem Element des einen 
Gebildes das entsprechende Element des anderen Gebildes 
finden.^^ 

Diese Aufgabe kann leicht auf eine der vorigen Aufgaben (III) ge- 
bracht werden. Derm sclmeidet man den Strahlbiischel 35 durch irgend 
eine Gerade A^, so ist diese mit der gegebenen Geraden A projectivisch, 
und die Aufgabe ist alsdann auf die obige (III links) gebracht. Oder 
man beziehe ii-gend einen Strahlbuschel 35^ auf die gegebene Gerade A, 
so wird derselbe mit dem Strahlbiischel 35 projectivisch sein, und die Auf- 
gabe ist alsdann auf die obige (HI rechts) gebracht. 

25. Aus den vorigen Betrachtungen (§ 24) sind nm* diejenigen Satze 
und Aufgaben herausgehoben worden, die fur spatere Untersuchungen un- 
umganglich erforderlich sind. Es hatten noch mehr Satze und Aufgaben 
an dieselben angeschlossen werden konnen. Ferner wiirden andere Ter- 
bindungen der betrachteten projectivischen Gebilde noch viele interessante 
Eesultate liefern, wenn nicht dieses Kapitel schon eine zu grosse Aus- 
dehnung erlangt hatte. 

Zum Schlusse dieses Kapitels soli nur noch die folgende bekannte 
Aufgabe gelost werden. 

„Wenn in einer Ebene zwei beliebige gleichnamige Tielecke 
gegeben sind, ein drittes zu beschreiben, welches dem einen 
umschrieben und dem anderen eingeschrieben ist.^^ Oder: 5 ,Ein 
Vieleck zu beschreiben, dessen Seiten derEeihe nach durch ge- 
gebene Puncte gehen, und dessen Ecken der Eeihe nach in ge- 
gebenen Geraden liegen." 

Auflosung. Diese anscheinend schwere Aufgabe wird leicht auf die 
obige (§ 17) gebracht, so dass sie, sobald in der Ebene irgend ein Kreis ge- 
geben ist, sofort mittelst des Lineals gelost werden kann; namlich wie folgt: 

Es seien z. B. irgend vier Gerade A, A^, Ag, Ag (Fig. 35) und irgend 
vier Puncte 35, SB^, SBg, SSg gegeben, so soli also ein Viereck beschrieben 
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werden, dessen Eclven, in bestiinmter Ordnung genommen, in jenen Gera- 
den liegen, mid dessen Seiten, nach bestimmter Ordnung, durcb jene Puncte 
gelieii. 

'VVerden die Puncte 35, S6i, Sg, SSj nach der Reihe als Projections- 
puncte der Gcradenpaare A und Aj, Aj und A^, Ag und Ag, Ag und A^ 
angenommen, wo namlich A^ eine mit A yereinigte funfte Gerade ist, so 
sind alsdann alle Geraden unter einander projectiviscli, also auch A und 
A^ (§ 11, III), und zwar so, dass zu irgend einein Puncte d in der ersten 
Geraden A bloss durcli Ziehen der Strahlen a, a^, Ug, Ug die entsprechen- 
den Puncte a^, a^, a^, in den librigen Geraden nach der Reihe ge- 
funden werden. Nun verlangt die Aufgabe offenbar nichts anderes, als 
man solle den ersten Punct a so annehmen, dass der letzte mit ihm 
zusammentreffe. Es fallen aber bei zwei auf einander gelegten projectivischen 
Geraden A, A^ im Allgemeinen nur liochstens zwei Paar entsprechende 
Puncte aufeinander (§ 16, 11), folglich sind im Allgemeinen auch nur 
zwei Vierecke moglich, die der Aufgabe geniigen. Somit ist also 
die Aufgabe auf die obige (§ 17) gebraclit, weil hiernach die genannten 
Vierecke gefunden sind, sobalcl man die vereiiiigten entsprechenden Puncte- 
paare (e und f und der Geraden A, A^ kennt. Um diese Puncte- 
paare linden zu koimen, ist aber nur nothig, zu irgend drei beliebigen 
Puncten a, b, c in der Geraden A die entsprechenden Puncte 
in der Geraden A^ nach der vorhin angegebenen Art zu suchen. 

Man konnte die Aufgabe auch so losen, dass man statt der fiinften 
Geraden A^ ein fiinftes, etwa mit 35 concentrisches, Strahlbiischel 33^ zu 
HiHfe niihme; indessen ware die Auflosung nicht so bequem, wie die vor- 
stehende. 

Es ist klar, dass die Auflosung sich ganz ahnlich bleibt, das zu be- 
schreibende Vieleck mag so viele Seiten haben, als man will, und dass 
die Aufgabe im Allgemeinen nur zwei Auflosungen zulasst. Wenn aber 
die Rangordnnng der gegebenen Puncte (35, 33^,352, ...) und Geraden (A, 
Aj,Ag,...) nicht festgesetzt ist, dann ist die Zahl der Auflosungen viel 
grosser, und vermehrt sich mit der Seitenzahl des Vielecks; so z. B. wiirden 
bei dem vorhin betrachteten Fall, wo die zu beschreibende Figur nur ein 
Viereck war, 144 Auflosungen stattfinden*). 


*) Es wnrde schon oben (§ 19} erwahnt, dass durch n Puncte in einer Ebene 
3.4.5... (n — 1) Yersebiedene einfacbe n-Ecke bestimmt werden, Man uberzengt sich 
davon, wie folgt; Die Puncte lassen sich offenbar so oft in anderer Ordnung verbinden, 
als n Elemente sich versetzen lassen, also 1. 2.3. ..n Mai. Allein je zwei Verbindungen, 
die einander gerade entgegengesetzt sind, d. h., wo die Rangordnnng der Puncte gerade 
umgekehrt ist, sind offenbar nicht zwei verschiedene, sondern nur ein und das- 
selbe n-Eck (z. B. bei fiinf Puncten ist ABODE und EDOBA ein und dasselbe Eunf- 
eck); daher ist auch die Zahl der verschiedenen n-Ecke nur halb so gross als die Zahl 



26. Ein Ebenenbuscliel, verbunden mit Greraden und ebenen Strahlbus chela. 305 

Die Aufgabe umfasst eine grosse Menge besondeiier Falle, deren Be- 
sonderlieit z, B. darin bestebt, dass die gegebenen Puncte tbeilweise in 
Geraden liegen, oder die gegebenen Geraden tbeilweise durcb dieselben 
Puncte geben, oder dass die gegebenen Puncte oder Geraden tbeilweise 
auf einander fallen; u. s. w. Die Auflosung aller dieser Falle ist leiclit aus 
der yorstebenden Auflosung zu entnebmen. 

Die obige Aufgabe wurde zuerst yon den Matliematikern Servois^ Ger- 
gonne und Ulvmlier im II. Bande der Annales de Mafliematiques gelost. 
Die yorstebende Auflosung ist vermoge des Umstandes: 5 ,dass sie nur 
im Ziehen gerader Linien zwiscben gegebenen Punctepaaren 
bestebt, sobald in der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist/‘ unter 
alien mir bekannten Auflosungen die enifacbste und leicbteste. 


Zweites Kapitel. 

Von projectiyiscben Geraden, ebenen Strablbiischeln und 
Ebenenbuscbeln im Raume. 


Ein Ebenenbuschel, verbunden mit Geraden und ebenen Strahlbiischeln. 

26. In dem yorbergebenden Kapitel war der Ort der Gebilde, die 
betracbtet wurden, ausdriicklicb auf eine Ebene beschrankt. Es bleibt 
demnacb nocb iibrig, diese Gebilde, namlicb projectiyiscbe Gerade und 


der genarmten Yersetzungen. Ausserdem kann ein einfaches n-Eck bei jeder seiner 
Ecken beginnen (z. B. bei fiinf Pimcten sind ABODE und BODE A und ODE AB u. s. w. 
i mm fir ein und dasselbe Funfeck), daher ist die Zahl der wirklich von einander ver- 
schiedenen n-Ecke nur: 


1.2.3...n 


=:3.4.5...(n— 1). 


2.n 

Wenn nun, in Beziehung auf die oben stehende Aufgabe, die Seiten eines (ein- 
fachen) n-Ecks durch n gegebene Puncte B, Bi, B2, ... gehen sollen, so sind 
dabei offenbar ebenfalls 3.4:.5...(n — 1) verschiedene Rangordnungen mdglich. Nun 
bleibt bei jedem von diesen 3.4.5...(n— 1) verschiedenen n-Ecken noch die Rang- 
ordnung frei, nach welch er die Ecken desselben in den gegebenen Geraden A, Aj, 
A3, ... liegen. Die Zahl dieser Ordnungen ist aber offenbar der Yersetzungszahl 

fur n Elemente (etwa fiir n Personen a, Oi... auf nPlatzen A,Ai,...) gleich, also 
= 1.2.3... B. Da endlich, zufolge der oben stehenden Auflosung, fur eine bestimmte 
Rangordnung der Puncte B, Bi, B3, ... und der Geraden A, Ai, A3, - im Allge- 
meinen zwei Auflosungen stattfinden, so ist folglich, wenn die Rangordnung weder der 
gegebenen Puncte B, Bi, ... noch der gegebenen Geraden A, Ai, ... 

festgesetzt ist, die Zahl aller Auflosungen im. AUgemeinen: 

3.4.5...n— lXl*2.3.4...nX2 = D.22.32.42...(n— l)^n. 

Steiner’s Werke. L 20 
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ebene Strahlbiiscbel, in solcher Lage zu untersuchen, wo sie nicht mehr 
in einer und derselben Ebene liegen. Zu diesem Ende ist es zweckmassig 
und, wie sicli zeigen wird, der Natur der Sadie angemessen, das dritte 
Gebilde, namlidi den Ebenenbiischel (§ 1, III), mit jenen zugleich zu 
betrachten. 

Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die Gebilde und ihre 
verschiedenen Verbindungen, weil sie nicht mehr in einer Ebene liegen, 
nicht leicht durch Zeiclinungen (Figuren) vorstellig machen; dieses ist aber 
auch nicht noting, weil durch zweckxnassige Benennungen das Eesthalten 
der Zusamnienstellungen der zu betrachtenden Gebilde erleichtert wird. 
Ueberhaupt sind stereoinetrische Betrachtungen, meiner Meinung nach, nur 
dann richtig aufgefasst, wenn sie rein, ohne alle Versinnlichungsmittel, 
nur durch die innere Vorstellungskraft angeschaut werden. Wenigstens 
ist dieses fur die syntlietische Betrachtungsweise erforderlich, und vorzugs- 
weise fiir denjenigen, der darin erfinderisch zu Werke gehen will; denn 
nur auf diesem Wege kann er seinen Gegenstand selbst gewiihren lassen, 
kann er den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren -Verbindung 
in alien ihren einzelnen Fallen und nach alien ihren Grenzen hin leicht 
und richtig durchschauen, und alle diese Falle zusammen als ein in ein- 
ander fliessendes oder aus sich selber heraustretendes Ganzes erkennen. 
Wenn auch im Anfange diese freie Vorstellung einige Miihe macht, so 
wird man doch bald eine gewisse Fertigkeit darin erlangen und sich dann 
fur die uberstandene Anstrengung hinlanglicli entschadigt finden. Wer 
bemiiht ware, durch andere Mittel diese Anstrengung zu umgehen, der 
diirfte nicht wohl tliun, indein er das Vorstellungsvermogen, statt gesuud, 
kriiftig und lebensthatig zu machen, dasselbe vielmehr in dunkler^ schwer- 
falliger Auffassung erhalten wiirde. 

Da die folgenden Betrachtungen mit denen im vorigen Kapitel grosse 
Uebereinstimmung liaben, ja da sie grossentheils durch die letzteren vor- 
bereitet sind, oder sich auf dieselben stiitzen, so werde ich mich dabei 
kiirzer fassen diirfen und nur noting haben, die Entwickelung so weit zu 
verfolgen, bis sie auf fruhere Betrachtungen gebracht, oder bis .die weitere 
TJntersuclmng durch ein mit dem friiheren gauz iibereinstimmendes Ver- 
fahren zu Ende gefuhrt werden kann. 

27. Kach der oben (§ 1, IE) gegebenen Erklarung ’ bestelit ein 
Ebenenbiischel aus der unzahligen Menge von Ebenen, welche durch 
eine und dieselbe Gerade, Axe genannt, gehen. Die Axe eines solchen 
beliebigen Ebenenbiischels soli durch 31 bezeichnet werden, und wenn von 
den Ebenen desselben einzelne namhaft gemacht werden sollen, so mogen 
sie a, p, Y, 0 , . . . heissen. 

1. Denkt man sich im Raume irgend einen Ebenenbiischel 31 und 
irgend eine Gerade A und bezieht beide auf einander, so findet man: 
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1) Dass im Allgemeinen durch jeden Punct der Geraden A eine Ebene 
des Ebenenbiiscliels §l geht. Jeder Punct und die durch ihn 
gehende Ebene sollen entsprechend heissen, und zwar sollen die 
den Puncten a, b, c, b, . . . entsprechenden Ebenen nach der Eeihe 
durch a, p, y, o, ... bezeichnet werden. Nur eine Ebene ist mit 
der Geraden A parallel, oder geht nach ihrem unendlich entfernten 
Puncte; sie heisse die Parallelebene (§ 2). 

2) Insbesondere kann die Gerade A in eine seiche Lage xibergehen, 
dass sie die Axe SI des Ebenenbiischels schneidet, dann liegt sie 
in einer Ebene des letzteren und schneidet alle iibrigen Ebenen 
in einem und demselben Puncte, der namlich der Durchsclinitt 
der Geraden A und SI ist. Darunter ist auch der besondere Fall 
mitbegriffen, wo die Gerade A der Axe St parallel, d. h. nach 
ihrem unendlich entfernten Puncte gerichtet ist. 

II. Denkt man sich mit dem Ebenenbiischel St zugleich irgend eine 
andere Ebene B, so finden zwischen ihnen folgende Beziehungen statt: 

1) Ihr gegenseitiger Durchschnitt ist ein ebener Strahlbuschel, d. h. 
die Durchschnittslinien, in welchen alle Ebenen des Ebenen- 
biischels St die besondere Ebene B schneiden, bilden zusammen 
einen Strahlbuschel in dieser Ebene, dessen Mittelpunct 25 der 
Durchschnitt der Ebene B und der Axe St ist. Die Strahlen, oder 
die Durchschnittslinien, durch welche die einzelnen Ebenen a, p, 
Y, 8, ... gehen, sollen nach der Eeihe durch a, b, c, d, . . . be- 
zeichnet werden, und jeder Strahl und die durch ihn gehende 
Ebene sollen entsprechend heissen. 

2) Die Ebene B kann insbesondere ihre Lage so verandern, dass sie 
der Axe St parallel wdrd; dann entfernt sich der Mittelpunct des 
ebenen StraUbuschels 25 ins Unendliche, und alle Strahlen des- 
selben werden parallel, namlich der Axe St parallel. Nahert sich 
in diesem Falle ferner die Ebene B der ihr parallelen Axe St, 
bis sie endlich diese in sich aufnimint, so wird sie mit irgend 
einer Ebene des Ebenenbiischels St zusammenfallen und mit alien 
iibrigen Ebenen die Axe St zum gemeinschaftlichen Durchschnitt 
haben, so dass also der Strahlbuschel 25 sich auf diese Axe re- 
ducirt. 

3) Endlich kann die Ebene B auch eine solche besondere Lage haben, 
dass sie zu der Axe St senkrecht ist; dann werden durch die 
Winkel im Strahlbuschel 25 die Flachenwinkel im Ebenenbiischel 
St dargesteUt, d. h. der Winkel, welchen irgend zwei Stralilen 
des ersteren einschliessen, ist dem Flachenwinkel der ihnen 
entsprechenden Ebenen gleich, so dass also z. B. Winkel 

(ab) = (ap), (ac) = (a'y), (bc)==(PY), . . 

20 * 
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wenn namlicli der Winkel, den zwei Ebenen, etwa a, [3 ein- 

tichliessen, durch (ap) bezeiclmet wird. 

III. Hat man auf die vorsteliende Art eine Gerade A (I) oder einen 
ebenen StraMbiiscliel S (II) aiif einen Ebenenbuschel t bezogen, so sollen 
die jedesmaligen zwei Gebilde A und SI, oder 23 und 21 „projectivisch 
lieissen, niimlich in Ansehung der entsprechenden Eleinentenpaaie a und 
cc, b und p, c und t, • - m oder a und a, b und p, c und y, ... Befinden 
sich die Gebilde in solcher Lage, dass die Puncte a, b, c, . . . oder die 
Strahlen a, b, c, ... in den ihnen entsprechenden Ebenen a, p, y, • • * 
liegen, wie bei yorstelienden Betrachtungen, so soli gesagt werden, sie 
seien oder sie liegen ^perspectivisch^^, und wenn dieses nicht der Fall 
ist, so soli ilme Lage „SGhief“ heissen. 

IV. Der Ebenenbuschel 21 kann sich insbesondere so verandern, dass 
seine Axe 21 sich ins Unendliche entfernt, so dass alle Ebenen a, p, y, — 
desselben unter sich parallel werden. Daher kann man umgekehrt kgend 
ein System von Parallelebenen als einen Ebenenbuschel betrachten, dessen 
Axe unendlich entfernt ist. Bei einem solchen Ebenenbuschel wird irgend 
eine schneidende Ebene B einen ebenen Strahlbuschel hervorbringen (II), 
dessen Strahlen ebenfalls parallel sind. 

28. Die Geraden und die ebenen Strahlbuschel, welche mit einem 
und demselben Ebenenbuschel 2[ perspectivisch sind (§ 27), haben unter 
pinander folgende Beziehungen: 

Je zwei ebene Strahlbuschel 25, 2Si, die in demselben Ebenenbuschel 
21 liegen, d. h., die entstehen, wenn letzterer von irgend zwei Ebenen B, 
Bj geschnitten wird, sind in Betracht der Strahlenpaare a und a^, b und 
bj, G und c^, . . ., die beziehlich in den Ebenen a, p, y, . . . des Ebenen- 
biischels 21 liegen, projectivisch, und zwar kann man sagen, sie liegen 
perspectivisch. Denn wird die DurcLschnittslinie der beiden Ebenen B, 
Bj durch A bezeiclmet, so werden, wie sich aus der Anschauung ergiebt, 
alle Strahlenpaare a und a,, b und b^, c und c,, ... der Strahlbuschel 
S und 25i sich auf der Geraden A sclmeiden, und heissen diese Durch- 
schnittspuncte 5 wie gehorig, a, B, c, ..., so sind einerseits 23 und A in 
Ansehung der Elemente a, b, c, . . . und a, b, c, . . ., und andererseits 23^ 
und A in Ansehung der Elemente a^, b^, Cj, ... und a, b, c, . . . projec- 
tivisch (§ 2), folglich sind auch 25 und 23^ in Hinsicht der Elemente a, 
b, c, ... und aj, b^, Cj, ... projectivisch, und zwar, da die Durchschnitte 
der entsprechenden Strahlen auf einer Geraden, namlich auf A, liegen, so 
soli ihre Lage, obgleich sie sich nicht in einer Ebene befinden, perspec- 
tivisch heissen, und jene Gerade A soil ihr perspectivischer Durcli- 
sclinitt und die Axe 2[ des Ebenenbiischels ilme Projectionsaxe ge- 
naniit werden. Wird also von zwei projectivischen ebenen Strahlbiischeln, 
die in einer Ebene perspectivisch liegen, (wie etwa 23 , 23^ Fig. 10) der 
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eine um den perspectivischen Durchsclmitt A herumbewegt, so bleiben die 
Strahlbiischel fortwalirend perspectivisch, und liegen, sobald sie sich niclit 
mehr in einer Ebene befinden, in einem Ebenenbiiscliel SI, welcher dui'ch 
sie bestimmt wird. 

Wenn insbesondere die Ebenen B, der Axe 31 des Ebenenbiischels 
in einem und demselben Puncte begegnen, so dass also die ebenen Strabl- 
biisctiel 58, SSj concentrisch sind, so gelit aucli der perspectivische Durch- 
scbnitt A durch iliren gemeinschaffliclien Mittelpunct, und zwar sind in 
ihm (in A) zwei entsprechende Strablen vereinigt. Und also aucli um- 
gekebrt: Werden zwei projectmsclie ebene Strahlbuschel 58, 58^ beliebig 
concentrisch gelegt, ohne dass sie in einer Ebene liegen, aber so, dass 
zwei entsprechende Strahlen zusammenfallen, so sind sie perspectivisch, 
namlich sie liegen in einem und demselben Ebenenbiischel 31, der durch 
sie bestimmt wird, und der gemeinschaftliche Strahl ist als ihr perspecti- 
vischer Durchschnitt anzusehen. 

Nun folgt ferner, dass irgend ein ebener Strahlbiischel 58 und irgend 
eine Gerade A (die nicht in der Ebene B liegt), die in demselben Ebenen- 
biischel 31 liegen, in Ansehung der Elemente a, b, c, d, . . . und a, b, c, 
b, . . . projectivisch sind. Denn denkt man sich irgend eine Ebene B^ 
durch A, so bringt sie (im Ebenenbiischel SI) einen ebenen Strahlbiischel 
58i hervor, der, wie man sieht, mit A in Ansehung der Elemente a^, bj, 
c^, ... und a, b, c, . . . projectivisch ist, und da er, zufolge vorstehender 
Betrachtung, auch mit 58 projectivisch ist, so sind folglich auch S3 und A 
projectivisch (§ 11, II), wie behauptet worden. 

Daher sind ferner je zwei Gerade A, A^ , die in demselben Ebenen- 
biischel 31 liegen , in Ansehung der entsprechenden Puncte a, b, c, ... 
und Uj, bj, Cj, ... projectivisch. Denn sie sind beide mit dem ebenen 
Strahlbiischel 58, mithin auch unter sich projectivisch. Schneiden die 
Geraden A, A^ einander, so sind sie perspectivisch, namlich ihr Projections- 
punct liegt in der Axe des Ebenenbiischels 31, er ist der Durchschnitt 
dieser Axe und der Ebene, in welcher alsdann die Geraden liegen. 

Das Ergebniss der vorstehenden Betrachtungen besteht also in folgen- 
den Eigenschaften: 

I. „Je zwei ebene Strahlbiischel 58, 58i, die in einem und 
demselben Ebenenbiischel 31 liegen, sind perspectivisch, und 
zwar ist der Durchschnitt ihrer Ebenen ihr perspectivischer 
Durchschnitt. Und umgekehrt: „Haben zwei projectivische ebene 
Strahlbiischel 58, 58i einen perspectivischen Durchschnitt A, d. h., 
sind sie perspectivisch, so liegen sie in einem Ebenenbiischel 31, 
der durch sie bestimmt wird, oder insbesondere in einer Ebene; 
wird namlich der eine um A herumbewegt, so bleiben sie stets 
in irgend einem Ebenenbiischel, und fallen endlich die Ebenen 
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beider Strahlbiiscliel auf einander, so vereinigen sich alle Ebenen 
des Ebenenbiiscliels mit ibnen.“ ,jLiegen die Strahlbiischel 25, 
23i im Ebenenbiischei 51 insbesondere concentrisch, so sind im 
perspectivischen Diirchschnitt A, der dann durcli den gemein- 
schaftlichen Mittelpnnct geht, zwei entsprechende Strahlen ver- 
eiiiigt, und umgekehrt, sind bei zwei projectivischen ebenen 
Strahlbiischeln 25, 2Bi , die nicht in einerlei Ebene liegen, die 
Mittelpuncte und zwei entsprechende Strahlen vereinigt, so lie- 
gen sie in einem Ebenenbiischei St, dessen Axe 21 natiirlicher- 
weise durch den gemeinsamen Mittelpunct geht, und der gemein- 
schaftliche Strahl ist als perspectivischer Durchschnitt der 
Strahlbiischel anzusehen/^ 

IL „Jede Gerade A und jeder ebene Strahlbiischel 25, die 
in einem und demselben Ebenenbiischei 21 liegen, sind projecti- 
visch/^ 

in. „Je zwei Gerade A, A^, die in einem und demselben 
Ebenenbiischei 21 liegen, sind projectivisch, und wenn sie sich 
schneiden, so sind sie perspectivisch, und ihr Projectionspunct 
liegt in der Axe 21 des Ebenenbiischels.^^ 

In Hinsicht alinlicher Geraden und in Hinsicht gleicher ebener Strahl- 
biischel finden insbesondere folgende Eigenschaften statt: 

„Alle Geraden, die in demselben Ebenenbiischei 21 lie- 
gen und mit einer und derselben Ebene desselben parallel ge- 
hen, sind projectivisch ahnlich.“ Und umgekehrt: jjAlle Geraden, 
die in demselben Ebenenbiischei liegen und ahnlich sind, sind 
mit einer und derselben Ebene desselben parallel.^ Denn da jede 
Ebene des Ebenenbiischels durch entsprechende Puncte der Geraden geht, 
so werden, da die Geraden mit derselben Ebene parallel sind, ihre un- 
endlich entfernten Puncte sich entsprechen (§ 27, 1), und daher folgt ihre 
Aehnlichkeit (§ 13, 1, a). Wenn insbesondere der Ebenenbiischei 21 aus 
Parallelebenen besteht, wenn seine Axe unendlich entfernt ist (§ 27, IV), 
so sind alle Geraden, die in einem solchen Ebenenbiischei liegen, pro- 
jectivisch ahnlich, und diejenigen Geraden, die unter gleichen Winkeln 
zu den Ebenen geneigt sind, sind projectivisch gleich. 

V. „Ebene Strahlbiischel, die in demselben Ebenenbiischei 
liegen, sind projectivisch gleich, wenn entweder 

1) ihre Ebenen parallel sind, oder 

2) wenn diejenige Ebene, welche den durch die Ebenen der 
Strahlbiischel gebildeten Flachenwinkel halftet, zu der 
Axe 21 des Ebenenbiischels senkrecht ist; 

und auch umgekehrt.“ Die Wahrheit dieses Satzes ist leicht zu er- 
weisen, nMich im ersten Falle (1) sind offenbar je zwei entsprechende 
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Strahlen der Strahlbtischel parallel, und folglicli je zwei entsprechende 
Wink el gleich, u. s. w. 

29. Da die Fiachenwinkel des Ebenenbuschels 31 durcli irgend einen 
ebenen Strahlbiiscliel SSj, dessen Ebene zu der Axe SI desselbon senkrecht 
ist, dargestellt werden (§ 27, II, 3), und da dieser StraMbiiscliel 23^ mit 
jedem anderen Stralilbiischel 58, oder mit jeder Geraden A, die in dem 
Ebenenbliscliei SI liegt, projectiviscli ist (§ 28), so hat man zwisclien irgend 
viermal drei entspreclienden Elementen der drei projectivischen Gebilde 
SI, 58, A, etwa zwischen a, p, y, 8; a, b, c, d; a, b, c, h folgende Bedin- 
gungen (§ 4 und § .10): 

sin(aY) ^ sm(ao) sin(ac) ^ sin(ad) ac ^ ab 

sin(PY) ’ sin(po) sin(bc) ‘ sm(bd) be ’ bb ’ 

sin(ap) ^ sin(cto) sin(ab) ^ sin(ad) ab ab 

sin(YP) * sin(Yo) sin(cb) ’ sin(cd) cb ‘ cb ’ 

sin(ap) sin(aY) sin(ab) ^ sin(ac) ab ac 

\ sin(813) * sin(dY) siQ(db) ’ sin(dc) bb ’ be 

Und umgekehi't: 

IL „Sind die Elemente zweier Gebilde SI und 58, oder SI 
und A, so einander entsprechend angenommen, dass zwischen 
je vier Elementenpaaren (bei gleicher Aufeinanderfolge der Ele- 
mente in den jedesmaligen zwei Gebilden (§ 6, y oder §10) 
gleiche Doppel verhaltnisse stattfinden, wie die vorstelienden, 
so sind die Gebilde projectivisch/^ 

Daher foigt ferner: 

ITT . „Das ganze System der entspreclienden Elementenpaare 
zweier projectivischen Gebilde 21 und 58, oder 21 und A ist be- 
stimmt, sobald drei Paare gegeben sind (§ 6, a); und, um eine 
projectivische Beziehung zwisclien den Gebilden zu bestimmen, 
diirfen drei entsprechende Elementenpaare beliebig gewahlt 
werden (§ 6, p)/‘ 

Sollen, wenn bei 21 und 58, oder bei 21 und A drei Paar entsprechender 
Elemente gegeben sind, andere entsprechende Elemente gefunden werden, 
so ist die Aufgabe leicht auf die obige (§ 6 oder § 24, III) zurilckzu- 
fiihren. Denn welche gegenseitige Lage die Gebilde auch haben mogen, 
so darf man nur einen ebenen Strahlbiischel Sj oder eine Gerade Aj an- 
nehmen, die mit dem Ebenenb^uschel SI perspectinscli sind, und kann so- 
fort zwischen 58i oder A^ und den gegebenen Gebilden 58 oder A die 
entsprechende Aufgabe losen. 

IV. „Liegen zwei projectivische Gebilde SI und 58, oder 31 
und A so, dass irgend drei Paar entsprechender Elemente zu- 
sammentreffen, d. L, dass drei Strahlen von 58, oder dreiPuncte 
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von A in den ilinen entsprechenden drei Ebenen von SI liegen, 
so liegen die jedesmaligen zwei Gebilde perspectivisch (§ 27), 
so dass je zwei entsprecliende Elemente zusammentreffen.“ 


Y. „Befinden sicb zwei pro- 
jectivisclie Gebilde SI und A 
in beliebiger schiefer Lage, so 
treffen entweder zwei, oder 
ein, Oder kein Paar entspre- 
ckender Elemente derselben 
ziisammen, namlich gerade so, 
wie bei den GebildenS und A 
(§ 16, lY), Oder wie bei zwei 
auf einander gelegten projecti- 
viseben GeradenA, Aj (§ 16, II).“ 
Denn denkt man sicli mit der ge- 
gebenen Geraden A eine andere 
Gerade A^ vereinigt, die mit dem 
Ebenenbiischel SI perspectivisch ist, 
so sind A und Aj projectivisch, 
woraus sofort die Richtigkeit der 
Aussage folgt. Die vereinigten ent- 
sprechenden Elementenpaare der 
Gebilde SI, A werden demzufolge 
nach § 17 gefanden. 

Mit Riicksicht auf § 8 und § ! 
I, n, ni): 


Y. „Befinden sich zwei pro- 
jectivische Gebilde SI und SS 
in schiefer Lage, und liegt der 
Mittelpunct SS in der Axe SI, 
so fallen entweder zwei, oder 
ein, oder kein Paar entspre- 
chender Elemente derselben 
auf einander, namlich gerade 
so, Avie bei zwei projectivi- 
schen ebenen Strahlbuscheln 
S, S5i, die in einer Ebene con- 
centrisch liegen (§ 16, n).^^ Denn 
denkt man sich in der Ebene des 
gegebenen Strahlbiischels SS einen 
anderen welcher mit ihm con- 
centrisch und mit St perspectivisch 
ist, so sind SS und SSj projectivisch, 
woraus sofort die genannten Eigen- 
schaften folgen. Die vereinigten 
entsprechenden Elementenpaare der 
Gebilde SI, 23 werden demzufolge 
nach § 17 gefunden. 

!, II folgt insbesondere ferner (§ 28, 


YI. ^Schneiden irgend vier Ebenen des Ebenenbiischels St, 
etwa die Ebenen a, p, 7 , S, entweder irgend eine Gerade A in 
vier harmonischen Puncten a, B, c, b, oder irgend eine Ebene B 
in vier harmonischen Strahlen a, b, c, d, so schneiden sie auch 
jede andere Gerade Aj in vier harmonischen Puncten a^, q, 
bp und jede andere Ebene Bj in vier harmonischen Strahlen a^ 

bp Cp dp‘^ 

Enter diesen Umstiinden sollen die vier Ebenen a, p, 7 , 8 „harmo- 
nische Ebenen^^ heissen, und zwar sollen auf dieselbe Weise, wie bei 
harmonischen Puncten und harmonischen Strahlen (§ 8 , I), je zwei nicht 
nach einander folgende Ebenen „zugeordnete harmonische Ebenen 
heissen. Alsdann lassen sich fast alle Eigenschaften , die daselbst (§ 8 ) 
von vier harmonischen Strahlen entwickelt wurden, wortlich auf vier har- 
monische Ebenen a, p, 7 , o iibertragen. Ferner sind die letzten Satze in 
§ 12, II zu fibertragen, namlich wie folgt: 
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VII. 55 Sind in einem Ebenenbiischel 91 vier harmonisclie 
Ebenen, nnd in einer Geraden- A vier harmonisclie Puncte, oder 
in einem ebenen Strahlbhschel 35 vier harmonisclie Strahlen ge- 
gegeben, so sind die Gebilde 91 nnd A, oder 91 nnd 35 in Anse- 
hung der gegebenen Elemente auf acht verschiedene Arten pro- 
jectivisch, namlich man kann jedes Paar zngeordneter harmo- 
nischer Elemente des einen Gebildes, sowohl dem einen als dem 
anderen Paar zngeordneter harmonischer Elemente des anderen 
Gebildes entsprechend annehmen.^ 

Es foigt weiter: 


Vni. 55Werden drei Ebenen 
(a, p, 7) eines Ebenenbhschels 91 
dnrch irgend eine Gerade A 
oder dnrch irgend eine Ebene 
B geschnitten, so ist der Ort 
desjenigen Piinctes b oder 
Strahles d, der zn den drei 
Dnrchschnittspnncten (a, b, c) 
oder Dnrchschnittsstrahlen (a, 
b, c) der vierte harmonische 
Punct oderStrahl ist, eine be- 
stimmte vierte Ebene 6 des 
Ebenenbiischels 91, namlich die 
vierte harmonische Ebene zu 
den drei gegebenen Ebenen.^^ 


Yni. „Gehen dnrch drei 
gegebene Puncte a, b, c einer 
Geraden A drei Ebenen (a, p, 7) 
eines Ebenenbhschels 91 oder 
drei Strahlen (a, b, c) eines ebe- 
nen Strahlbuschels 35, so geht 
die zu den drei Ebenen gehb- 
rige vierte harmonische Ebene 
0, oder der zn den drei Strah- 
len gehbrige vierte harmoni- 
sche Strahl d dnrch einen be- 
stimmten vierten Punct b der 
Geraden A, namlich dnrch den 
vierten harmonischen Punct 
zu den drei gegebenen Pnnc- 
ten.^^ 


Aus diesen letzteren Satzen, verbunden mit § 20, IV, foigt ferner: 


IX. 55 Sind a, p, 7 irgend 
drei Ebenen eines Ebenenbu- 
schels 91, und nimmt man in 
der einen, etwa in p, irgend 
einen Punct b an, zieht aus 
ihm zwei beliebige Gerade A, 
Ai, die den zwei ubrigen Ebe- 
nen a, 7 in den Punctepaaren 
a und c, Uj und q begegnen 
werden, und verbindet diese 
Pnnctepaare wechsels e itig 
dnrch Gerade (aq, caj, so ist 
der Ort des Durchschnitts b 
der letzteren eine bestimmte 


IX. „Sind a, b, c irgend 
drei Puncte einer Geraden A, 
und legt man dnrch den einen, 
etwa dnrch b, irgend eine Ebene 
p, nimmt in dieser zwei belie- 
bige Gerade 91, 9li an, die mit 
den zwei ubrigen Puncten a, c 
die Ebenenpaare a und 7, 
und 7j bestimmen, und legt 
dnrch die zwei Durchschnitts- 
linien, in denen diese Ebenen- 
paare sich wechselseitig (a7j, 
7aJ schneiden, eine Ebene, so 
geht diese stets dnrch einen 
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vlerte Ebene o des Ebenenbii- 
scliels, die namlicli zu jenen 
drei Ebenen die vierte, und 
zwar der ^ ziigeordnete, liar- 
monische Ebene ist.“ 

Aus diesen Satzen folgert man 
X. „Haben irgend zwei 
dreiseitige Pyramiden banjU^, 
bcqCg, einen gemeinscbaft- 
liclien Korperwinkel b, so fin- 
den zwischen ihren ubrigen 
Elementen folgende Umstande 
statt: heissen die Ebenen, in 
denen die Grundflacben ao^a^? 
CCjCo liegen, a, y, heisst der 
durcb diese bestimmte Ebe- 
nenbiiscliel SI, und die durch 
die Spitze b gehende Ebene 
des letzteren [3, so werden die 
Durchschnittspuncte der Dia- 
gonalen der drei Yierecke aajCCi, 
aa-jCC, otiCioCiCo, die sich in den 
Seitenebenen des Kbrperwin- 
kels b befinden, in einer vier- 
ten Ebene 8 de's Ebenenbii- 
scbels SI liegen, und zwar sind 
a, p, 0 vier harmoniscbe 
Ebenen, und es sind’ a und y? 
p und 8 einander zugeordnet/^ 


bestimmten vierten Punct b 
der Geraden A, der zu a, b, c 
der vierte, und zwar dem b 
zugeordnete , harmoniscbe 
Punct ist.“ 

nach Carnot welter: 

X. „Haben irgend zwei 
dreiseitige Pyramiden paa^a^, 
pTTiTs gemeinschaftliche 

Grundflache p, so finden zwi- 
schen ihren iibrigen Elemen- 
ten folgende Umstande statt: 
heissen die Spitzen der Pyra- 
miden a, C, heisst die durch 
diese Spitzen gehende Gerade 
A, und der Punct, in welchem 
diese der Ebene der Grund- 
flache p begegnet b, so gehen 
die drei Ebenen, welche in den 
drei vierflachigen Korperwin- 
keln aa^YYi, ^°^ 2 TT 2 j durch 

diejenigen gegeniiberstehenden 
Kanten gelegt werden, in de- 
nen die ungleichnamigen Ebe- 
nen (a, Y^, und a^, y; T 2 

T; T 2 Ti) sicli 

schneiden, durch einen vierten 
Punct b der Geraden A, und 
zwar sind a, b, c, b vier har- 
monische Puncte.“ 


Weitere Folgerungen, deren hier noch viele moglicli sind, werden 
gegenwiirtig ilbergangen; im zwei ten Hefte werden einige da von, bei Ge- 
legenheit zweckmassiger Anwendung, nachgeholt werden. 


Ebenenbuschel unter sich. 

30. Bisher befand sich unter den Gebilden, die betrachtet wurden, 
nur ein einziger Ebenenbuschel, nun aber sollen mehrere zugleich beriick- 
sichtigt werden, und zwar sollen sie, auf ahnliche Weise, wie friiher die 
anderen Gebilde, auf einander bezogen und die aus dieser Beziehung ent- 
springenden Eigenschaften untersucht werden. 
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Zwei Ebenenblischel St, Sl^, die entweder mit einer und derselben 
Geraden A, oder mit einem und demselben ebenen Strahlbiischel S3 
projectivisch sind (§27,111), sollen aucb. unter sicli „projectiviscli^^ 
heissen. 

Zufolge dieser Erklamng, mit Bezug aiif die obigen Satze (§ 29), 
finden zwiscben den entspreclienden Elementen projectivisclier Ebenen- 
biischel nacbsteheude Gesetze statt: 

I. Je vier entsprecliende Elementenpaare zweier projectivischer Ebenen- 
bliscliel S[, SCi, etwa die Ebenen a, p, y, 6 und a^, 8,, erfullen fol- 

gende Bedingungen (§ 29, 1): 

sin(ay) ^ sin (go) sui(aiyj ^ sin(aj6J 

sin(py) ' sin(po) ““ sin.^5 ’ sin(p,8j ’ 

sin(ap) ^ sin(ao) sin(ajPj) sin(a(8j) 

sin(yp)”‘ sin^8) sin^p,) ' 'sin^,8 j ’ 

sin(ap) ^ sin(ay) sin(ajpj) ^ sin(ajyi) 

sin(8p) * sin(8y) sin(8jPj) * sin(8j^yj) 

n. Und umgekehrt: 

„Sind' die Ebenen zweier Ebenenbuschel St, Stj so einander 
entsprecbend angenommen, dass zwiscben je vier Paaren gleiche 
Doppelverbaltnisse stattfinden, wie die vorstebenden, wobei die 
Aufeinanderfolge der Ebenen in beiden Ebenenbiischeln notb- 
wendiger Weise ubereinstimmend sein muss (§ 10), so sind die 
Ebenenbuschel projectivisch.^ 

III. Ferner folgt : 

„Das ganze System der entsprechenden Ebenenpaare zweier 
projectivischer Ebenenbuschel ist bestimmt, wenn irgend drei 
Paare gegeben sind (§ 29, El)*, und will man zwei Ebenenbuschel 
auf einander projectivisch beziehen, so konnen drei Paar ent- 
sprechender Ebenen beliebig angenommen werden.^^ 

IV. „Bei zwei projectivischen Ebenenbiischeln St, Stj ent- 
sprechen vier harmonischen Ebenen des einen auch vier harmo- 
nische Ebenen des anderen Ebenenbiischels (§ 29, IV).^ 

Y. Es folgt weiter (§ 11, 11); 

„Wenn von mehreren Gebilden — Gerade, ebene Strahl- 
biischel und Ebenenbuschel — , in irgend einer Ordnung ge- 
nommen, der Reihe nach jedes mit dem darauf folgenden pro- 
jectivisch ist, so ist jedes mit jedem projectivisch.^ 

YI. Da man die Flachenwinkel zweier projectivischen Ebenenbuschel 
21, durch zwei ebene Strahlbiischel S3, SSj darstellen kann (§ 27, H, 3), 
und da letztere unter sich projectivisch (V) sind, weil sie es mit jenen, 
und jene unter sich es sind, so folgt ferner (§ 9, II); 
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„Iii zwei projectivischen EbenenbiisclielB 31, 3li befinden 
sicli im Allgomeinen nur zwei entsprechonde rechte Fliichen- 
winkel (ort), 

Diese Ebenenpaare <s imd Gj, t und haben ferner die nachsteliende 
Eigentliiimliclikeit (§ 12, 1): 

tg(a!j).tg(a, T J ==' tg(pcf).tg(PjTj) 

und 

tg(aT).tg(aiai) = tg(pT).tg(pi(Ji); 

das lieisst: ^Bei zwei projectivischen Ebenenbiisoheln 21, 21, ist 
das Product aus den Tangenten derWinkel, welche irgend zwei 
entsprecliende Ebenen (a und oder p und pj mit den ungleich- 
namigen Seitenflaclien (mit a und oder und t) der ent- 
sprechenden recliten Flacbenwinkel einscliliessen, von unver- 
linderliclxem Wertli.“ 

31. In Hinsiclit der gegenseitigen Lage zweier projectivischen Ebenen- 
hiiscliel fiiiden alinliclie Falle und Umstande statt, wie bei den friiher be- 
trachteten Gebilden, namlicli folgende: 

1. Zwei projeetivische Ebenenbiischel sollen, oder ihre Lage soil 
„perspectiviscli^^ heissen, wenn die Durchschnittslinien der entsprechen- 
den Ebenenpaare einen ebenen Strahlbiischel bilden. Um sich von der 
Moglichkeit dieser Lage zu liberzeugen, denke man sich einen beliebigen 
ebenen Strahlbiischel SB, lege durch dessen Mittelpunct 25 irgend zwei 
Gerade 31”, (die niclit in der Ebcne S liegen), so sind die Ebenen- 
biischel 31, 31^, in Anseliung der Ebenenpaare, welche durch denselben 
Strahl des Strahlbiischels 23 gehen, projectivisch (§ 30), und der Erklarung 
gemass liegen sie perspectivisch. 

Ferner soli der Strahlbiischel 23, oder dessen Ebene B, der jjper- 
spectivische Durchschnitt“ der Ebenenbiischel 31, , 31^ heissen. Lis- 
besondere kann der Strahlbiischel 23 aus einem System von Parallel- 
strahlen bestehen, und dann sind auch die Axen 31, denselben, also 
auch der Ebene B, parallel. 

Als ein wesentlicher TJmstand bei der perspectivischen Lage ist noch 
der zu bemerken, dass offenbar zwei entsprechende Ebenen, etwa s, s^, 
auf einander fallen (§ 9, II), namlicli in derjenigen Ebene, in welcher die 
beiden Axen 31, 3lj der Ebenenbiischel liegen. Dieser Umstand dient um- 
gekehrt als Merkmal oder als Bedingung fiir die perspectivische Lage der 
beiden Ebenenbiischel; namlich man erkennt dies© Lage vornehmlich an 
folgenden zwei Merkmalen: 

„Zwei projeetivische Ebenenbiischel 31, 31^ liegen allemal per- 
spectivisch, wenn entweder; 

1) irgend zwei entsprechende Ebenen e, auf einander fallen, 
Oder wenn 
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2) die drei Durchschnittslinien von irgend drei entsprechen- 
den Ebenenpaaren in einer und derselben Ebene liegen.^^ 

Die RicMigkeit dieser Aussagen ist durch Hiilfe friilierer Satze leicht 
zu erweisen. Denn im ersten Ealle (1) liegen die Axen 31, Stj in der den 
Ebenenbiisclieln gemeinscliaftliclien Ebene und iniissen folglicb einander 
in irgend einem Puncte 25 schneiden, oder insbesondere parallel sein. Da- 
her muss ferner der Durchscbnitt je zweier entKSpreclienden Ebenen durcli 
den Punct 35 gehen, weil offenbar beide Ebenen durcli denselben gelien. 
Legt man nun durch zwei solche Durchsclinitte, etwa durch a, b, d. h. 
durch die Durchschnitte der entsprechenden Ebenenpaare a und p und 
eine Ebene B, so wird diese der Ebene in einem bestimmten Strahl 
ee^ begegnen und die Ebenenbiischel §1, in zwei Strahlbiischeln 35, 35^ 
schneiden, welche projectivisch sind, und zwar, da sie die drei Strahlen 
a, b, ee^, als sich selbst entsprechende Strahlen, gemein haben, projec- 
tivisch gleich sind und sich decken, so dass folglich alle iibrigen Durch- 
schnitte entsprechender Ebenenpaare in der genannten Ebene B liegen. 
Sind insbesondere die Axen Slj parallel, so ist auch die Ebene B mit 
ihnen parallel. Im anderen Falle (2) muss die Ebene, in welcher die drei 
Duxchschnittslinien liegen, die Ebenenbiischel 2t, in zwei ebenen Strahl- 
bhscheln 35 , 35^ schneiden, die projectivisch gleich sind und sich decken, 
weil sie die drei genannten Strahlen gemein haben und durch dieselben 
bestimmt werden, woraus denn folgt, dass die Durchschnittslinie von je 
zwei entsprechenden Ebenen in jene Ebene BBj fallen muss. 

Sind insbesondere die Ebenenbiischel SI, Sl^ gleich, d. h., sind je zwei 
entsprechende Elachenwinkel derselben einander gleich, so giebt sich diese 
Eigenschaft bei der perspectivischen Lage der Gebilde durch folgende Dm- 
stande kund, namlich entweder: 

a) halftet der perspectivische Durchschnitt B den von den Axen SI, 
Slj eingeschlossenen Winkel und steht auf dessen Ebene senk- 
recht, Oder 

b) ist der perspectivische Durchschnitt B unendlich weit entfernt, so 
dass je zwei entsprechende Ebenen der Ebenenbiischel parallel sind, 

und umgekehrt, durch jeden dieser XJmstande ist die Gleichheit der 
Ebenenbiischel bedingt. Sind im ersten Falle (a) insbesondere die Axen 
Si, Stj parallel, so liegen sie auf entgegengesetzten Seiten des perspecti- 
vischen Durchschnitts B und sind gleich weit von ihm entfernt. 

IL Ist die Lage der Ebenenbuschel SI, Stj nicht perspectivisch (I), 
so soU sie „schief“ heissen. Zwei projectivische Ebenenbuschel St, Sl^ 
befinden sich allemal in schiefer Lage, wenn entweder (I): 

1) ilire Axen SI, St^ nicht in einer Ebene liegen, oder 

2) wenn drei Durchschnittslinien von irgend drei entsprechenden 
Ebenenpaaren nicht in einer Ebene liegen, oder 
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3) wenn ihre Axen in einer Ebene liegen, in der aber nicbt zwei 
entspreciende Ebenen (e, s^) vereinigt sind. 

Im Allgemeinen sind bei der schiefen Lage zweier projectivisohen 
Ebenenbiischel 21, folgende zwei Hauptfalle zu nnterscheiden, namlich 
entweder liegen ihxe Axen 31, 

a) in einer Ebene, oder 

b) nicbt in einer Ebene. 

Im Ealle (a) miissen notliwendiger "Weise die Axen sicli in einem 
Puncte sclmeiden, der S lieissen mag, und da jede Ebene durcli denselben 
geht, so geht folglicb auch die Dnrchschnittslime von je zwei entsprechen- 
den Ebenen dnrch denselben. Insbesondere konnen die Axen sammt den 
genannten Durcbschnittslinien parallel sein. 

Im Falle (b) gehen die Durchschnittslinien der entspreckenden Ebenen- 
paare nicht mehr durch einen und denselben Punci, wohl aber schneidet 
jede die beiden Axen 21, Slj, und alle sind einem gemeinsamen Gesetze 
unterworfen, welches im dritten Kapitel naher untersucht werden soil. 

Die Aufgabe: „Wenn bei zwei schiefliegenden projectivisohen 
Ebenenbiischeln drei Paar entsprechender Ebenen gegeben sind, 
andere entsprechende Ebenenpaare zu finden, oder mit anderen 
Worten, die Ebenenbiischel schief auf einander zu projiciren,^^ 
ist in beiden Fallen (a, b) leicht zu losen, namlich dadurch, dass man 
Gerade oder ebene Stralilbuschel zu Hiilfe nimmt und sofort auf ahnliche 
Weise verfahrt, wie in § 24, III. Im Falle (b) bedarf man nur einer ein- 
zigen Geraden als Hiilfslinie, die namlich drei Durchschnittslinien von ir- 
gend drei entsprechenden Ebeneupaaren schneidet (§ 51). 

Ferner ist die Aufgabe: „Zwei schiefliegende projectivische 
Ebenenbiischel in perspectivische Lage zu bringen;" znfolge der 
mit der perspectivischen Lage verbundenen Umstande (I) leicht zu 
losen. 

m. Zwei projectivische Ebenenbiischel konnen endlich auch so liegen, 
dass man ihre Lage sowohl ftir perspectivisch als schief halten kann, 
wenn namlich ihre Axen zusammenfallen (vergl. § 16). In diesem Falle 
finden ganz ahnliche Umstande statt, wie bei zwei auf einander gelegten 
projectivischen Geraden, oder bei zwei in einer Ebene liegenden concen- 
trischen projectivischen ebenen Strahlbiischeln (§ 16, IH); derm schneidet 
man z. B. die gegebenen Ebenenbiischel 21, 2li mit irgend einer Ebene, so 
entstehen zwei ebene Strahlbuschel SS, welche die angegebenen Bedin- 
gungen erfulleii. Daher werden bei den Ebenenbiischeln 21, 21^^ im All- 
gemeinen zwei Paar entsprechende Ebenen auf einander fallen, u. s. w. Und 
daher wird man diese vereinigten entsprechenden Ebenenpaare nach § 17 
leicht finden. 
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Satze und Porismen durch Zusammenstellung project! vischer Gebilde. 

32. Durch die bisherigen Betrachtungen sind die Fundameutalsatze 
iiber projectivische Gerade, ebene Strahlbiischel und Ebenenbiischel im 
Raume entwickelt worden. Die weitere Betrachtung konnte sich nun mit 
verscMedenen Verbindungen und Zusammenstellungen der genannten Ge- 
bilde beschaftigen, wobei die gefundenen Satze durch Wiederholung und 
Verbindung zu zusammengesetzteren Satzen fiihren wiirden, auf ahnliche 
Weise, -wie im ersten Kapitel von § 19 bis zu Ende. Allein ich werde 
mich hier nur auf einige wenige Verbindungen beschranken und am 
Schlusse in zwei Anmerkungen zwei Reihen von leicht auszufiihrenden 
Betrachtungen kurz andeuten. 

Den obigen, in § 22 aufgestellten Satzen entsprechen hier folgende, 
von deren Richtigkeit man sich mittelst vorhergehender erwiesener Eigen- 
schaften leicht uberzeugen wird. 


L 55 Wenn von n Geraden A, 
Aj, Ao, . . . An-i, die durch den- 
selben Punct gehen (aber sonst 
beliebig liegen), der Reihe nach 
jede mit der darauf folgenden 
projectivisch ist und mit ihr 
perspectivisch liegt, so sind 
je zwei projectivisch und lie- 
gen perspectivisch.^ 

IL 5 ,Wenn drei projectivi- 
sche Gerade A, A^, Ag durch 
denselben Punct gehen, und 
wenn darin drei entsprechende 
Puncte (e, Cj, ej vereinigt sind, 
so dass je zwei Gerade per- 
spectivisch liegen, so liegen 
die drei Projectionspuncte (2S, 

$ 2 ), die ihnen, paarweise 
genommen, zugehoren, in einer 
Geraden St, oder so sind sie 
mit einem bestimmten Ebenen- 
buschel 31 perspectivisch (§ 27, 
III), d. h. die Ebenen a, p, . . 
welche durch je drei entspre- 
chende Puncte a, a^, a^; f), 

... der Geraden bestimmt 


L ^Wenn von n Ebenenbii- 
scheln St, 2lj, Slg, ... 3tu>.i, deren 
Axen in derselben Ebene lie- 
gen, der Reihe nach jeder mit 
dem darauf folgenden projec- 
tivisch ist und mit ihm per- 
spectivisch liegt, so sind je 
zwei projectivisch und liegen 
perspectivisch.^ 

n. „Wenn die Axen dreier 
projectivischen Ebenenbiischel 
31, Sli, SI 2 in einer Ebene liegen, 
und wenn in dieser drei ent- 
sprechende Ebenen (s, £ 1 , 62 ) ver- 
einigt sind, so dass je zwei 
Ebenenbiischel perspectivisch 
liegen, so schneiden sich die 
drei perspectivischen Durch- 
schnitte (B, B^, Bg), die ihnen 
zugehoren, in einer Geraden 
A, Oder so sind sie zugleich 
mit einer bestimmten Geraden 
A perspectivisch (§ 27, ni), d. h. 
die Puncte a, B, ..., in welchen 
je drei entsprechende Ebenen 
a, aj, ag; p, Pj, P 2 ; . .. der Ebenen- 
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werden, bilden einen Ebeuen- biischel sicb schneiden, liegen 
biiscliel in einer Geraden 

EL „Wenn vier projectivi- III. „Wenn vier projectivi- 

sche Gerade A, A^, Ag, A3 sicli sche Ebenenbiischel SI, Sl^, Slg, 
in einem Punote schneiden, SIj, deren Axen in einer Ebene 
und wenn alle unter einander ^liegen, unter einander perspec- 
perspectivisch sind, so liegen tivischsind, so schneiden sich 
von den ihnen zugehorigen von den ihnen zugehorigen 

sechs Projectionspuncten vier- sechs perspectivischen -Durch- 

mal drei in einer Geraden, und schnitten viermal drei in einer 

folglich liegen alle sechs in Geraden, und folglich schnei- 

einer Ebene, und folglich lie- den sich alle sechs in einem 

gen vier entsprechende Pnncte, Puncte, und folglich schneiden 

etwab, 61,63, 63, in dieser Ebene." sich vier entsprechende Ebe- 

nen, etwa p, pg, P3, in diesem 
Puncte.^^ 

IV. „Bewegen sich nPuncte IV. „Drehen sichnEbenen 

a, Oi, a3, ... an-i nach der Reihe a, aj, ag, . . . an-i nach der Reihe 

in n beliebigen festen Geraden um n beliebige feste Gerade 

A, Aj, Ag, ... An^i, die durch SC, Stj, Slg, ... die in einer 

denselben Piihct gehen, und Ebene liegen, und bewegen 

drehen sich die n — 1 Geraden sich die n — 1 Dnrchschnitts- 

(a, a^, a3 ... an^s), welche durch linien (a, a^, ag, ... an-s) der 

die Punctepaare aUj, ... Ebenenpaare a und a^, und 

an-2an-i gehen, nach der Reihe ^^-2 iind an-i, nach der 

um n — 1 feste Puncte Reihe in n — 1 festen Ebenen 

SSg, ... ©11-2)5 so dreht sich die (B, Bj, Bg, . . . Bn_2)5 so bewegt 

Gerade durch je zwei jener sich die Durchschnittslinie von 

Puncte (a, a^, ao...) um einen jezwei jener Ebenen(a, a^, ag, ...) 

festen Punch" in einer festen Ebene." 

Das obige Porisma des Pappus (§ 22 ) ist als besonderer Fall in dem 
vorstehenden Satze (IV links) enthalten, namlich es enthalt die Einschran- 
kung, dass die gegebenen Geraden A, Aj, . , . An~i in einer Ebene liegen. 

Es moge Her als Beispiel noch folgende Aufgabe Platz finden, welche 
die obige (§ 25 ) als besonderen Fall in sich schliesst: 

V. „Wenn im Raume irgend n Gerade A, A^, A^, . . . An-i ge- 
geben sind, die ein schiefes n-Eck (odern-Seit) bilden (d. h. jede 
schneidet die darauf folgende und die letzte die erste), und wenn 
in jeder Ebene, die durch zwei auf einander folgende Gerade be- 
stimmt wird, irgend ein Punct gegeben ist, also ira Ganzen n 
Puncte (©, ©1, ©2, ... ©n-i), so soil ein anderes (schiefes) n-Eck 
beschrieben werden, dessen Seiten nach der Reihe durch diese 
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Punc.te gehen, und dessen Ecken nacli der Reilie in jenen Gera- 
den liegen. 

Die Auflosung dieser Aufgabe ist der obigen (§ 25) alinlioh, so dass 
jeder sie ohne Schwierigkeit wird ausMiren konnen. Icli will nnr be- 
merken, dass die gegenwartige Aufgabe im Allgemeinen zwei Aufiosungen 
zulasst, weil die Rangordnung der gegebenen Elemente nicbt verwecbselt 
werden kann. Diese Besphrankiing der ZaU der Aufiosungen wird auf- 
gehoben, wenn die Aufgabe in folgender Gestalt gegeben wird: 

jjSind n beliebige Ebenen p, Pj, P 2 , ... p^-i und in jeder 
irgend ein Punct, also n Puncte ... 33n-i, gegeben, 

so sollen n andere Ebenen a, ... an-i so gelegt werden, 

dass sie nacb der Reihe durcb die Seiten des durcli jene Puncte 
bestimmten n-Ecks gehen, und dass die n Durclischnittslinien 
der aufeinander folgenden Ebenen in jenen gegebenen Ebenen 
liegen.^*^ 


Erste A n m e r k u n g. 

Yon projectivischen Gebilden, die in einem Strahlbiischel im Raume 

liegen. 

33- Zum Schlusse dieses Kapitels ist noch eine besondere Zusammen- 
stellung von projectivisclien Gebilden, und zwar von ebenen Strahlbiischeln 
und Ebenenbiischeln naher ins Auge zu fassen, namlicli diejenige Zusammen- 
stellung, bei welcher die genannten Gebilde sammtlicli zu einem Strahl- 
biischel im Raume gehbren (§ 1, V), d. h., bei dieser Zusammenstellung 
liaben alle ebenen Strahlbuschel einen und denselben Mittelpuuct und die 
Axen aller Ebenenbiischel gehen dm^ch diesen namlichen Punct, welcher 
Mittelpuuct des Strahlbiischels im Raume heisst und durch 2) bezeichnet 
werden soli. 

Unter diesen Umstanden finden offenbar zwischen projectivischen ebenen 
Strahlbiischeln und Ebenenbiischeln, die in demselben Strahlbiischel 2) 
liegen, durchweg ahnliche Beziehungen statt, wie zwischen projectivischen 
Geraden und ebenen Strahlbiischeln, die in derselben Ebene liegen und 
von denen das erste Kapitel handelt. Denn wird der Strahlbiischel 2) dm'ch 
irgend eine Ebene, die E heissen mag, geschnitten, so wird jeder Ebenen- 
biischel in einem ebenen Strahlbuschel, jeder ebene Strahlbiischel in einer 
Geraden, und jeder Strahl in einem Punct geschnitten; nun konnen alle 
diese durch den Durchschnitt erzeugten Gebilde in der Ebene E als per- 
spectivisch mit den ihnen zugehorigen Gebilden im Strahlbiischel ® an- 
gesehen werden (§ 27, HI), und alsdaim werden, wenn irgend zwei Gebilde 
in der Ebene E projectivisch sind, auch die ihnen entsprecliendeii Gebilde 
im Skahlbiischel 2) projectivisch sein (§ 30, IV), und auch umgekehrt; 

Steiner’s Werke. L 21 
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(laher werclen fast alle Gesetze, Eigenscliaften, Lelirsatze, Porismen, Auf- 
gaben u. s. w., die bei projectivischen Gebilden in der Ebene E stattflnden, 
aiich auf ahnliclie Weise bei den ihnen entsprecbenden Gebilden im Stralil- 
buschel £) statthaben, so dass nm' einzelne besondere Eigenschaften und 
Umstande hierbei eine Ausnalime machen. 

Demnach wiirden alle Untersuclningen, die im ersten Kapitel iiber 
Gebilde in der Ebene E diirchgefiilirt worden,« auf entsprechende Weise 
bei den Gebilden im Stralilbiischel $D auszulubren sein; da aber diese 
Untersuchung im Grunde genommen nichts wesentlich Neues enthielte, 
weil sie, wie wir eben geselien, unmittelbar aus der Untersuchung in der 
Ebene E abgeleitet, oder auf dieselbe zuruckgefiilirt werden kann, so werde 
ich micli Mer nicht langer damit aufhalten, indem es durchaus nicht 
schwierig ist, bei jedem vorkommenden Falle nach den bereits gegebenen 
Andeiitimgen sich zurecht zu finden. Ich will nur noch erinnern, dass 
die Figuren in der Ebene E mit den ilmen entsprechenden Figuren im 
Strahlbiischel 3) auf gewisse Weise iibereinstimmen, d. h,, einem Vieleck 
in E entspricht ein gleiclmamiger Korperwinkel in SD, z. B. dem Dreieck 
entspricht ein dreikantiger oder dreiliachiger Korperwinkel, clem Viereck 
entspricht ein vierkantiger Korperwinkel, u. s. w., und dem Kreise ent- 
spricht ein Kegel (zweiten Grades). 

Als ein zweckmassiges Beispiel zur Erlauterung des Gesagten mag 
folgencle Aufgabe dienen: 

„Wenn zwei projectivische ebene Strahlbiischel SSj, $2 in 
einem Strahlbiischel 3) perspectivisch liegen, so dass zwei ent- 
sprechende Strahlen e^, vereinigt sind (§ 28), und man denkt 
sich den eiiien Strahlbiischel fest, wahrend der andere sich urn 
den gemeinschaftlichen -Strahl herumbewegt, so ist die Frage, 
welche Flache durch die Projectionsaxe SC (d. h. Axe des Ebenen- 
biischels, in welchem beide Strahlbiischel SSj, SSg liegen (§ 28)) beschrie- 
ben werde.“ 

Man denke sich eine Ebene E, welche zu dem gemeinschaftlichen 
Strahle e^e^ senkrecht ist, so wird sie die ebenen Strahlbiischel 35i, 
in zwei Geraden Aj, A^ schneiden, die unter sich perspectivisch sind, (wie 
etwa Fig. 7 sie darstellk, weim man in derselben Aj, Ag statt A, A^ schreibt) 
und der Punct SS, in welchem sie die Projectionsaxe schneidet, ist der 
Projectionspunct der Geraden A^, Ag. Wird nun der eine Strahlbiischel, 
etwa SSg, auf die angegebene Art bewegt, so wird sich die zugehorige 
Gerade A 3 in der Ebene E urn den gemeinschaftlichen Durchschnittspunct 

der Geraden drehen, und der Px'ojectionspunct 23 wird sich in^einer 
bestimmten Kreislinie bewegen, deren Mittelpunct x ist (§ 15); daher wird 
die Projectionsaxe SC eine Kegelflache 3) zweiten Grades beschreiben, die 
durch jenen Kreis geht, und zwar ist dieser Kegel ein schiefer, weil das 
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alls dem Sclieitel £) auf die Ebene E des Kreises gefallte Loth nicht 
den Mittelpunct (r) des Kreises trifft. „Also beschreibt die Pro- 
jectionsaxe eine scliiefe Kegelflaclie die von jeder Ebene, 
welche zii dem gemeinschaftliclien Strahle e^e, der Stralilbtischel 
23,,, 2 S 2 senkrecht ist, in einem Kreise gesclinitten wird.“ 

Zweite Anmerkung. . 

Von projectivischen Grebilden anf der Kugelfl ache. 

34. Denkt man sicli eine Kugelflache K, die den Mittelpunct ® des 
vorhin zu Gmnde gelegten Strahlbiiscliels im Raume (§ 33) zum Mittel- 
punct hat, so wird dieselbe von den Gebilden, die im Strahlbiischel ® liegen, 
wie folgt, gesohnitten: von jedem Strahl (a, b, ...) in einem Punct (a, b, .. .)? 
von jedem ebenen Strahlbiischel 23 in einem Hauptkreise (grossten Kreise) 
H, dessen Puricte den Strahlen, und dessen Absclinitte (Bogen) den Winkeln 
des Strahlbiischels entsprechen; von einem Ebenenbiischel 21 in einem 
spharischen Strahlbiiscliel 23, d. h. in einer unzaldigen Menge von 
Hauptkreisen, die den Ebenen des Ebenenbiischels, und deren Winkel den 
Winkeln der letzteren entsprechen, und die alle durch denselben Punct 
23 (Durchschnittspunct der Axe 21) gehen, welcher Mittelpunct des spha- 
rischen Strahlbiischels heissen soil. Werden nun irgend zwei Gebilde (H 
und 23, Oder H und Hj, oder 25 und 23i) auf der Kugelflache K, wenn 
ihre entsprechenden Gebilde (23 und 21, oder 25 und 25i, oder 21 und 21 J 
im Strahlbuschel S) projectivisch sind, ebenfalls projectivisch genannt, 
so folgt mit dieser Erklarung zugleich, dass die wesentlichsten projectivi- 
schen Beziehungen, welche zwischen den Gebilden im Strahlbiischel £) 
(oder zwischen den Gebilden in der Ebene E (§ 33)) stattfinden, auch 
zwischen den Gebilden auf der Kugelflache K statthaben miissen. 

Wie man Meraus sieht, sind also die Betrachtungen auf der Kugel- 
flache K durchaus nichts eigenthumlich Neues, sondern sie sind nm' als 
eine besondere Beschrankung der Betrachtungen im Strahlbiischel ® an- 
zusehen. Ueberhaupt haben Untersuchungen auf der Kugelflache selten 
die Wichtigkeit, die man ihnen, vermoge einer oberflachlichen Ansicht, 
beizulegen geneigt ist. Denn oft lassen sich dieselben aus entsprechenden 
Untersuchungen im Strahlbiischel S3 oder in der Ebene E ableiten, und 
viele derselben liessen sich dann auch auf alinliche Weise auf andere 
krumme Flachen iibertragen. ' Ueber die Art und Weise, wie im Allge- 
meinen Operationen (Constructionen) auf der Kugelflache ausgefiihrt werden 
kbnnen, werde ich spater handeln. Man kann namlich die Kugelflache 
allein als Operationsfeld annehmen, oder man kann die entsprechenden 
Operationen im Strahlbuschel 3), oder in irgend einer Ebene E ausfiihren, 
und sodann auf die Kugelflache K ubertragen. Finge man mit der Con- 

21 ^ 
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struction auf der Kugelflache K an, so liessen sich umgekelirt die gefun< 
clenen Kesultate auf den StraUbiischel S) oder auf die Ebene E iibertragen, 
welches aber nicht der zweckmassigste Gang sein mochte. 

Ueber die Betraclitung projectivischer Gebilde auf der Kugeldaclie 
will ich nur noch bemerken, dass nur wenige von den Eigenschaften, die 
im ersten Kapitel an projectivischen Gebilden in cler Ebene nachgewiesen 
worden, nicht auch auf entsprechende Weise bei jenen sich vorfinden;^ zu 
solcher Ausnabme gehdren z. B. der Parallelismus der Geraden, und ihie 
unendlich entfernten Puncte. Dagegen sind die Eigenschaften, welche auf 
die projectivische Beziehung gegrtindet sind, auf ahnliche Weise vorhanden, 
wie in der Ebene E oder wie im Strahlbuschel S). Denn da offenbar die 
Absclinitte (Bogen) eines Hauptkreises H gerade das Maass der ilinen ent- 
sprechenden (gegeniiber stehenden) Winkel des zugehorigen ebenen Strahl- 
biischels 23 sind, und da die Winkel, welche die Strahlen eines spharischen 
Strahlbuschels 23 mit einander bilden, offenbar die namlichen sind, welche 
die ilinen entsprechenclen Ebenen im zugehorigen Ehenenbiischel 21 ein- 
schliessen, so muss folglich auch bei projectivischen Gebilden anf der 
Kugelflache Gleichheit der Verhaltnisse stattfinden, wenn dazu hei Haupt- 
kreisen die Sinus der Bogen, und hei Strahlbiischeln (23) die Sinus der 
von den Strahlen eingeschlossenen Winkel genommen werden. Daher 
folgt z. B.: „dass es 1) hei zwei projectivischen Hauptkreisen H, 
zwei entsprechende Abschnitte (Bogen) giebt, die Quadranten 
sind; 2) dass es bei zwei projectivischen spharischen Strahl- 
buscheln 23 , 25^ zwei entsprechende rechte Winkel giebt; und 
3) dass es bei einem Hanptkreise H und einem Strahlbuschel 23, 
die projectivisch sind, einen Quadranten und einen rechten Win- 
kel giebt, die sich entsprechen; und dass in Bezug auf diese 
eigenthiimlichen Elemente dasselbe Gesetz stattfindet, wie bei 
projectivischen Strahlbiischeln 25, 2Si in der Ebene (§ 12, I, S, o^), 
Oder wie bei projectivischen Ebenenbiischeln 21, 21^ (§30, V)“- 
Ferner ist bei projectivischen spharischen Gebilden perspectivische und 
schiefe Lage zu unterscheiden; bei der ersteren haben zwei Hanptkreise 
einen Projectionspunct, und zwei Strahlbuschel haben einen perspec- 
tivischen Durchschnitt. Aus dem obigen Beispiel (§ 33) folgt hier 
der nachstehende Satz: „Wenn zwei projectivische Hanptkreise H, 
H^ perspectivisch liegen, und wenn der eine fest bleibt, wahrend 
der andere sicji um iliren gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punct hernmbewegt, so bewegt sich der Projectionspunct in 
einem spharischen Kegelschnitt (d. i. der Durchschnitt eines Kegels 
zweiten Grades, clessen Scheitel im Mittelpunct der Kugel liegt, mit der 
Kugelflache)." — Werden zwei gleichartige projectivische spharische Ge- 
bilde (H und Hj, oder 23 und 2Sj) auf einander gelegt, so finden dabei 
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alinliche Umstande statt, wie bei den entspreclienden Betraclitungen in 
§ 16 iind § 31, III ; ferner kann dabei eine entsprecliende Aiifgabe gestellt 
iind aiif alinliclie einfache Weise (mittelst eines Kreises oder irgend eines 
spliarisclien Kegelsclinittes) gelost werden, wie in § 17, welclie sodann 
eine eben so fruclitbare Anwendung findet, wie die letztere bei den ihr 
naclifolgenden Betraclitungen u. s. w. 


Drittes Kapitel. 

Erzeiigung der Linien und der geradlini-gen Flaclien zweiter 
Ordnung durcb projectivisclie Gebilde. 

35. Bei der obigen Untersucbung projectivischer Gebilde wurde bei 
der schiefen Lage derselben die nahere Erforschung der Gesetze, welchen 
bei zwei Geraden A, A^ die Projectionsstrahlen (§ 9, I), bei zwei ebenen 
vStrahlbiischeln 33, 33_i die Durchsclinitte der entsprechenden Strahleiipaare, 
Oder die durch entsprechende Strahlenpaare bestimmten Ebenen (wenn 33, 
3Si im Strahlbiischel S) liegen (§ 33)), und bei zwei Ebenenbiischeln 21, 
21^ die Durchschnittslinien der entsprechenden Ebenenpaare (§ 31) unter- 
worfen sind, absichtlich vermieden. Diese tJntersuchiing soil jetzt nach- 
geholt werden. Sie fuhi't, wie man sehen wh'd, zu den interessantesten 
und fruchtbarsten Eigenschaften der Linien zweiter Ordnung, oder der so- 
genannten Kegelschnitte, aus denen sich fast alle anderen Eigenschaften 
der letzteren in einem umfassenden Zusanunenhange auf eine iiberraschend 
einfache und anschauliche Weise entwickein lassen; namlich sie zeigt die 
nothwendige Entstehung der Kegelschnitte aus den geometrischen Grund- 
gebilden, und zwar zeigt sie dadurch zugleich eine sehr merkwiirdige 
doppelte Erzeugung derselben durch projectivische Gebilde. Ebenso zeigt 
sie eine doppelte Erzeugung der geradlinigen Flachen zweiten Gerades, 
d. h. aller derjenigen Flachen zweiten Gerades, in welchen gerade Linien 
liegen (d. i. Kegel, Cylinder, einfaches Hyperboloid, hyperbolisches Para- 
boloid, Ebenenpaar). 

Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die Mathematiker in 
alterer und neuerer Zmt die Kegelschnitte erforscht, und welche fast zahl- 
lose Menge von Eigenschaften sie an denselben entdeckt haben, so ist es 
in der That auffallend, dass die vorgenannten Eigenschaften so lange ver- 
borgen bleiben konnten, da doch aus ihnen, wie sich zeigen wird, fast 
alle bekamiten Eigenschaften (nebst vielen neuen), wie aus einem Gusse 
hervorgehen, ja da sie gleichsam die innere Natur der Kegelschnitte vor 
unseren Augen aufschliessen. Denn, wenn auch Eigenschaften bekannt 
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sind, die den geiiannten nalic liegen, so finden sich doch meines Wissens 
letztere iiirgends bestimmt ausgesproclien, in keinem Falle aber wiirde ihre 
Wiclitigkeit erkannt, die sie durcli die gegenwartige Entwickelung, wo sie 
zu Fundamentalsatzen erhoben werden, erlialten; librigens bin ich aiich 
niclit einmal durcb jene auf diese gefdlirt worden. 

Da der Her vorgesteckte Zweck die Betraclitung projectivischer Ge- 
bilde ist, so diirfen die Kegelschnitte Her noch nicht so aiisfulirlich iinter- 
sucht werden, als es mittelst der erwHinten Eigenschaften leiclit geschehen 
kohnte; sondern ich werde mich bloss auf einige wenige Entwickelungen 
bescliranken, die entweder aus dem Gauge der Betraclitung jener Gebilde 
nothwendig heiworgehen, oder die zur Erforschung derselben in der Folge 
dienlich sind. Spiiter, nach vollendeter Durchfiihrung der Untersuchung 
projectivischer Gebilde sollen alsdann die Kegelsclinitte einer umfassenden 
Untersuchung unterworfen werden, die sich auf ihre vorerwahnte Erzeugung 
durch projectivische Gebilde griinden wird, wobei letztere sodann nur als 
imtergeordnete Hlilfsinittel dienen, und wodurch die vorstehenden Behaup- 
tiingen sollen gerechtfertigt werden. 


Gegenseitiger Durchschnitt der Ebene nnd der Kegelflache, 

36. Zuniichst soli Her eine kurze Betrachtung der eigentlichen Kegel- 
schnitte, wie sich dieselben beim Kegel der unmittelbaren Anschauung 
clarbieten, vorangeschickt und dabei vornehmlich auf einige Umstande, 
die fiir die sjiithetische Untersuchung derselben sehr wesentlich sind, auf- 
merksam gemacht werden. Kur muss ich bemerken, dass diese Betrach- 
timg, genau genommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes Heft) ange- 
hort, woselbst sie in einem umfassenderen Zusammenhange ausgefuhrt 
worden wird. 

Denkt man alle diejenigen Stralilen a, a^ a 2 , ... eines Strahlbiischels 
S), welche dmrch irgend eine Kreislime K gehen, wie etwa in Fig. 36, wo 
das Papier die Ebene E des Ki'eises vorstellen und der Punct 2) uber der- 
selben liegen soli (§ 34), so heisst die Flache, welche von diesen Strahlen 
erfiilltwird, Kegelflache, und zwar heisst sie, well sie, so wie der Kreis, 
von irgend einer Geraden hbchstens hur in zwei Puncten geschnitten 
werden kann, zufolge dieses Umstandes, Kegelflache vom zweiten 
Grade. Wenn man sich die Strahlen (oder Kanten) nicht durch den 
Kreis K und dmnh den Punct SD begrenzt, sondern vielmehr unbegrenzt 
vorstellt, so sieht man, dass die Kegelflache aus zwei gleichen Theilen 
M, Mj besteht, die mit ihren Spitzen in dem Puncte S) zusammenstossen, 
so dass dieser „Mittelpunct‘^ des Kegels oder der Kegelflache genannt 
wird (Biot). Ferner nennt man jede Ebene, welche durch den Mittelpunct 
2) und durch irgend eine Tangente A des Kreis es geht, Beriihrungs- 
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ebene (beriihi’ende Ebene), weil namlicli nor ein einziger Stralil der Kegel- 
flache in ilir liegt, namlich nur derjenige, welcber cliu'ch den Beriihrungs- 
punct SS der genannten Tangente geht. Nun nennt man ferner die Durcb- 
sclinittsfigur, welcbe irgend eine Ebene mit der Kegelflacbe bildet, d. li. 
die Gesammtheit aller Pimcte, die sie mit ibi’ gemein hat, Kegelschnitt. 
Das Gemeinschaftliclie und das Besondere Oder Eigenthumliche der ge- 
sammten Schnitte eines Kegels lasst sich bequem auffassen mid iibersehen, 
wenn vorerst die Schnitte derjenigen Ebenen, welche durch den Mittel- 
punct S) gehen, untersucht werden. Eine solche Ebene kann sich auf drei 
wesentlich verschiedene Arten zum Kegel verhalten, namlich wie folgt: 

a) kein Strahl der Kegelflache liegt in der Ebene, sondern alle 
werden von ihr im Puncte S) geschnitten; dahin geliort also jede 
Ebene, die den Kreis K weder schneidet noch beruhrt. In Bezug 
auf jede solche Ebene liegen die beiden Theile M, des Kegels 
auf entgegengesetzten Seiten. 

b) ein Strahl der Kegelflache liegt in der Ebene und aUe librigen 
schneidet sie im Puncte S); dahin gehoren alle sogenannten Be- 
rtihi'ungsebenen des Kegels d. h. jede Ebene, welche durch eine 
Tangente des Kreises K gelegt wird. In Bezug auf jede solche 
Ebene liegen die Theile M, des Kegels auf abwechselnden Seiten. 

c) zwei Strahlen der Kegelflache liegen in der Ebene und aUe 
librigen werden von ihr im Puncte 2) geschnitten; dahin gehort 
jede Ebene, die den Kreis K schneidet. Jede solche Ebene spaltet 

* • jeden Theil M, des Kegels in zwei Abschnitte, so dass auf 
jeder Seite der Ebene zwei Abschnitte liegen, in denen zusammen 
alle Strahlen vorkommen, die von der Ebene geschnitten werden. 

Da nun jede andere Ebene im Raume, die nicht durch den Mttel- 
pimct 2) geht, nothwendiger Weise mit irgend einer unter den vorstehenden 
drei AbtheiJungen begriffenen Ebene parallel ist, so wird sie, ebenso wie 
die letztere, die Strahlen der Kegelflache entweder alle schneiden, oder 
nur einen, oder nur zwei derselben nicht in der That schneiden, son- 
dern nach ihren unendlich entfernten Puncten gerichtet sein, d. h. mit 
ihnen parallel sein; diese besonderen Strahlen sind namlich diejenigen, 
welche in jener durch den Mittelpunct 2) gehenden Parallelebene liegen. 
Daher giebt es folgende drei Klassen von Kegelschnitten: 

1. Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der obigen Abtheilung 
(a) begriffenen Ebene parallel ist, schneidet alle Strahlen der 
Kegelflache in endlicher Entfernung, und zwar schneidet sie nur 
einen der beiden Theile M, der Kegelflache, so dass also der 
Durchschnitt, wie er sich der unmittelbaren Anschauung darstellt, 
eine geschlossene krumme Linie ist (dmxh die ein Theil der 
Ebene ganz begrenzt wird). Ein soloher Schnitt, oder eine solche 
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Lillie lieisst Ellipse. Die Geraden, in welchen die schneidende 
Ebene die Benibrungsebenen des Kegels scbneidet^ sind sammtlicli 
Tangenten der Ellipse, so dass also letztere in jedem ilirer Puncte 
von einer bestimmten Geraden beriilirt wird. TJnter dieser Klasse 
von Kegelsclinitten befinden sich insbesondere auch Kreise, wie 
z. B. der Kreis K, von welcliem die Betrachtmig ausging; ferner 
gehoren daliin, als Grenzfalle, die Sclinitte der Ebenen (a), wobei 
namlicli die Ellipsen sich auf den einzigen Punct S) reduciren. 

IL Jede Ebene, die mit irgend einer unter (b) begriffenen Ebene 
parallel ist, sclmeidet nur einen der beiden Theile M, der 
Kegelfliiche, und zwar trilft sie alle Strahlen in endlicher Entfer- 
nung bis auf denjenigen, in welchem ihre Parallelebene den Kegel 
bertiln’t, und nach dessen unendlich entferntem Puncte sie gerichtet 
ist, so dass also der Schnitt, wie man in der Vorstellung sieht, 
eine gebogene krumine Linie ist, deren beide Arme sich nach 
derselben Seite hin ins TJnendliche erstrecken, namlicli nach dem- 
selben unendlich entfernten Puncte hinstreben, nach welchem 
jener besondere Strahl gerichtet ist. Ein solcher Schnitt heisst 
Parabel. Die Durchschnittslinien der schneidenden Ebene und 
der Beriihrungsebenen des Kegels sind Tangenten der Parabel, 
so dass also letztere in jedem ihrer Puncte von einer bestimmten 
Geraden beriilirt wird; jene Beruhimgsebene aber, welche der 
schneidenden parallel ist, ist nach einer unendlich entfernten 
Tangente gerichtet, die namlich dem unendlich entfernten Puncte 
der Parabel zugehdrt. 

Die Sclinitte der unter (b) begriffenen Ebenen gehoren als Grenz- 
falle hierher, namlich bei ihnen reduciren sich die Parabeln auf 
die einzelnen Strahlen der Kegelflache. 

III. Jede Ebene, welche mit ii*gend einer unter der Abtheilung (c) 
begriffenen Ebene parallel ist, schneidet die mit ihr auf einerlei 
Seite liegenden zwei Abschnitte der Kegelflache, und zwar schneidet 
sie alle Strahlen der letzteren in endlicher Entfernung, ausge- 
nommen diejenigen zwei, welche in der Parallelebene liegen, und 
nach deren unendlich entfernten Puncten sie gerichtet ist, so dass 
also der Schnitt, wie man sieht, aus zwei gebogenen Linien be- 
stelit, wovon beide Arme einer jeden sich ins TJnendliche er- 
strecken, und zwar so, dass die jedesmaligen zwei einander schief 
gegenhber liegenden Arme beider Linien nach entgegengesetzten 
Richtungen aber nach demselben unendlich entfernten Puncte 
hinstreben, nach welchem namlich einer von jenen zwei beson- 
deren Strahlen gerichtet ist; beide Linien hangen demnach durch 
diese unendlich entfernten Puncte zusammen, so class sie nur eine 
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einzige Linie ausmachen. Eine solche Linie heisst Hyperbel. 
Jede Beriilu'ungsebene des Kegels erzeugt eine Tangente der 
Hyperbel, so dass also die letztere in Jedem ihrer Puncte von 
einer bestiminten Geraden beriihrt wird; diejenigen zwei Ebenen, 
welche den Kegel in den genannten zwei besonderen Strahlen be- 
rubren, erzeugen diejenigen Tangenten, die den unendlich ent- 
fernten Puncten der Hyperbel zugeboren, diese Tangenten selbst 
befinden sicb in endlicber Entfernung, vermoge ibrer besonderen 
Eigenscbaft beissen sie Asymptoten der Hyperbel. 

Die Scbnitte der imter (c) entbaltenen Ebenen gebdren als 
Grenzfalle bierber, namlicb die Hyperbel reducirt sicb dabei auf 
zwei Gerade, auf zwei Strablen der Kegelflacbe. 

Dieses (I, II, IH) sind die drei Arten von Kegelscbnitten; fiir die 
syntbetiscbe Betracbtung 'derselben sind die XJmstande: „dass die Ellipse 
keinen, die Parabel einen und die Hyperbel zwei unendlicb ent- 
fernte Puncte, und dass nur die Parabel eine unendlicb ent- 
fornte Tangente bat,“ als einfacbe unterscbeidencle Merkmale 
wohl zu beriicksicbtigen. 

Nacb der obigen Anmerkung (§ 33) folgt nun, dass, wenn Eigenscbaften 
irgend eines Kegelsobnittes aus projectiviscben Gebilden entspringen, die- 
selben alsdann aucb auf entsprecbende Weise bei der Kegelflacbe und also 
aucb bei jedem anderen Kegelsclmitt stattbaben miissen, so dass, wenn 
z. B. ein Kegelscbnitt durcb projectivische Gebilde erzeugt werden kann, 
dann aucb die Kegelflacbe und jeder andere Kegelscbnitt aus projectivi- 
scben Gebilden entspringen muss, und aucb umgekehid. Daber kann man 
zur Erforscbung solcber Eigenscbaften in vielen Fallen sicb nur an den 
Kreis, den bekamitesten und einfacbsten Kegelsclmitt (ausser den erwabnten 
Grenzfallen) balten, welcber leicbt zu bebandeln ist, wie z. B. in der fol- 
genden Betracbtimg gescbeben soil. 

Erzeugung der Kegels chnitte uud der Kegelfliiche durch pro- 
jectivische Gebilde. 

37. Aus der Elementargeometrie bekannte Eigenscbaften des Kreises 
zeigen fast unmittelbar die Erzeugung desselben durcb projectiviscbe Ge- 
bilde, namlicb wie folgt: 

Werden aus irgend zwei Puncten 23, 23^ einer Kreislinie 9D7 (Fig. 37) 
nacb alien iibrigen Puncten a, B, c, . . . derselben Strablen a, b, c, . . . ; 
a^, b^, Cj, ... gezogen, so bilden diese unter sicb gleicbe Winkel, die 
paarweise iiber denselben Bogen steben, namlicb es ist Winkel 
(ab) = (a^b,), (ac) = (a,cj, (b a) = (b,c,), 
folglicb sind die dadurcb entstebenden Strablbuschel 23, 23^, in Ansebung 
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cler Strahlenpaare a iind aj, b iind b^, c iind c^, projectivisch 
g'leich (§ 13, 11). Denkt man sicli etwa den Punct a beweglich imd lasst 
iliii clem Piincte 23 nalier rilcken, bis er endlich mit ihm zusammentrifft, 
wie e, so wild iiotliwendiger Weise der eine zugeliorige Strabl e den Kreis 
beriihren; eben so wire! fur den Punct b, der mit 23i zusammenfallt, der 
eine zugeliorige Strabl d^ den Kreis beruhi'en, so class also die den ver- 
einigten Strahlen e^, cl entspreclienclen Stralilen e, d^ den Kreis in 23, 23i 
beriihren*). Die Strahlbiiscbel 23, 23i befinden sich demnach in schiefer 
Lage (§ 14) und zwar sind sie, wie man sieht, gleichliegend**) 

(§ 13. n). 

Sind andererseits A, Aj (Fig. 38) irgend zwei Tangenten eines Kreises 
3K, und sind q, r die ihnen parallelen Tangenten desselben, von denen sie 
wechselseitig in den Puncten r, getroffen werden, so wird, wie leicht zu 
sehen, die Gerade tq^ durcli den Mittelpunct des Kreises gehalftet, so 
dass ist^ unci es ist der Abschnitt xh = hq^ und der Winkel 

a = a^, Ist ferner a eine beliebige andere Tangente, die jene ersteren A, 
Aj in den Puncten a, cq schneidet, so bleibt, wenn man diese mit dem Mittel- 
punct 3K des Kreises durch die Geraden SJia, verbindet, der Winkel 
von unveninderlicher Grosse, wie auch die Tangente a ihre Lage 
iindern mag, namlich er (oder sein Nebenwinkel bei solchen Tangenten 
wie b) ist bestiindig = a = ***), und ausserdem sind die Winkel P = P 

und y = daher sind die Dreiecke aSJicq, ar5!K, S^qia^, wegen der Gleich- 
heit ilmer Winkel, ahnlich, so dass man vermoge der zwei letzteren hat 

at:r3R = 3(Rq, : q^Uj, 

Oder 

ar.Ojqi =2}Zr.3)Jqi = 2)?r^==3[)?qJ, 
das heisst: das Rechteck ar.Uiqi unter den Abstanden der Puncte a, 
in welchen irgend eine Tangente a die beiden festen Tangenten A, A^ 
schneidet, von den Durchschnitten r, q^ der parallelen Tangenten r, q 
hat eine bestandige Grosse f), namlich gleich dem Quadrate liber SKr oder 
51k q^. Daraus erkennt man die projectivische Beziehung der Tangenten 

*) Dieses stiinmt auch dainit ubereiu, dass die Winkel, welche die entsprechenden 
Strahlenpaare a und aj, b und bi, ... an den Puncten a, 6, . . . unter sich bilden, alle 
gleich sind, und zwar gleich den Winkein, welche die Sehne c b mit den Tangenten in 
ihren Endpuncten bildet. 

Dieser Umstand ist wesentlich, denn wenn die namlichen Strahlbiiscbel sich in 
schiefer Lage befinden und ungleichliegend sind, so erzeugen sie statt des Kreises, 
wie oben, die gleichseitige Hyperbel, wie man zu seiner Zeit sehen wird. 

Denn vermoge des Dreiecks aOJlai ist p + Y-f a 2 = 2R, und vermoge des Vier- 
ecks arqitti ist 2p + 2y-}-a + ai =4R, folglich ist 2oc^> = ac + ai, ^rnd da a = ai, so 
ist a 2 = <x == ai. 

f) Brianthon hat diesen Satz fur alle Kegelschnitte bewiesen {}Iemoire sur les lignes 
du second ordre^ XXVIII. p. 27) ; spaterhin (§ 40, 1) folgt derselbe unmittelbar. 
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A, Aj, in Ansehimg der Piinctepaare a mid b und bj, . . in welchen 
sie von den iibrigen Tangenten a, b, ... gesclinitten werden (§ 12, I), so 
dass also die letzteren die ProjectionsstraHen sind, und dass insbesondere 
r, q, was schon durch ibre Bezeicbnung angedeutet ist (§ 9, 1), die Parallel- 
strahlen sind. Lasst man in der Vorstellung die Tangente a sicb so be- 
wegen, dass der Punct a sich dem Dmxlisclinittspuncte b der festen Tan- 
genten A, Aj naliert, so wird gleichzeitig sein entsprecliender Punct aj 
dem Beriibrungspuncte b^ der Tangente A^ nalier riicken, und zwar der- 
gestalt, dass, wenn sich a mit b vereinigt, dann auch mit bj zusammen- 
fallt. Ebenso folgt, dass der dem Beriihrungspuncte e der Tangente A 
entsprechende Punct im gegenseitigen Durclischnitte der Tangenten 
A, A, liegf"). 

Aus den beiden vorstehenden Untersuchungen folgen also nachste- 
hende Satze: 

„Irgend zwei Tangenten (A, 

AJ eines Kreises sind in An- 
sehung der entsprechenden 
Punctepaare, in welchen sie 
von den iibrigen Tangenten 
geschnitten werden, projecti- 
visch, und zwar entsprechen 
den in ihrem Durchschnitte 
vereinigten Puncten b, Cj ihre 
wechselseitigen Beriihrungs- 
puncte bj, 

38. Wie bereits oben bemerkt worden (§ 36, Ende), folgen nun aus 
den eben aufgestellten Siitzen vom Kreise (§ 37) unmittelbar entsprechende 
Satze vom Kegel zweiten Grades und dessen iibrigen Schnitten. Denn, 
wenn die Tangenten des Kreises K (Fig. 36) projectivisch sind, so sind 
auch die ihnen zugehorigen ebenen Strahlbiischel im Strahlbuschel S), 
deren Ebenen den dem Ejreise zugehorigen Kegel S) beriihren, unter sich 
projectivisch (§ 33), und wenn die Strahlbuschel im Kreise projectivisch 
sind, so sind auch die ihnen zugehorigen Ebenenbiischel im Kegel unter 
sich projectivisch, so dass also unmittelbar nachstehende Satze folgen: 

L „In irgend zwei Beriih- I. „Irgend zwei Strahlen 

rungsebenen eines Kegels zwei- einer Kegelflache zweiten Gra- 
ten Grades befinden sich zwei des sind die Axen zweier pro- 

*) Dieser Pmstand kann auch daraus bewiesen werden, dass man, wenn man sich 
die Gerade denkt, dann vermoge der rechtwinkligen, einander ahnlichen Dreiecke 
r*D?b, xtTl hat rc.rb = und da rb = qiCi, also auch re.qiCi — rS[)l.x2)l, woraus 

man sieht, dass e, ei die obige Bedingnng zweier entsprechenden Puncte erfullen. 


„Irgend zwei Puncte 35, 
eines Kreises sind die Mittel- 
puncte zweier projectivischen 
Strahlbuschel, deren entspre- 
chende Strahlen sich in den 
iibrigen Puncten der Kreis- 
linie schneiden, und zwar ent- 
sprechen den vereinigten Strah- 
len d, e^ die wechselseitigen 
Tangenten d^, e in jenen Punc- 
ten 35, 3Si.‘^ 
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projcctivische ebene Strahl- 
biiscliel, deren entsprecliencle 
Strahlenpaare niimlicli in den 
iibrigen Beriilirungsebenen lie- 
gen, und insbesondere ent- 
spreclien den im Durclisclinitte 
jener Ebenen vereinigten Strah- 
len (d, e^) diejenigen Strahlen 
(cl^, e), in welclien dieselben 
den Kegel beriiliren.^^ 


jectivisclien Ebenen biiscliel, 
deren entsprechende Ebenen- 
paare sicli in den iibrigen 
Strahlen sclineiden, und ins- 
besondere entsprechen den in 
der Ebene jener Strahlen ver- 
einigten Ebenen (S, sj diejeni- 
gen Ebenen (8j, s), welche den 
Kegel in denselben beruhren.^ 


Und umgekelirt: 


n. „Jede zwei schieflie- 
gende projcctivische ebene 
Strahlbiischel 25, 25^, die sich 
in demselben Strahlbiischel 2) 
bcfinden, erzeugen einen Ke- 
gel z^veiten Grades, der ihre 
Ebenen beriihrt, d. h., die durch 
die entsprechenden Strahlen- 
paare bestimmten Ebenen, 
iiebst den Ebenen der Strahl- 
biischel, sind die gesammten 
Beruhningsebenen eines be- 
stimmten Kegels zweiten Gra- 
des, und zwar beriihrt er die 
Ebenen der Strahlbiischel in 
denjenigen Strahlen (d^, e), de- 
ren entsprechende (d, ej im 
Durclisclinitte derselben ver- 
einigt sind.^^ 


11. „Jedo zwei schieflio- 
gende projcctivische Ebenen- 
biischel SCp die sich in dem- 
selben Strahlbiischel S) befin- 
den, erzeugen einen Kegel 
zweiten Grades, der durch ihre 
Axen geht, d. li., die Durch- 
schnittslinien der entsprechen- 
den Ebenenpaare, nebst den 
Axen der Ebenenbiischel, sind 
die gesammten Strahlen eines 
bestimmten Kegels zweiten 
Grades, und zwar wird er in 
jenen Axen (21, 3li) von denje- 
nigen Ebenen (o^, a) beriihrt, 
deren entsprechende in der 
durch dieselben bestimmten 
Ebene vereinigt sind.^^ 


Da nun zwei projectivische ebene Strahlbiischel 25, 2Bj, die in irgend 
zwei Beriilirungsebenen des Kegels liegen, von einer beliebigen Ebene E 
in zwei projectivischen Geraden A, Aj geschnitten werden, und da zwei 
im Kegel liegende projectivische Ebenenbiischel 21, 2lj von jener Ebene E 
ill zwei projectivischen ebenen Stralilbiischeln 25, 25^ geschnitten werden 
(§ 33), so folgen also weiter, wde oben erwiilint worden, for alle Kegel- 
schnitte nachstehende merkwiirdige Satze; 


III. „Jede zwei Tangenten 
A, Aj eines Kegelschnittes sind 
in Ansehung der Biinctepaare, 
in welchen sie von den iibrigen 


III „Jede zwei Puncte 25, 
SSi eines Kegelschnittes sind 
die Mittelpuncte zweier pro- 
jectivischen ebenen Strahl- 
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Tangenten gesclinitten werden, 
projectiviscli, und zwar ent- 
spreclien den in ilirem Durch- 
sclinitte vereinigten Puncten 
(b, Cj) ilire wechselseitigen Be- 
riihrungspuncte (b^, e).“ 


biischel, deren entsprecliende 
Strahlen sich in den iibrigen 
Puncten desselben schneiden, 
und zwar entsprechen den ver- 
einigten Strahlen (d, Cj) die 
Tangenten (dj, e) in den gegen- 
seitigenMittelpuncten (S3j,2S).“ 


Und umgekehrt: 


IV. 5 ,Jede zwei in einer 
Ebene schiefliegende projecti- 
vische Gerade A, erzeugen 
einen Kegelsclinitt, der sie be- 
beriihrt, d. h., sie und alle ilire 
Projectionsstrahlen sind die 
gesammten Tangenten eines 
bestimmten Kegelschnittes, 
und zwar beriihrt dieser die 
Geraden in denjenigen Punc- 
ten (e, bj, deren entsprechende 
(Ej, b) in ihrem Durchschnitte 
vereinigt sind.‘‘ 


IV. „Jede zwei in einer 
Ebene schiefliegende projecti- 
vische (ebene) Strahlbiischel 
Sj erzeugen einen Kegel- 
schnitt, der durch ihre Mittel- 
puncte geht, d. h., diese und 
die Durchschnitte der ent- 
sprechenden S trahle npaare 
sind die gesammten Puncte 
eines bestimmten Kegelschnit- 
tes, und zwar wird dieser in 
jenen Mittelpuncten von den- 
jenigen Strahlen (e, dj beriihrt, 
deren entsprechende (ej,d) ver- 
einigt sind.“ 


Es darf kaum erwahnt werden, dass zufolge der obigen zweiten An- 
merkung (§ 34), bei project! vischen Gebilden auf der Kiigelflache ent- 
sprechende Satze stattfinden, 

39. Die soeben aufgestellten neuen Satze liber den Kegel zweiten 
Grades und dessen Schnitte (§ 38) sind fiii' die Untersuchimg dieser Fi- 
guren wichtiger als alle bisher bekannten Satze liber dieselben, denn sie 
sind die eigentlichen wahren FundamentalsMze, weil sie namlich so um- 
fassend sind, dass fast alle ubrigen Eigenschaften jener Figuren auf die 
leichteste und klarste Weise aus ilinen folgen, und weil auch die Methode, 
nach der sie daraus hergeleitet werden, jede bisherige Betrachtungs weise 
an Einfachheit und Bequemlichkeit ubertrilft. Wiewohl ich mir vorbelialte, 
die genannten Figuren erst spaterhin ausfdhrlich zu untersuchen, so kann 
ich doch nicht umhin, hier schon einige der nachsten Folgerungen aus 
jener Hauptquelle zu ziehen, die zur Bestatigung der eben ausgesproclienen 
Behauptung als eine kleine Probe dienen mogen. 

Was namlich den weiteren Fortgang der gegenwartigen Betrachtung 
betrifft, so soli nun zunachst noch auf einige besondere Umstande und 
Grenzfalle der erwalmten Satze aufmerksam gemacht werden; und sodann 
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rtollen emige wesentliclie Eigenschaften der Kegelsclinitte (sowie des Kegels), 
die zum Beliufe spaterer ITiitersiichungen ilber projectivische aebilde dienen, 
sowie auch einige Porismen aus denselben in kurzen Andeutungen eut- 
wickelt werden. Nacligeliends soli ziiin eigentlichen Hauptgegenstande za- 
riickgekehrt, und zwar die Erzeugnisse projectiyisclier Gebilde, die im 
Ranme beliebig liegen, imtersucht werden. 


Besondere Fiille. 

40. Bei den obigen Siitzen (§ 3B, 11 imd IV) ist zuvorderst noch 
anzugebon, welclie verscliiedene Gestalten die evzeugten Figuren haben 
kiimien; woran zu ertennen, zu welclier Klasse (§ 36) der durcli zwei 
projectivische Gebilde erzciigte Kegelsclinitt gehore, und ob durch dieselben 
zwei Gebilde, je naclulem sie anders liegen, ein Kegelschnitt anderer Art 
erzeugt werde? Fiir einige Falle folgt die Antwort auf diese Fragen un- 
mitteibar aus vorangegangenen Siitzen, fur die iibrigen wird sie spater 
folgen. Folgendes liisst sicli niimlich in Beziehung auf diese Fragen un- 
mittelbar angeben. 

I. Da zwei project! visch alinliche Gerade A, Aj einen unendlicli ent- 
fernten Projectionsstralil haben, und umgekehrt dieselben ahnlich sincl, 
wenn ilne unendlicli entfernten Puncte sich entsprechen, oder wenn sie 
einen unendlicli entfernten Projectionsstralil haben (§ 13, 1), nnd da von 
den Kegelschnitteii nur die Parabel eine unendlicli entfernte Tangente hat 
(§ 36, II), so folgt also (§ 38, IV): 

„Dass zwei in einer Ebene schiefliegende projectiviscli aliii- 
liclie Gerade A, A^ eine Parabel erzeugen/^ Und umgekehrt; 

„Dass je zwei Tangenten einer Parabel von alien iibrigen 
Tangenten derselben projectivisch ahnlich geschnitten werden/*^ 

Der letztere Satz ist, mit anderen Worten ausgesprochen, allgemein 
bekannt. Da bei zwei projectivisch ahnlichen Geraden keine Parallel- 
strahlen stattfinden (§13, 1), so folgt ferner: „Dass von den nicht un- 
endlich entfernten Tangenten einer Parabel keine zwei parallel 
sein k6nnen.“ (Die unendlich entfernte Tangente kann als mit jeder 
anderen parallel angeselien werden.) 

Zwei beliebige projectivische Geraden A, A^ , die nicht ahnlich 
sind, konnen also nie eine Parabel erzeugen, wohl aber konnen die nam- 
lichen zwei Geraden sowohl Ellipsen als Hyperbeln erzeugen, je nacli- 
dem die in ihrem Durchschnitte vereinigten Puncte (b, e^) beschaffen 
sind, welcher Umstand spater in Erwagung gezogen werden soil. Der 
Winkel, den die Geraden unter sich bilden, hat demnach anf die Art des 
Kegelschnittes keinen Einfluss, sondern nur auf dessen besondere Gestalt, 
so z. B. giebt es ein System von Punctepaaren, die so beschaffen sind, 
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dass, wenn eins derselben im Burclisclimtte der Geraden vereinigt ist, als- 
dann die letzteren nnter einem bestiminten Winkel einen Kreis erzeugen. 
Werden insbesondere die Durclisclinitte r, der Parallelstralilen, d. li. 
die Puncte, deren entsprecliende tj, q unendlicli entfernt sind, im Durcli- 
schnitte der Geraden vereinigt, so ist der Kegelschnitt offenbar eine Hy- 
perbel und die Geraden sind die Asymptoten derselben (§ 36, III und § 38, 
IV); daher folgen unmittelbar- die bekannten Eigenscbaften der Hyperbel: 
„Dass das Recliteck unter den Absclinitten ra, oder rb, 

q^bj, ..., welclie eine beliebige Tangente a, oder b, ... von den 
Asymptoten (A, Aj) abscbneidet, eine bestiindige Grosse hat 
(§ 12) f „dass daher auch der Inhalt des Dreiecks raUj, welches 
die Tangente mit den Asymptoten einschliesst, constant ist,^^ und 
andere Eigenschaften mehr, die spater vollstandig aufgeziihlt werden sollen. 

Da die Geraden A, A^ im gegenwartigen Falle (wo sie nicht ahnlich 
sind) Parallelstralilen r, q haben, so folgt also: 

„Dass sowohl bei der Ellipse als bei der Hyperbel die Tan- 
genten paarweise parallel sind“*). 

Hierbei folgt auch unmittelbar der oben (§ 37) in der Note erwahnte 
Satz von Brianchon^ in Bezug auf die Durclisclinitte r, q^ der Parallel- 
strahlen, wie leicht zu sehen. 

Beobachtet man die Geraden A, A^^, wahrend sie allmalig aus der 
schiefen in die perspectivische Lage libergehen, so sieht man, dass der 
Kegelschnitt zuletzt in diejenige Gerade (eej libergeht, welche den ent- 
stehenden Projectionspunct S5 mit dem Durclisclinitte (eej der Geraden 
verbindet, und zwar geht die Ellipse in das durch die Puncte (eej, 35 
begrenzte Stuck, die Hyperbel in die beiden xibrigen (unendlichen) Stucke, 
und die Parabel, bei welcher der Projectionspunct 25 sich ins Unendliche 
entfernt (§ 13, 1), in die eine Habte der durch den Punct (eej getheilten 
Geraden (eej xiber. 

II. So wie bei zwei projectivischen ebenen Strahlbuscheln 25, 23j, die 
in einer Ebene concentrisch liegen, entweder zwei, oder nur ein, oder 
gar kein Paar entsprechende Strahlen sich vereinigen (§ 16, II), gleiclier- 
massen werden, wenn die Strahlbuschel beliebig liegen, entweder zwei, 
oder nur ein, oder gar kein Paar entsprechende Strahlen parallel sein; 
denn lasst man, von jener Lage ausgehend, den einen Stralilbiischel sich 
so bewegen, dass sich jeder Strahl sich selbst parallel bewegt, so hat man 
die letztere Lage, und die zuvor vereinigten entsprechenden Strahlenpaare 
werden sodann parallel sein. Sind aber zwei entsprechende Strahlen 
parallel, so zeigt dies an, dass der erzeugte Kegelschnitt einen unendlicli 


Diese Eigenschaft folgt auch leicht aus der obigen Betrachtung des Eegels (§ 36), 
wie man im zweiten Abschnitte sehen wird. 
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entfernten Punct habe, nach welcheni sie gericlitet sind, daher konnen die- 
selben zwei Strablbiiscliel im AUgemeinen Kegelsclinitte von alien drei 
Arten erzeugen, je nachdem sie gegen einander gerichtet sind (§ 36 und 
§ 16, II), und zwar, wie folgt: 

a) „Zwei gleicliliegende projectivisclie ebene Strablbiischel 
33, konnen Ellipsen, Parabeln, oder Hyperbeln erzeugen, je 
naclidem sie gegen einander gerichtet sind, namlich innerhalb 
eines bestimmten Spielraumes erzeugen sie nur Ellipsen, an 
den beiden Grenzen desselben, also in zwei bestimniten Eich- 
tungen, wo die Strahlen g, g^, oder h, \ parallel sind (§ 16, 11), 
erzeugen sie Parabeln, und jenseits dieser Grenzen erzeugen 
sie nur Hyperbeln.^^ Und 

b) „Sind die Strahlbiischel ungleicliliegend, so erzeugen sie 
nur Hyperbeln." 

Da, ini Falle die Strahlbiischel eine Hyperbel erzeugen, die zwei Paar 
paralleler entsprechender Strahlen nothwendiger Weise den Asymptoten pa- 
rallel sein miissen, weil sie mit diesen nach denselben unendlich entfernten 
Puncten gerichtet sind, und da die Hyperbel gleichseitig heisst, wenn 
die Asymptoten zu einander rechtwinklig sind, so folgt also: „Dass die 
Strahlbiischel in beiden vorstehenden Fallen (a, b) eine gleich- 
seitige Hyperbel erzeugen, wenn man sie so gegen einander 
richtet, dass die Schenkel (s imd Sj, t und tj der entsprechenden 
rechten Winkel (§ 9, II) parallel sind." 

Sind insbesondere die Strahlbiischel 23, 25i gleich, so erzeugen sie 
im Falle (a) einen Ki'eis (§ 37) imd im Falle (b) eine gleichseitige Hyperbel. 

Liisst man die beliebigen Strahlbiiscliel 25 , 23j allmalig in perspec- 
tivische Lage iibergehen, namlich dadurch, dass zwei parallele entsprechende 
Strahlen auf einander fallen, welches also nur von der hyperbolischen rmd 
parabolischen Lage aus geschehen kann, so sieht man, dass der Kegelschnitt 
zuletzt in zwei bestimmte Gerade iibergeht, woven die eine der entstehende 
perspectivische Durchschnitt A, und die andere der gemeinschaftliche (durch 
beide Mittelpuncte S, 25i gehende) Strahl 2323j ist. Bei der parabolischen 
Lage werdeu diese zwei Geraden parallel. 

Liisst man die Strahlbiischel S, 23j in concentrische Lage iibergehen, 
so geht die Hyperbel in zwei und die Parabel in eine Gerade uber, 
namlich in diejenigen Geraden, in welchen entsprechende Strahlen zu- 
sammenfalleu, dagegen zieht sich die Ellipse in den geineinschaftlicheii 
Mittelpunct (2523J der Stralilbiischel zusammen. 

in. Beim Kegel im AUgemeinen finden keine so wesentlich ver- 
schiedene Klassen statt, wie bei seinen Schnitten (§ 36), wohl aber bei 
einem besonderen Falle desselben, er kann namlich, wie folgt, in Grenz- 
fiille iibergehen und besondere Gestalt erhalten. 
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Der von zwei projectivischen Ebenenbusclieln SI, oder ebenen 
Strahlbiiscbeln 35j erzeugte Kegel (§ 38, II) iindert notliwendiger Weise 
seine Gestalt, je naclidem die Gebilde so oder anders gegen einander ge- 
ricbtet sind, er kami runder oder platter werden, mid wenn insbesondere 
die Gebilde in perspectivisclie Lage kommen, so gebt der Kegel in fol- 
gende Grenzfalle iiber: bei den Ebenenbusclieln SI, Sl^ in zwei Ebenen, 
woven die eine der perspectivisclie Durchsclinitt SB (§ 31) derselben und 
die andere die durcli beide Axen SI, Stj geliende Ebene (ssj ist (in wel- 
clier letzteren zwei entsprecliende Elemente s, s, vereinigt sind), und bei 
den Strahlbuscheln 35, SB^ in diejenige Ebene, welclie durcli die Projec- 
tionsaxe A derselben und durcli die Dm'chsclinittslinie (eej der Ebenen 
33, 33^ gelit. 

Lasst man die namlichen zwei Ebenenbiiscliel S)C, Slj ilire Lage all- 
malig so andern, bis ilire Axen SI, Sl^ parallel sind, so miissen notli- 
wendiger Weise alle Strablen des Kegels mit denselben parallel 
werden, so dass sicli sein Mittelpunct S) ins Unendlicbe entfernt. In 
diesem besonderen Falle beisst die erzeugte Figur nicbt mebr Kegel, son- 
dorn „Cylinder“, und zwar Cylinder zweiten Grades. Bei dieser 
besonderen Lage der Ebenenbiiscbel SI, SI^ konnen, ebenso wie bei zwei 
projectiviscben ebenen Strablbiischeln 33, SS^ in einer Ebene (II), entweder 
zw'ei oder nur ein oder gar kein Paar entsprecbende Ebenen parallel 
sein (§ 31, HI), und daber kann die Cylinderfliicbe entweder zwei oder 
nur einen oder gar keinen unendlicb entfernten Strabl baben, wodurcb 
sicb drei Klassen von Cybndern von einander unterscbeiden, die nacb der 
Reibe byperboliscbe, parabolische und elliptiscbe Cylinder beissen. 
Die Bedingungen, unter welcben die Ebenenbiiscbel den einen oder den 
anderen dieser drei Cylinder erzengen, sind den obigen, unter welcben die 
ebenen Strablbiiscbel 33, 33^ den einen oder anderen der drei Kegelscbnitte 
erzeugen (11), ganz alinlicb. Dies gilt aucb von dem besonderen Falle, 
wenn die Ebenenbiiscbel St, St^ gleicb sind, in welcbem Falle sie nam- 
lich entweder den sogenannten geraden, oder den gleichseitig byper- 
boliscben Cylinder erzeugen. 

Wird der Cylinder von mgend einer Ebene E gesclmitten, so werden 
die ibn erzeugenden Ebenenbiischel St, St^ in zwei ebenen Strablbiiscbeln 
33 , 33i gescbnitten, die sicb notbwendiger Weise in Hinsicbt paralleler 
entsprecbender Strablen in gleicbem Falle befinden, als die Ebenenbiiscbel 
St, Sti in Hinsicbt paralleler entsprecbender Ebenen (weil parallele Ebenen 
von jeder anderen Ebene in parallelen Geraden gescbnitten werden), daber 
kann die Ebene E den ersten Cylinder nur in einer Hyper bei, den zweiten 
nur in einer Parabel und den dritten nur in einer Ellipse scbneiden 
(11). Wird die scbneidende Ebene E den Strablen der Cybnderflacbe oder 
den Axen St, St^ parallel, so gebt der Scbnitt in zwei solcbe Strablen 

Steiner’s Werke. 1. 22 
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liber, dalier folgt: „class zwei parallele Gerade als Grenzfall so- 
wolil von der Hyperbel, als auch von der Parabel, oder von 
der Ellipse anzusehen sind.^^ 

Andererseits kann der Cylinder nur dnrcli solclio besondere ebene 
Stralilbiischel ©, 23, erzeugt werden, die aus parallelen Stralilen bestelien. 
Es findet bei ilinen Aelinliclies statt, wie oben bei den Geraden A, A, (I). 

Der von zwei projectivischen Ebenenbiisclieln St, Slj, oder von zwei 
projectiviscben ebenen Stralilbiisclieln 33, SSj (deren Stralilen parallel sind) 
erzeugte Cylinder gelit, wenn die Gebilde in perspectivische Lage gelangen, 
iin ersten Falle in zwei und ini anderen Falle in eine Ebene iiber, anf 
dieselbe Weise \\ie oben der Kegel. 

Einige Eigensch aften der Kegelschnitte. 

41. Wie bereits oben erw^nt (§ 39), sollen nun einige benierkens- 
wertlie Satze iiber die Kegelschnitte aus den obigen Fnndainentalsatzen 
(§ 38, III, IV) in gedriingter Kxirze entwickelt werden. 

L Da die projectivische Bezieliung zweier Geraden A, A, bestiinmt 
ist, sobald irgend drei Paar entsprecbende Puncte oder irgend drei Pro- 
ject! onsstralilcii a, b, c gegebeii sind, und da ebenso die projectivische 
Bezieliung zweier Strahlbiischel 35, SSj dui'cli drei entsprechende Strahlen- 
paare a und a,, b und b,, c und c,, oder durch deren Durclischnitte a, 
B, c, bestimint ist (§ 10, p), so folgen nnmittelbar naclisteliende Satze 
(§38, IV): 

„Durch irgend fiinf Tan- „Durcli irgend fiinf Puncte 

genten (A, A,, a, b, c) ist ein (35, 35,, a, h, c) in einer Ebene 

Kegelschnitt bestimmt, d. h. ist ein Kegelschnitt bestimmt, 

fiinf beliebige Gerade in einer d. li. fiinf beliebige Puncte in 

Ebene kdnnen allenial von einer Ebene liegen allemal in 

einein, aber nur von einem einem, aber nur in einem ein- 

einzigen Kegelschnitt beriilirt zigen Kegelschnitt. • 

werden/^ 

Diese Satze finden immer statt, die gegebenen fiinf Elemente mogen 
eine gegenseitige Lage Iiaben, welche man will, wenn nainlich auch die 
Grenzfalle, in welche der Kegelschnitt iibergehen kann (§40, I, 11), ge- 
stattet werden; nur in dem einzigen Falle, wo von den fiinf gegebenen 
Geraden sich vier in einem Puncte sclmeiden,' oder von den fiinf gegebenen 
Puncten vier in einer Geraden liegen, ist der Kegelschnitt nicht vollkommen 
bestimmt. Wie bei jedem vorgelegten Falle die Gestalt oder Art des 
Kegelschnittes leicht zu erforschen ist, wird spiiter gezeigt. 

n. Aus § 24, in sieht man, wie, wenn irgend fiinf Tangenten oder 
irgend fiinf Puncte eines Kegelschnittes gegeben sind, alsdann beliebige 
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andere Tangenten oder beliebige andere Pmicte desselben mittelst des 
Lineals allein zu linden sind. . 

III. Nacb § 18 folgt: 

1, „dass durch irgend einen 1. „dass irgend eine Ge- 

Punctin der Ebene einesKegel- rade in der Ebene eines Kegel- 

sclinittes im Allgemeinen und schnittes den letzteren im All- 

hochstens nur zwei Tangenten genaeinen und hochstens nur 

des letzteren gelienl' Nainlicli in zwei Puncten sclineidet. 

es gelien zwei oder nur eine Niimlich die genannte Gerade 

oder gar keine Tangente durcli kann den Kegelsclinitt ent- 

den genannten Punct, je nacli- weder in zw^ei Puncten schnei- 

dem derselbe ausserbalb, oder den oder nur in einem Punct 

in Oder innerlialb des Kegel- treffen, d. li. ihn berilliren, 

schnittes liegt.“ oder ilim gar nicht begegnen.‘^ 

Diese Eigenscliaft der Kegelsclinitte bewirkt, dass dieselben „Linien 
der zweiten Klasse^'^*’^) und ^Linien der zweiten Ordnung“ genannt 
werden. Dieselben Eigenschaften lassen sich auch, mittelst des Kegels 
(§ 36), vom Kreise heiieiten. 

Es folgt ferner (§ 18): 

2. „dass und wie man, wenn 2. dass und wie man, wenn 

fiinf Tangenten eines Kegel- fiinf Puncte eines Kegelschnit- 

schnittes gegeben sind, oline tes gegeben sind, ohne dass er 

dass er selbst gezeichnet vor- selbst gezeiclinet voiTiegt, die 

liegt, die durcli irgend einen in irgend einer Geraden lie- 

Punct gelienden Tangenten genden Puncte desselben bloss 

desselben bloss durch Hiilfe durcli Hiilfe des Lineals finden 

des Lineals ziehen kdnne, so- konne, sobald in derselben 

bald in derselben Ebene ir- Ebene irgend ein Kreis (oder 

gend ein Kreis (oder sonstiger sonstiger Kegelschnitt) ge- 

Kegelschnitt) gegeben ist.“ geben ist.^ 

42. I. Da durch fiinf Elemente ein Kegelschnitt bestimmt ist (§ 41, 
I), so mhssen zwischen sechs Elementen desselben nothwendiger Weise 
bestiminte Beziehungen stattfinden; diese Beziehungen sind zum Theil in 
§ 24, I enthalten und lassen sich hier, wie folgt, ubertragen (§ 38, IV): 

1. „Beijedein einem Kegel- 1. „Bei jedem einem Ke- 

schnitte umschriebenen Sechs- gelschnitte eingeschriebenen 

seit (d. h. dessen Seiten Tan- Sechseck (d. h. dessen Ecken 

genten des Kegelschnittes im Kegelschnitte liegen) liegen 

sind) treffen die drei Haupt- die drei Durchschnittspuncte 

*) Gergonne nennt eine Curve, an welche Ton irgend einem Puncte aus hochstens 
n Tangenten gehen, eine Curve der nten Klasse. 


22 ’*' 
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cliagonaleii, welclie uamlicli der einancler gegeniiberste- 

die gegenuberstehenden Ecken lieuden Seitenpaai'e allemal 
verbindeii, in irgend einem in irgend eiuei’ Geraden/^^ 
Piincte zusaminen.^^ 

Und umgekelirt: 

2. „Treffen die drei Hanpt- 2. ^Liegen die drei Durcli- 

diagonalen eines Secliaseits sclinitte der gegcniibersteheii- 
in irgend einem Puucte zu- den Seitenpaare eines Secbs- 
sammen, so worden seine Sei^ ecks in irgend einor Geradoii, 
ten von irgend einem bestiinm- so liegen seine Ecken in irgend 
ten Kegelschnitte berizhrt.^ einem Kegelschnitte.^^ 

Den Satz reclits (1) hat Pascal"^) und den links Brianchon"^^') zuerst 
bekannt gemacht. Pascal nannte das betreffende Secliseck ^^Hexagrammum 
mystieumP In einer Abhandlung, die verloren gegangen ist, soli er eine 
vollstandige Behandlung der Kegelschnitte anf seinen Satz gegriindet haben. 
Spater wurde der P^sra/sche Satz vornehmlich von Mac-^Laurin, Robert 
Simson nnd Carnot bewiesen, und auch Schwab theilt denselben, im An- 
hange zu Euklides Data^ insbesondere voin Kreise mit. Seit Brianchon 
seinen Satz entdeckt hat, erkannte man besonders die Wichtigkeit der 
beiden Siitze fur die Betrachtung der Kegelschnitte, und deslialb warden 
sie in nenerer Zeit so luiulig und verschiedenartig bewiesen, wie nur selten 
geometrischen Satzen gleiche Aufmerksamkeit zu Theil ward. Namentlich 
haben sich daniit die franzosischen Mathematiker Gergonne, Poncelet^ Chasles^ 
Sturm ^ Bobillier u. a. m., der belgische Dandelin und die deutschen 
Moebim und Plvcker beschaftigt. Die gegenwartige Ableitimg der Satze 
beleuchtet sie von einer neuen Seite, sie zeigt, dass dieselben nicht die 
eigentliche Grundlage fiir die XJntersuchung der Kegelschnitte sind, sondern 
dass sie vielmehr, mit vielen anderen EigenschaiFten zugleich, aus einer 
umfassenderen Quelle, namlich aus der Beziehuhg projectivischer Gebilde, 
selir leicht und klar hervorgehen. Eine wesentliche Vervollstandigung der 
beiden Satze habe ich zuerst bekannt gemacht im XVIII. Bande der Annales 
de Matlmnatiques^^y^ dieselbe soil auch hier weiter unten (im Anhange) 
wiederum zum Beweise vorgelegt werden. 

Die fraieren Satze (§ 23, III) sind als Grenzfalle der vorstehenden 
anzusehen, wie man leicht bemerken wird (§ 40). 

Die oben stehenden- Satze (1, 2) konnen auch auf eine andere Art 
aufgefasst und ausgesprochen werden, und zwar so, dass statt des jedes- 
maligen Sechsecks zwei Dreiecke betrachtet werden, welche durch die- 

*) la seinem Essai sur les Coniques, 

lai XIII. Heft des Jbufncil d6 rEcole JPoh/tcchnique* 

Cf. S. 224 dieser Ausgabe. 
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selben sechs Elemente bestimmt sind, namlich statt des umscliriebenen 
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, wovon das eine die erste, dritte und 
flinfte, imd das andere die zweite, vierte und secliste Ecke des Sechsecks 
zu Eckeii hat, und statt des eingeschriebenen Sechsecks diejenigen zwei 
Dreiecke, von denen das eine die erste, dritte und fiinfte, und das andere 
die zweite, vierte und sechste Seite desselben zii Seiten hat. In dieser 
Hinsicht lauten die Satze, wie folgt: 

3. „Treffen die drei Gera- 3. „Liegen die drei Puncte, 

den, welche die Ecken zweier in welchen die Seiten zweier 

in einer Ebene liegenden Drei- in einerEbene liegenden Drei- 
ecke, in irgend einer Ordnung seite, in irgend einer Ordnung 

paarweise genommeii, verbin- paarweise genommen, sicli 

den, in irgend einem Puncte schneiden, in irgend einer 

zusammen, so werden die Geraden, so liegen die iibrigen 

iibrigen sechs Geraden, welche sechs Puncte, in welchen die 

die Ecken des eiiien Dreiecks Seiten des einen Dreiseits die 

mit denen des anderen ver- des anderen schneiden, allemal 

binden, allemal von irgend in irgend einem Kegelschnitte.“ 

einem Kegelschnitte beruhrt.“ Und auch umgekehrl 

Und auch umgekehrt 

11. Vermoge der Schlussbemerkungen in den Satzen (§ 38, IV) folgt, 
dass, wie bei der obigen Aufgabe (§ 24, III, b, p) bei zwei schiefliegenden 
projectivischen Gebilden (A, Aj oder 23, 23i) die den vereinigten Elementen 
(b, Cl oder d, ej entsprechenden Elemente (b^, e oder d^, e) gefimden 
worden, durch dasselbe Verfahren auch: 

„wenn fiinf beliebige Tan- „wenn fiinf beliebige Puncte 

genten eines Kegelschnittes eines Kegelschnittes gegeben 

gegeben sind, die Beriihrungs- sind, die Tangenten in den- 

puncte derselben nur mit Hiilfe selben nur mit Hiilfe des hi- 
des Lineals gefunden werden neals gefunden werden kbn- 

konnen.“ nen.“ 

Es sind darin zugleich die nachstehenden bekannten Satze enthalten: 

„Bei jedem einem Kegel- 55 Bei jedem einem Kegel- 
schnitte umschriebenen Fiinf- schnitte eingeschriebenen 

eck treffen die Diagonalen, Funfecke liegen die Durch- 

welche irgend zwei Ecken- schnittspuncte irgend zweier 

paare verbinden, und die Ge- Seitenpaare und der Durch- 

rade, welche die jedesmalige schnittspunct, welchen die je- 

fiinfte Ecke mit dem Beruh- desmalige fiinfte Seite mit 

rungspuncte der gegenuber- der Tangente in der gegen- 

stehenden Seite verbindet, liberstehendon Ecke bildet, 
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eiiiander in irgend einem allemal in irgeud einer Gera- 
Puncte.^ den.“ 

in. Die Siitze in § 24, H lassen sicli Her, nait anderen Worten, 
wie folgt, wiederliolen (§ 38, TSf): 

1 . „Bei alien einem Kegel- 1 . „Bei alien einem Kegel- 

sclinitte umscliriebenen Vier- schnitte eingeschriebenen Vier- 
seiten, bei welclien ein Paar ecken, bei welclien das eine 
gegeniibersteliende Seiten in Paar gegeniiberstebende Ecken 
irgend zwei festen Tangenten in irgend zwei festen Puncten 
clesselben sicb befinden, liegt desselben sicli befinden, geht 
cler Diircbschnittspunct dcr die Gerade, welche die Durcli- 

Geraden, welche dxirch die scknittspuncte der gegeniiber- 

gegeniiberstelienclen Ecken ge- steheuden Seiten verbindet, 

hen (Diagonalen), in einer und durcb einen unddenselben be- 

clerselben bestiminten Gera- stimmten Punct, der niimlich 

den, die namlich durcli die in den zu jenen festen Puncten 

Beruhriuigspuncte jener zwei gehorigen Tangenten liegt (ihr 

festen Tangenten gelit.‘‘ Durchsclinittspunct ist)>“ 

Diese allgemein bekannten Satze werden kxli'zer, wie folgt, ’ ansge- 
sproclien : 

2 . „Bei jedem einem Kegel- 2 . „Bei jedem einem Kegel- 

sclinitte umscliriebenen Vier- schnitte eingeschriebenen Vier- 

seit gelxen die beiden Diago- ecke liegen die Durclischnitts- 

nalen und die Gerade, welche puncte der gegeniiberstehen- 

die Beriilirungspuncte zweier den Seiten und der Diirch- 

gegeniiberstehender Seiten schnitt der Tangenten in zwei 

Terbindet, durcb einen und gegenuberstehenden Ecken in 

denselben Punct.‘‘ einer Geraden.‘‘ 

Oder fill' das vollstandige Vierseit, welches durch irgend vier Tan- 
genten eines Kegelsclinittes gebildet wird, und for das vollstandige Yier- 
eck, welches durcb ngend vier Pxxncte eines Kegelsclinittes bestimmt wbd, 
da jedes drei einfache Vierecke (oder Yierseite) entliMt (§ 19), folgen daraus 
unmittelbar naclistehende Eigenscbaften: 

3. jj'Werden irgend vier Tangenten eines Kegelsclinittes 

als ein vollstaiidiges Yierseit und ibre vier Beriihrungspiincte 
als ein vollstandiges Yiereck angeselien, sind etwa A, A^, A^, 
A 3 (Fig. 39) die vier Tangenten nnd a, die vier Beriih- 

rungspxmcte, so findet zwischen denselben folgende Bezie- 
hxing statt: 

Die drei Diagonalen Bg, cf, Die drei Bxircbscbnitte 
Be des vollstandigen Vierseits j der gegenliberstelienden Sei- 
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fallen mit den drei Geraden ten des vollstandigen Vierecks 

welcke die Dnrch- fallen mit den drei Durch- 

schnitte j:, j der gegeniiber- sclinitten j:, i), j der Diagonalen 

stelienden Seiten des vollstan- des vollstandigen Vierseits 

digen Vierecks verbinden, zu- znsammen.^^ 

sammen." 

Znfolge dieses Satzes kann man also, wie man siebt, sehr leicht 
mittelst des Lineals: 

4. „wenn irgend vier Tan- 4. „wenn irgend vier 

genten A, A^, Ag, A3 einesKegel- Puncte a, a^, Og einesKegel- 

scbnittes und der ‘Berubrungs- scbnittes nnd die Tangente in 

punct einer derselben, etwa a, einem derselben, etwa A, ge- 

gegeben sind, die Beriibrungs- geben sind, die Tangenten A^, 

puncte Ui, 02 , 03 der drei libri- A 2 , A 3 in den drei iibrigen 

gen Tangenten finden.^^ Denn Puncten finden.“ Denn dm'cb 

durcb die vier Tangenten sind die die vier Puncte sind die Geraden 

Puncte j:, g gegeben, durcb diese bestimmt, durcb diese 

und durcb a werden die Strablen und durcb A sind die Puncte b, c, 

d, c, b bestimmt, welcbe durcb die 16 gegeben, welcbe in den gesucbten 

gesucbten Puncte Og, 03 , geben. Tangenten Ag, Ag, A^ liegen. 

IV. Die Satze in 11 und III, nebst vielen anderen Satzen, kann man, 
wie es einige franzosiscbe Matbematiker getban baben, dadurcb aus den 
Satzen in I ableiten, dass man von den jedesmaligen secbs Elementen 
des Kegelscbnittes allmalig ein oder zwei Paar u. s. w. sicb vereinigen 
lasst. Auf diese Weise folgen z. B., wenn man in I, 3 die beiden Drei- 
ecke (sowohl links als recbts) sicb allmalig so verandern lasst, dass die 
Seiten des einen zuletzt den Kegelscbnitt beriibren, wobei dann notbwen- 
diger Weise die Ecken des anderen in die Beriibrungspimcte der Seiten 
des ersteren zu liegen kommen, unmittelbar nacbstebende bekannte Satze: 

1. „Bei jedem einem Kegel- 1. ^Bei jedem einem Ke- 

scbnitte umscbriebenen Drei- gelscbnitte eingescbriebenen 

seit treffen die drei Geraden, Dreiecke liegen die drei 

welcbe die, Ecken mit den Be- Puncte, in welcben die Seiten 

rubrungspuncten der gegen- von den Tangenten in den 

iiberstebenden Seiten verbin- gegeniiberstebenden Ecken ge- 

den, in irgend einem Puncte scbnitten werden, in irgend 

zusammen.“ einer Geraden." 

TJnd umgekebrt: 

2. „Ziebt man aus den 2. ^Schneidet man die 

Ecken eines Dreiecks durcb Seiten eines Dreiecks durcb 

irgend einen Punct drei Ge- irgend eine Gerade, so sind 
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rade, so begegnen diese deii die clrei Geraden, welche die 

gegoluiberstelieiideii Seiten in Durclischnitte mit den gegen- 

drei solclien Piincten, in wel- liberstehenclen Ecken verbin- 

clieu sie von irgend eiiiein be> den, Tangenten irgend eines 

stimmten KegeLselinitte be- bestiinmten, deni Dreiecke um- 

riiiirt werden,^^ ■ schriebenen Kegelsclinittes,^ . 

Man sielit, wie 'man vermoge diese r Siitze selir leiclit: 

3.'„\veun irgend drei Tan- 3. „weiin irgend drei 

genten eines Kegelsclinittes Piincte eines Kegelschnittes 

II nd die Bertihrungspuncte and die Tangenten in zweien 

zweier derselben gegeben siiid, derselben gegeben sind, die 

den Beruhriingspunct der drit- Tangente im dritten finden 

ten finden kann.^‘ kann.“ 

Die vorstelienden Siitze sind vieler Folgerungen fahig, die aber gegen- 
wiirtig nicht ausgefiiln-t werden diiifen; spiiter soli eiii Theil da von ent- 
wickelt werden. Eino grosse Reilie von Satzen, mit denen sie in Bezie- 
luing stelieu, habe icli im ersten und zweiten Hefte des XIX. Bandes der 
xbiyiales de Matheyyiatiques bekannt gemaclit^). 

43. 1. Anderc Bezieliungen zwischen sechs gleichnamigen Elementen 
eines Kegelsclmittes (§ 42, I) griinden sich anf die Gleichheit der Doppel- 
verlialtnisse bei projectivischen Gebilden und lauten, wie folgt (§10, a 
iind § 38, III): 

1. „BGi irgend sechs Tan- 1. „Bei irgend sechs Punc- 

genten eines Kegelschnittes ten eines Kegelschnittes be- 

werden je zwei von den jedes- stimmen je zwei mit den vier 

maligen vier librigen so go- ubrigen solche Strahlen, dass 

schnitten, dass die Doppelver- die Dqppelverhaltnisse der Si- 

haltnisse aus den Abschnitten nusse der dazwischen liegen- 

gleich sind.“ Oder den Winkel gleich sind.“ Oder 

„Irgend vier feste Tan- ^Irgend vier feste Puncte 

genten eines Kegelschnittes eines Kegelschnittes bestim- 

schneiden alle iibrigen Tan- men mit jedem anderen Puncte 

genten desselben nach einem desselben vier Strahlen, denen 

und demselben Doppelverhalt- ein und dasselbe Doppelveiv 

nisse." haltniss zukommt.“ 

Und umgekehrt: 

2. „Alle moglichen Gera- 2. „ Alle moglichen Puncte, 

den, welche von irgend vier welche mit irgend vier festen 

festen Geraden nach einem Puncten vier solche Strahlen 

und demselben Doppelverhalt- bestimmen, denen ein gege- 

Of. S. 189 — 210 dieser Ausgabe. 
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niss geschnitten werden, sind, 
sainmt den vier festen Gera- 
deii, Taiigenten irgend eines 
bestimmten Kegelsclinittes.^^ 


benes Doppelverhaltniss zii- 
kommt, liegen in irgend einem, 
clurcli die vier festen Piincte 
gel) end en KegeLsclinitt/^ 


Die Satze links sind, unter anderer Form abgefasst, bekamit. 

Die vielen Folgenmgen, die sicli aiis den vorstelienden Siitzen zielien 
lassen, miissen liier iibergangen werden; nur der iiaclisteliende besondere 
Fall soli gegenwaftig in Betraelit gezogen werden. 

11. . Wenn bei den vorigen Satzen die erwalinten Doppelverhaltnisse 
den besonderen Werth = 1 liaben, so dass also die jedesmaligen be- 
treffenden vier Eleincnte liarmonisch sind (§ 12, 11), so lauten die Satze 
insbesondere, wie folgt: 


1. „Sch.neiden vier Tan- 
genten eines Kegelscbnittes 
irgend eine fiinfte liarmonisch, 
so sclineiden sie aiicli jede 
andere Tangente desselben 
ebenso." 


1. „Bestimmen vier Piincte 
eines Kegelscbnittes mit ir^ 
gend einem fiinften liarmo- 
nische Strahlen, so than sie 
mit jedem anderen Pancte 
desselben ein Gleiches.^^ 


XJnd umgekehrt: 


2. „Alle Geraden, welche 
von irgend vier festen Gera- 
den harmonisch geschnitten 
werden, beriihren einen be- 
stimmten Kegelschnitt, wel- 
cher auch von jenen festen 
Geraden bernhrt wird.^^ 


2. „Alle Puncte, welche 
mit irgend vier festen Punc- 
ten vier harmonische Strahlen 
bestimmen, liegen in einem 
bestimmten Kegelschnitt, der 
durch jene festen Puncte geht‘^ 


Die vier festen Tangenten sollen in Bezug auf den betreffenden Kegel- 
schnitt „vier harmonische Tangenten“, und umgekehrt soil der Kegel- 
schnitt in Bezug auf das durch jene gebildete Vierseit „der einge- 
schriebene harmonische Kegelschnitt “ genamit werden. Eben so 
sollen andererseits die vier festen Puncte in Bezug auf den zugehorigen 
Kegelschnitt „vier harmonische Puncte/^ und umgekehrt der Kegel- 
schnitt in Bezug auf das durch die Puncte bestimmte Yiereck „der um- 
schriebene harmonische Kegelschnitt^ heissen. Um diese Eigen- 
schaften vollstandig aufzuklaren, miisseh hier noch folgende Betrachtungen 
hinzugefiigt werden. 

Sind A, A^, A^, A^ (Fig. 40) irgend vier harmonische Tangenten 
eines Kegelscbnittes, und ist A^ eine beliebige fiinfte Tangente desselben, 
so sind also die vier Puncte 1^, i, f, I, in welchen sie von jenen geschnitten 
wird, harmonisch. Nun sind z. B. A imd A^ in Ansehung der Puncte, 
in welchen sie von den iibrigen Tangenten geschnitten werden, projec- 
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tivisch, imd zwar entspriclit dem Pimcte !§ in der Beruhrungspimct a 
ill A (§ 38, m}, so dass also den vier Puncten ]^, i, I in A^ die vier 
Puncte a, B, c, b in A entsprechen; folglich sind aucli die vier letzteren 
Puncte liarmonisch. Gleiclies folgt fiir die drei librigen Tangenten A^, 
A,, Ag. Wemi aber sowohl c, B, a, b als c, e, Og, g barmonisch sind, 
so iniissen die drei Geraden Be, aas, bg einander in einem nnd demselben 
Puncte f treffen (§ 12 imd § 14). Aus gleiclien Griinden liegen die Be- 
riiliriingspxmcte a^, der sich zugeordneten liarmonisclien Tangenten A^, 
Ag mit dem Diirclisclmitte c der beiden iibrigen A, Ag in einer Geraden ca^ag. 

Sind andererseits 35, 3Si, SS.,, SSg (Fig. 41) irgend vier harmonische 
Pimcte in einem Kegelsclmitte, und ist 354 beliebiger fiinfter Pnnct 
desselben, so sind also die vier StraMen li, i, k, 1 harmoniscli, und da 
die Stralilbuschel 354 ® Ansebung der Skablen b, i, k, 1 und a, 

b, c, d, wo niimlicb a die Tangente im Mittelpuncte 35 ist, projectiviscb 
sind (§ 38, III), so sind folglicb auch die vier Strahlen a, b, c, d bar- 
moniscli. Gleiches findet filr die drei iibrigen Puncte SSj, SSg, SSg statt. 
"Wenn aber sowolil c, b, a, d als c, e, ag, g harmonisch sind, so miissen 
die drei Puncte c, ^3 in einer Geraden liegen (§ 12 und 14). Aus 
alinlichen Griinden miissen die Tangenten a^, ag in den zwei sich zu- 
geordneten liarmonisclien Puncten SS^, SSg mit der durch die zwei iibrigen 
(zugeordneten) Puncte 35, ^3 bestimmten Geraden c in einem Puncte f 
zusaminentreffen. 

Aus dieser Betracbtung fliesst Folgendes: 

3. jjirgend vier barmoni- 3. „ Irgend vier barmo- 

scbe Tangenten eines Kegel- nisclie Puncte eines Kegel- 

schnittes baben solcbe Bezie- schnittes baben solche Bezie- 

hung zu einander, class a) der bung zu einander, dass a) die 

Beriihrungspunct einer jeden Tangente in jedem zu den drei 

zu den drei Puncten, in welcben Strablen, welche er mit den 

sie von den drei iibrigen ge- drei iibrigen bestimmt, der" 
scbnitten wird, der vierte bar- vierte harmonische Stralil ist, 

monische Punct ist, und zwar und zwar demjenigen zuge- 

demjenigen zugeordnet, in ordnet, welcber durch den, 

welcbem die jedesmalige Tan- dem jedesmaligen Puncte zu- 

gente von der ibr zugeordneten geordneten Punct geht; und 

gescliiiitten .wird; und dass dass p) die Tangenten in je 

P) die Beriibrungspuncte je zwei zugeordneten Puncten 

zweier zugeordneten Tangen- und die Gerade, welche die 

ten und der Durcbscbnitt der zwei iibrigen Puncte verbin- 

zwei iibrigen Tangenten in clet, durch einen Punct geben.“ 

einer Geraden liegen.'' Und Und umgekebrt: y) „Erfullen vier 

umgekehrt: 7 ) „ErfiiIIen vier Puncte eines Kegelschnittes 
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Tangenten eines Kegeisclinit- 
tes eine der zwei Bedingungen 
(a), (j3), so sind sie harmoniscli.^^ 
Dalier folgt weiter (7 rechts): 0) 
„dass vier harmonisclie Tan- 
genten eines Kegelschnittes 
diesen in vier harmonischen 
Puncten beriiliren.^ 


eine der zwei Bedingungen (ct), 
(p), so sind sie harmoniscli.^^ 
Dalier folgt weiter (7 links): 0) ,jdass 
vier Tangenten eines Kegel- 
sclinittes, die ilin in vier har- 
monisc^en Puncten beriiliren, 
ebenfalls harmoniscli sind.^^ 


Mittelst dieser Eigenscbaften lassen sicli naclisteliende Aiifgaben selir 
leicbt losen: 


4. „Die einem gegebenen 
Vierseit eingescliriebenen drei 
barmoni sclien Kegelsclinitte 
zu finden, d. h. die Puncte an- 
zugeben, in welchen sie die 
gegebenen Geraden beriiliren." 


4. 5, Die einem gegebenen 

Viereck umscliriebenen drei 
liarm oniscben Kegelschnitte 
zu finden, d. h. die Tangenten 
anzugeben, von welchen sie 
in den gegebenen Puncten be- 
riihrt werden.^^ 


Da nMich die Seiten des gegebenen Yierseits, etwa A, Aj, A3, Ag 
(Fig. 42), auf drei verschiedene Axten einander zugeordnet werden konnen 
(§4), namlich entweder a) A und-A^, Ag und Ag, oder b) A und A3, 
Aj und Ag, Oder c) A und Ag, A, und Ao, so giebt es auch drei einge- 
schriebene harmonische Kegelschnitte, deren Berilhi'ungspuncte unmittelbar, 
wie folgt, gefunden werden. Sind j:, j die Durchschnitte der drei Dia- 
gonalen des Yierseits, so miissen, im Falle (a) die Beriihrungspuncte t, \ 
einerseits mit g (3, P), und andererseits mit g (§ 42, III) in einer Gera- 
den liegen, folglich miissen sie in der Geraden gj liegen. Ebenso sind 
.die zwei iibrigen Beriihrungspuncte 13, ig durch die Gerade bj gegeben. 
Alls gleichen Grunden sind im Falle (b) die beiden Paar Beriihrungspuncte 
a und a2, und Ug mittelst der Geraden CX) gegeben; und ebenso 
werden im Falle (c) die gesuchten zwei Paar Bertihrimgspuncte und l^g, 
und ]§3 bloss durch Ziehen der Geraden eg, bg gefunden. — Anderer- 
seits, d. h. bei der Aufgabe rechts, werden die gesuchten Tangenten dui'ch 
ein entsprechendes Yerfahi’en gefunden, was Jeder leicht wird ausfiihren 
konnen. 


5. jjZuirgend drei gegebe- 
nen Tangenten eines Kegel- 
schnittes die vierte harmo- 
nische zu finden.^ 


5. „Zuirgend drei gegebe- 
nen Puncten eines Kegelschnit- 
tes den vierten harmonischen 
zu finden." 


Es darf kaum erinnert werden, dass die Auflosung dieser Aufgaben 
unmittelbar aus (3, p) folgt. Jeder Aufgabe kommen, vermoge der ver- 
schiedenen Zuordnungen, drei Auflosungen zu. 
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So wie zii zwei festen Puncten 1^, f in einer Geraden (Fig. 40) 
unzalilige Paare von ziigeorcliieteii harmoiiischen Puncten t, I mdglich sind 
(§ 8 , III), ebenso wind also auch zu irgend zwei festen Tangenten A, A^ 
eines Kegelsclinittes unziihlige Paare von ziigeorcbeten harmoiiischen Tan- 
genten Aj, Ay inoglich, unci es muss (ziifolge 3, (3) der Durchschnitt f 
eines jeden der letzteron faare in der Geraden aci.^ liegen, welche durch 
die Beruhrungspimctc jenes festen Tangentenpaares geht, und die ver- 
schiedenen Paare Beriihrungspunctc derselben inlissen in Geraden a^^ay, ... 
liegen, welche siiinmtlich durch den Durchschnitt c der festen Tangenten 
gehen. Andererseits foigt Entsprechendes. Daher folgen weiter nach- 
stehende Satze: 


6 . „In Bezug auf irgend 
zwei Tangenten A, A.^ eines 
Kegelsclinittes giebt es un- 
zahligc zugeordiiete harmoni- 
sche Tangentenpaare, namlich 
jede zwei Tangenten (A^, Ay), 
deren Durchschnitt (f) in der- 
jenigeii Geraden aa 2 liogt, 
welche durch die Beriihrungs- 
puncte jener z\vei geht, sind 
ein seiches Paar.^^ 


6 . „In Bezug auf irgend 
zwei Puncte 33 , 583 eines Kegel- 
schnittes giebt es unzahlige 
zugeordiiete harmonise he 
Punctepaare, namlich jede 
zwei Puncte SSy), die in 
einer Geraden (f) liegen, wel- 
che dutch den Durchschnitt 
der Tangenten in jenen Punc- 
ten geht, sind ein solches 
Paar.‘‘ 


Diese Siitze gestatten verschiedene XJmkehrungen, woven einige, als 
Theile umfassenderer Satze, im nachsten Paragraph folgen*). 


Harmonische Pole und Oerade in Bezug auf einen Kegelschnitt. 

44. Aus vorhergehenden Satzen foigt leicht eine merkwurdige Eigen- 
schaft der Kegelschnitte, die fiir mancherlei Untersuchungen sehr fruchtbar 
und in neuerer Zeit, seit Monge sie in Anregung gebracht, mit gutem 
Erfolge bemitzt worden ist. Das Wesentlichste davon soil hier kurz an- 
gedeutet werden. 

Es seien A, A^, Ag, Ay (Fig. 43) irgend vier Tangenten eines Kegel- 
schnittes und a, a^, Uy ihre Beriihrungspuncte, so kommen dem Vier- 
seit AAjA^Ay und dem Viereck aUjagay, ausser den in § 42, III, 3 an- 
gegebenen Beziehungen, auch noch die in § 20, I ausgesprochenen Eigen- 
schaften zu, wonach unter anderen z. B. die vier Strahlen ja, 5 ^, jUy, gj: 
harmonisch sind. Diese Strahlen werden also jede Gerade harmonisch 

Auch enthalten sie besondere Falle, die spater, bei Untersuchung der conjugirten 
Burchmesser der Kegelschnitte, in Betracht kommen, namlich man wird finden, dass die 
Scheitel irgend zweier conjugirten Durchmesser eines Kegelschnittes vier harmonische 
Puncte, und die ihnen zugehorigen Tangenten vier harmonische Tangenten desselben sind. 
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schneiden (§ 8, II), so class sowohl die vier Puncte a, r, ,r, als a, 
a., xt, als tj, a^, t), als j: harmoniscli sind. Yennoge dieser 

Puncte sind ferner sowohl die vier Strahlen fl), fOg, ft), als ea^, e§, 
ea,, ejc harmonisch. Da zu den drei Puncten a, a^>, U nur ein einziger, 
clem u zugeorclneter, vierter harmonischer Punct t) moglich ist, so muss 
also, wenn der Kegelsclmitt nebst den Tangenten A, Ag und dcr Geraden 
cu fest bleiben, die Beriihrungsseline der Tangenten Aj, Ag stets 
durch denselben festen Punct Xj gehen, wo man auch den Durclischnitt 
f der Tangenten auf der festen Geraden cu annehmen mag*,^ aus ahnlichen 
Griinden muss, wenn der Kegelsclmitt nebst den Tangenten A, A. und 
der Geraden br fest bleiben, die Gerade a^Ug, wnlclie die Beriihrungspuncte 
der Tangenten A^, verbindet, immerhin- durch den festen Pmict ^ gehen, 
wo man auch den Durchschnitt e dieser Tangenten langs der festen Gera- 
den br hinriicken mag. Wird noch bemerkt, class (zufolge § 43, 11, 3, j3) 
die Gerade be durch die Beriihrungspuncte p, q der sich in schneiden- 
den Tangenten pp, ;rq geht (dies wiirde auch folgen, wenn man die drei 
Puncte e, allmalig mit p oder q zusammenfallen Hesse), so folgen 

zusammengenommen nachstehende Satze: 


1. „Dreht sich eine Gerade 
(UiUg Oder UiUo), die einen Kegel- 
schnitt schneidet, um irgend 
einen (in ihr liegenden) festen 
Punct (p Oder p), a) so ist der 
Ort desjenigen Punctes (p oder 
§), welcher zu den zwei Durch- 
schnittspuncten (a^, Ug oder Uj, 
Ug) und dem festen Puncte der 
vierte, und zwar dem letzte- 
ren zugeordnete, harmonische 
Punct ist, eine bestimmte Ge- 
rade (y oder x); und p) in dieser 
Geraden bewegt sich zugleich 
der Durchschnitt (f oder e) der- 
jenigen zwei Tangenten (A^, 
Ag Oder A^, Ag), durch deren 
Beriihrungspuncte jene be- 
wegliche schneidende Gerade 
geht/^ 


1. „Bewegt sich ein Punct 
(f Oder e) in einer festen Gera- 
den (y Oder x) in der Ebene 
eines Kegelschnittes, a) so 
geht diejenige Gerade (v Oder 
s), welche zu den zwei durch 
den Punct gehenden Tangen- 
ten (Aj, Ag oder A^, Ag) und der 
festen Geraden die vierte, der 
letzteren zugeordnete, harmo- 
nische Gerade (Sti'ahl) ist, durch 
einen bestimmten Punct (p 
oder f); und P) um diesen Punct 
dreht sich zugleich diejenige 
Gerade (ajUg oder a^Ug), welche 
durch die Beruhrungspuncte 
(cq, Ug oder cq, Ug) der jedesma- 
ligen zwei Tangenten geht,“ 


Yermoge dieser merkwurdigen gegenseitigen Beziehung des Punctes p 
oder y und der Geraden y oder x im YerhStniss zum Kegelsclmitt (a) 
soil in der Folge die Gerade „die Harmonische des Punctes", und 
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cler Piinct j,der harmonische Pol der Geraden^*^ in Bezug auf den 
Kegelsclmitt lieissen'^). Man sielit, dass, je naclidem der Punct innerhalb, 
wie odor ausserhalb, wie j:, des Kegelsclinittes liegt, seine Harmo- 
nisclie dem Kegelsclmitt gar niclit begegnet, wie y, oder ihn sclineidet, 
wie X, und zwar ilm in den Beriilirungspuncten p, q der durch den Punct 
,r gelienden Tangenten sclineidet, wie bereits oben bemerkt worden; so 
dass also „der Diirclisclinitt irgend zweier Tangenten eines 
Kegelsclinittes der liariiionisclie Pol der durch die Beriilirungs- 
puncte gelienden Geraden ist;^^ dass also z. B. e die Harmonisclie 
des Piinctes e, f die Harmonische des Punctes f, c die Harmonische des 
Punctes c, u. s. w. ist. Demnach gelit die Harmonische jedes Punctes 
(f, c, . .) der Geraden y durch den liarmonischen Pol der letzteren. 
Gleiches findet auch bei der Geraden x statt, namlich nicht nur die Har- 
monischen der ausserhalb des Kegelsclinittes liegenden Puncte e, b, . . . , 
sondern auch die der innerhalb liegenden, wie etwa gehen durch den 
Pol j:, denn da die vier Puncte ^ harmonisch sind, so liegt j: 

in der Harmonischen s des Punctes Daher folgt (was zum Theil, mit 
andereii Worten ausgesprochen, im vorstehenden Satze (I, p) eiithalten ist): 


IL „Die harmonischen Pole 
aller Geraden, die durch irgend 
einen Punct (q oder ;r) gehen, 
in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt, liegen in einer be- 
stimmten Geraden (y oder x), 
namlich in der Harmonischen 
jenes Punctes/^ 

Oder 

„Geht eine Gerade durch 
irgend einen Punct, so geht 
die Harmonische des letzteren 
durch ihren harmonischen Pol.“ 


IL jjDie Harmonischen al- 
ler Puncte, die in irgend einer 
Geraden (y oder x) liegen, in 
Bezug auf einen Kegelschnitt, 
gehen durch einen bestimmten 
Punct (q Oder j:), namlich durch 
den harmonischen Pol jener 
Geraden. 

kiirzer: 

„Liegt ein Punct in irgend 
einer Geraden, so liegt der Pol 
der letzteren in seiner Harnio- 
nischen.^^ 


Man wird bemerken, dass Beides im Grunde nur ein und derselbe 
Satz ist. In der Folge sollen irgend zwei solche Gerade, von denen jede 
durch den harmonischen Pol der anderen geht, „zwei zugeordnete 
harmonische Gerade “ oder schlechthin „zwei zugeordnete Haiv 
nionische,^^ und almlicher Weise sollen ihre Pole „zwei zugeordnete 
harmonische Pole“ heissen. Es sind also sowohl y und x, als x und z, 
als z und y, u. s. w. zwei zugeordnete Harmonische, und sowohl f: und q, 


Die fmnzosischen Mathem^itiker iiennen sie gewolmlich schlechthin Polaire 
und Pole. 
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j: und .g, tj und g, u. s. w. zwei zugeordnete harmonische Pole. Ferner 
sollen je drei Gerade, von denen jede durch die harmonischen Pole der 
zwei librigen geht, \vie z. B. x, y, z oder x, e, s, „drei zugeordnete 
Harmonische^^, und ebenso je drei Puncte, von denen jeder der Dimch- 
schnitt der Harmonischen der zwei librigen ivst, wie z. B. j:, g oder j:, 
e, „drei zugeordnete harmonische Pole“ genannt werden. Die 
Durchschnitte dreier zugeordneten Harmonischen sind, wie man sieht, zu- 
gleich drei zugeordnete harmonische Pole, und auch umgekehrt. 

Da die drei Geraden x, y, z, sowie die drei Puncte t), g soayoIiI 
durch das vollstandige Vierseit als durch das vollstandige Vier- 

eck aaja2a3 bestimmt werden, so folgen unmittelbar nachstehende Siitze: 


in. „Alle einem vollstan- 
digen Vierseit AAJA2A3 einge- 
schriebenen Kegelschnitte ha- 
ben gemeinschaftlich drei zu- 
geordnete Harmonische und 
drei zugeordnete harmonische 
Pole, nitmlich die drei Dia- 
gonalen x, y, z des Vierseits 
und ihre Durchschnitte ,r, Ij, g. 


III. „Alle einem (vollstan- 
digen) Viereck 00^0^03 um- 
schriebenen Kegelschnitte ha- 
ben gemeinschaftlich drei zu- 
geordnete harmonische Pole 
und drei zugeordnete Harmo- 
nische, namlich die drei Durch- 
schnitte der gegeniiberstehen- 
den Seiten und die durch sie 
bestimmten Geraden.^^ 


Nach dem festgestellteii Plane darf diese fruchtbare Betrachtung gegen- 
wiirtig nicht weiter entwickelt werden; nur folgende Aufgaben, die mittelst 


des Lineals sehr leicht zu losen sind, 

IV. „Die Harmonische ir- 
gend eines gegebenen Punc- 
tes in Bezug auf einen gege- 
benen Kegelschnitt zu finden.*^^ 


mogen Mer noch Platz finden: 

IV. „Den harmonischen Pol 
einer gegebenen Geraden in 
Bezug auf einen gegebenen 
Kegelschnitt zu finden." 


Es sei etwa y oder ^ der gegebene Punct (links). Man ziehe durch 
denselben irgend zwei ,den Kegelschnitt schneidende Geraden d, e oder 
c, f, verbinde die jedesmaligen vier Durchschnitte a, a^, 03, ttg paarweise 
durch zwei Paar Geraden b und g, c und f, oder b und g, d und e, so 
liegen die Durchschnitte g, t) oder g, y dieser Geradenpaare, zufolge der 
oben angegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen x oder y, 
welche also gefunden ist. Auf diese Weise suche man, um die Aufgabe 
rechts zu losen, zu irgend zwei Puncten der gegebenen Geraden die Har- 
monischen, so ist der Durchschnitt der letzteren der verlangte Pol (H). 

V. „An einen (gezeiclmet vorliegenden) Kegelschnitt mittelst 
des Lineals Tangenten zu ziehen, die durch einen, ausserhalb 
desselben liegenden, gegebenen Punct y gehen. 
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Maa suche, nacli (IV) links, die Harmonische x des gegebenen Punctes 
\r und verbinde die Puiicte p, q, -in welclxen sie dem Kegelsclinitte be- 
gegnet, iiiit dem gegebenen Piincte durcb Gerade, so sind diesc die ver- 
liuigten Tangenteu (zufolgc der oben stelienden Bctraclitung). 

45. Die -vorhiii (§ 44) eiihvickelten Satze iiber liannonische Gerade 
und Pole sind die Fundamcntalsatze von einer selir frucMbaren geometri- 
sclien Untersuchnng, die in der neuesten Zeit von franzosiseben Matbe- 
matikern mit grossom Erfolge angeAvandt und ausgebildet >vorden. Icli 
muss inir vorbehalten, spater auf diesen Gegenstand zuriickzukommen (im 
vierten Absebnitte), wo alsdann niebt allein grosse Reilien von Satzen und 
merkwiirdigen Eigensebaften entAvickelt werden, sondern aucli das eigen t- 
liche Wesen des Gegenstandes griindlicber und umfassender entbiillt wer- 
den wird. Denu in der That mvd sicb zeigen, dass weder das Vorste- 
bende (was bier nur beilaufig entwickelt wurde), nocb die Art und Weise, 
wie der Gegenstand bisber von Anderen behandelt worden, iiber die innere 
Natur und die eigentlicbe Bedeutimg dieser Eigensebaften gebbrige Aus- 
kiinft giebt, sondern dass vielinehr dieser Gegenstand, wie er bisber auf- 
gefasst und erkannt worden, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen 
ist, W'Ovon der andere Tbeil, der mit jenem in sehr naher Beziebung stebt, 
unter anderer Gestalt langst allgemein bekannt war, und dass endlicb die 
gomeinscbaftlicbe Urquelle beider Tbeile aus einer eigentblimlicben 
Verbindung projectivisclier Gebilde entspringt*). 

Um liier nur an einem Beispiele die fruchtbare Anwendung der im 
Vorbergehenden aufgestellten Eigensebaften der harmonischen Geraden und 
Pole zu zeigen, soli ein von BTumchon gefundener merkwmdiger Satz iiber 
Kegelsclinitte*'^) durch dieselben bewiesen werden. Der Satz wird durch 
folgende Aufgabe berbeigefiilnt: 

„Wenn in einer Ebene sicb „Wenn in einer Ebene sicb 

irgend zwei Kegelschnitte K, irgend zwei Kegelscbnitte K, 
Kj befinden, welcbem Gesetz befinden, welcbem Gesetz 

sind dann die den Tangenten sind dann die denPuncten des 
des einen K^, in Beziebung auf einen K^, in Beziebung auf den 
den anderen K, entsprechen- anderen K, entspreebenden Har- 
den barmonisclien Pole unter- monischen unterworfen?^^ **'^) 
worfen?^***) 

*) Dadurch wird unter anderen auch die merkwurdige EigenscTiaft von seeks Puncten 
in einer Geraden, die von „ Involution “ genannt wurde, und mit der sich 

nach ihm verschiedene Mathematiker beschaftigt. baben, auf eine sebr einfacbe und be- 
friedigende Weise aufgeklart werden. 

Gahier X. du Journal de VEcole Poh/technique, 

Wenn in der Ebene eines Kegelschnittes mehrere Gerade oder Puncte ange- 
nommen werden, die in Ansehimg ihrer gegenseitigen Lage irgend einem bestimmten 
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Es seien a, b, c, d, e, f irgend sechs Tangenten des Kegelsclinittes 
Kj, und a, B, C, b, e, f die ihnen entspreclienden liarmonisclien Pole. Das 
Seciisseit abcdef hat die Eigenschaft, dass die drei Diagonal en, welclie 
die gegenhberstehenden Ecken verbinden, einander in irgend einem Puncte 
trelfen (§ 42, 1, 1), dalier miissen die drei Durchschnitte der gegeniiber- 
stelienden Seiten des Sechsecks abcbef in einer Geraden liegen, weil sie 
die liarmonischen Pole jener Diagonalen sind (§ 44, II); folglicli muss das 
Secliseck abcbef irgend einem Kegelschnitte Kg eingeschrieben sein (§42, 
I, 2); und da dieser Kegelschnitt durch irgend fiinf Puncte, etwa durch 
a, b, c, b, e, bestimmt ist (§ 41, 1), so ist er folglich der Ort der harmo- 
nisclien Pole der Tangenten des Kegelsclinittes , weil jede beliebige 
andere Tangente statt jener sechsten f genommen werden kann. Lasst 
man die bewegliche Tangente f allmiilig mit einer der festen, etwa mit 
a, zusammenfallen, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten mit 
dem Beriilirungspuncte der festen Tangente a vereinigen, und dann 
miissen aucli ilire Pole f, a sicli vereinigen, und also die Secante af des 
Kegelsclinittes Kg in jiie Tangente a^ im Puncte a iibergelien, und zwar 
muss diese Tangente a^ die Harmonisclie jenes Beruhrungspunctes sein. 
Also folgen ■ naclisteliende Satze: 

„Wenn in einer Ebene sich irgend zwei Kegelschnitte K, K^ 
befinden, so liegen die den Tangenten a, b, c, . . . des zweiten Kj, 
in Beziehung auf den ersten K, entsprechenden liarmonischen 
Pole a, B, c, ... in irgend einem bestimmten dritten Kegelschnitt 
Kg, und es beriihren die den Puncten a^, Bj, c^, ... des zweiten 
Kj entsprechenden Harmonischen aj, b^, Cj, ... einen und den- 
selben dritten Kegelschnitt Kg, und zwar dergestalt, dass jeder 
Tangente a und ilirein Beriihrungspuncte des zweiten Kegel- 
sclinittes Kj ein bestimmter Punct a und dessen zugeliorige 
Tangente aj im dritten Kegelschnitt Kg entspricht.“ 

Wofern der zweite Kegelschnitt Kj nicht (oder wenigstens nicht 
ganz) von dem ersten K eingesclilossen wird, folgt aus diesem Satze 
vermoge § 44, unmittelbar der anfangs erwahnte Satz des Brianclhon^ 
namlicli: 

„Bewegen sich zwei veranderliche Tangenten eines Kegel- 
schnittes K so: 


Gesetze unterworfen sind, so kann gefragt werden, welch em Gesetze die ihnen in Be- 
zug anf den Kegelschnitt entsprechenden harmonischen Pole oder Geraden unterworfeii 
seien. Und eine ahnliche Frage kann anfgewoifen werden, in Bezng anf eine Flilclxe 
zweiten Grades im Ranme. Die ans diesen Fragen entspiingende Untersnchnng haben 
die franzosischen Mathematiker „Th€orie des polaires r^eiproques^ genannt. 
Das allgemeine Gesetz, welches dieser Untersnchnng zn Grimde liegt, hat anch MoeMus 
(Barycentrischer Calcul, § 287) anf sehr geschickte Weise bewiesen. 

Steiner’s Werke. I. 


23 
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clasH die Gerade durct ihre 
Beriilirniigapuncte stets irgend 
einen zweiten Kegelschnitt Kj 
beriihrt, so durchlauft ilir 
Durclxschnitt irgend einen 
dritten Kegelsclinitt 


dass ihr Durchsclinitt irgend 
einen zweiten Kegelsclinitt 
durclilanft, so beruhrt die Ge- 
rade durcli ilire Beriilirungs- 
puncte stets irgend einen drit- 
ten Kegelsclinitt 


Zusammeiigesetztere Siltze und Porismen. 


46. Durch Zusammenstellung oder Verbindnng projectivischer Gebilde 
(Gerade imd ebene Stralilbiiscliel) gelangt man, mit Beriicksichtigung der 
Erzeugung der Kegelsclinitte durch sie (§ 38, III, IV), zu zahlreichen merk- 
wiirdigen Siitzen und Porismen, woYon, gemass der obigen Feststellung 
(§ 39), beispielsweise hier einige entwickelt werden sollen. 

L Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade A, Aj (Fig. 45) per- 
spectmsch, imd ist SSg ilir Projectionspunct, und sind sie ferner mit irgend 
zwei Strahlbiischeln 3S, SSj perspectivisch, namlich A mit SS, und A^ mit 
Sj, so sind diese Strahlbiischel 5B, unter sich projectivisch (§ 11, III), 
und erzeugen folglich (§ 38, IV) einen Kegelschnitt, d. h. die Durclischnitte 
a^, ha, ... ihrer entsprechenden Strahlen, also insbesondere auch der 
Durchsclinitt eCj der Geraden A, Aj, weil in ihm zwei entsprecliende 
Strahlen e, e^ sich treffen, liegen in irgend einem Kegelschnitt, der fortan 
dui'ch bezeiclinet werden soli. — Sind andererseits 35, 35, (Fig. 44) 

irgend zwei perspectiyische Stralilbiischel; ist A 2 ihr perspectivischer Durch- 
schnitt, und sind sie ferner mit irgend zwei Geraden A, A, perspectivisch, 
so sind diese unter sich projectivisch und erzeugen also irgend einen Kegel- 
schnitt [AAJ. Hieraus gehen unmittelbar folgende bekannte Satze hervor: 


„Bewegen sich die Ecken 
a, Uj, eines veranderlichen 
Dreiecks aa^a^ (Fig. 44) in drei 
beliebigen festen Geraden A, 
A„ A^, und gehen zwei Seiten 
a, a, desselben stets durch ir- 
gend zwei feste Puncte 35, 35,, 
so beruhrt die dritte Seite ag 
bestandig irgend einen be- 


„Drehen sich die Seiten a, 
a,, a^ eines veranderlichen 
Dreiecks (Fig. 45) um drei 
beliebige feste Puncte 33, S,, 
^21 bewegen sich zv^ei 

Ecken a, a, desselben in irgend 
zwei festen Geraden A, A,, so 
durchlauft die dritte Ecke 
irgend einen bestimmten Ke- 


*) Mittelst dieser Satze Eann von folgenden zwei Aufgaben: 

„Die gemeinschaftlichen Tan- „Die gemeinschaftlicben Puncte 

genten zweier gegebenen Kegel- zweier gegebenen Kegelschnitte 
schnitte zn finden‘‘ zu finden“ 

Jede aiif die andere zumckgefuhrt werden. 
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stimmten Kegelsciinitt [AAJ, gelschnitt in welcliem 

der namlich aucli die beiden namlicli aucli die beiden ersten 

ersteren Geraden A, A^ nebst Pnncte 25, SBj nebst clem Dnrcli- 

der Geraden ee^ durcli die sclinitte eCj der festeii. Geraden 

festen Puncte 25 , 25^ zii Tan- A, Aj liegen.'“ 

genten hat/‘ 

TJnd umgekehrt: 

„Bewegt sich eine Seite „Bewegt sich eine Ecke 

eines veranderlichen Dreiecks eines veranderliclien Dreiecks 

aa^a^ als Tangente eines festen ctajag in irgend einem festen 

Kegelsclinittes [AAJ, und dre- Kegelsclinitte [25 $J, walirend 

hen sich die zwei iibrigen Sei- die zwei iibrigen Ecken a, 

ten a, a^ nm irgend zwei feste irgend zwei feste Geraden A, 

Puncte 25 , 33i in einer Tan- Aj, deren Durchschnitt ee^ im 

gente desselben, und bewegen Kegelschnitt liegt, durchlau- 

sich die diesen Seiten gegen- fen, und drehen sich die die- 

iiberliegenden Ecken a, des sen Ecken gegentiberliegenden 

Dreiecks in irgend zwei ande- Seiten a, a^ um irgend zw'ei 

ren festen Tangenten A, Aj des feste Puncte 25, 25^ des Kegel- 

Kegelschnittes, so durchlauft schnittes, so geht die dritte 

die dritte Ecke irgend eine Seite stets durch irgend 
bestimmte Gerade Ag." Ebenso einen bestinamten Punct 

kann jede der zwei Geraden A, Aj, Ebenso kann jeder der zwei Puncte 

sowie jeder der zwei Puncte 25, 25i 23, 23j , sowie jede der zwei Gera- 

als Edge der jedesmaligen fiinf den A, A^ als Edge der jedesma- 
iibrigen Gebilde gesetzt werden. ligen fiinf iibrigen Gebilde gesetzt 

werden. 

n. Sind irgend vier Gebilde A, A^, 23, 25i (Eig. 46) unter einander 
projectivisch, und zwar liegen sowolil A und 25, als A^ und 23^ perspec- 
tivisch, dagegen sowolil A und Aj, als 23 und 25i schief, so dass also die 
zwei letzteren Paare irgend zwei Kegelschnitte [AAJ, [2525j] erzeugen, so 
folgen in Ansehung der entsprechenden Elemente, wie etwa a, a, a^ 
und der durch diese erzeugten a^, c^, unmittelbar nachstehende Satze; 

1. „Drehen sich zwei Sei- 1. „Bewegen sich zwei Ecken 
ten a, a^ eines veranderlichen a, Uj eines veranderlichen Drei- 

Dreiecks aUiag um irgend zwei ecks aa^ag in irgend zwei festen 

feste Puncte S, 23i eines festen Tangenten A, A^ eines festen 

Kegelschnittes [2323J, wahrend Kegelschnittes [AAJ, wahrend 

die ihnen gegentiberliegenden die ihnen gegentiberliegenden 

Ecken Oj, a in irgend zwei Seiten aj, a sich um irgend 

festen Geraden A^, A sich be- zwei feste Puncte 25i, 23 dre- 

‘ 23 "' 
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wegen unci die dritte Ecke ttg 
den Kegelsclinitt durchlauft, 
so bewegt sich die dritte Seite 
Uj, als Tangente irgend eines 
bestimiuten Kegelsclinittes 
[AAJ, der namlich aucb. jene 
zwei fasten Geraden berulirt.“ 


hen und die dritte Seite 
stets den Kegelsclinitt be~ 
ruhrt, so durchlauft die dritte 
Ecke irgend einen anderen 
bestimmten Kegelsclinitt 
[SSSj], der namlich allemal 
durcli jene zwei fasten Puncte 
geht/‘ 


Die Abfassung der librigen Satze, wo namlich, statt wie hier auf die 
Kegelsclinitte [S3SSJ, [AAJ, nmgekelirt auf eins der Gebilde A, A^,- 25, 23^ 
geschlossen wird, liberlasse ich dem Leser. 

Die’ beiden Kegelschnitte [AAJ, [S52SJ haben eine eigenthiimliche 
Beziehung zu einander, die sich, so lange [AAJ ganz oder zum Tlieil 
innerhalb [2323J liegt, durch folgende merkwiirdige Eigenschaft kundgiebt. 
Gelangt namlich der bewegte Punct in die Durchschnitte bg , Cg , bg , 
der Geraden A, A^ und des Kegelschnittes [252SJ, so vereinigen sich 
offenbar sowohl die Strahlen bj und b^, als c^ und Cg, als d und d^, als 
e und ej 5 so dass also jedes der zwei Dreiecke b 2 C 22 Sj, b 2 e 323 dem Kegel- 
sclmitte [2323J eingesclirieben und dem Kegelschnitte [AAJ' umschrieben 
ist. Da durch diese zwei Dreiecke und durch den einen oder den anderen 
der beiden Kegelschnitte die oben angegebenen projectivisclien Beziehungen 
der Gebilde A, Aj, 23, 2Si bestimmt sind, wie man leicht bemerken wird, 
so folgen also nachstehende bekannte Siitze: 


2. „Sind zwei Dreiecke 
boCaSi, b. 3 e 3 23 einem Kegel- 
schnitte [2323J eingesclirieben, 
so sind sie zugleich irgend 
einem anderen Kegelschnitte 
[AAJ umschrieben.^ 


2. „Sind zwei Dreiecke. 
b2C223j, 5.26323 einem Kegel- 
schnitte [AAJ umschrieben, so 
sind sie zugleich irgend einem 
anderen Kegelschnitte [2S2SJ 
eingeschriehen.^^ 


Und ferner folgt: 

3 . „Haben zwei Kegelschnitte [AAJ, [2323J solche Lage, 
dass irgend ein Dreieck dem einen umschrieben und zugleich 
dem anderen eingeschrieben werden kann, so lassen sich un- 
ziihlige andere Dreiecke unter denselben Bedingungen be- 
schreiben (namlich jeder Punct des Kegelschnittes [25 23J, der nicht 
innerhalb des Kegelschnittes [AAJ liegt, kann Ecke eines solchen Drei- 
ecks sein).“ 

in. Beweis der Auflosung in §17, II. Das bei dieser Auf- 
losung, die sich auf eine der fruchtbarsten Aufgaben bezieht, angewandte 
sehr hequeme Verfahren, griindet sich auf folgende Verbindung. Haben 
namlich die vier Gebilde A, A^ , 23, 25^ , ausser den vorhin angegebenen 
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projectivisclien Beziehungen, noch solche besondere Lage zu einander, 
dass A und auf einander und S3 und SSj concentrisch liegen, wie in 
Fig. 23, und geht irgend ein Kegelschnitt durch den gemeinscliaftlichen 
Mittelpunct (SSSSJ der Strahlbuschel, welcher die Strahlen der letzteren 
in ct, p, 7 , ...; aj, Pj, .. . sclmeidet, so werden, wenn man etwa a 
und als Mittejpuncte zweier StraMbuschel a, annimmt, sowohl die 
Strahlbuscliel a und SS^ in Ansehung der Strahlen a^, bg, Cg, ... und a^, 
bj, Cj, . . . , als die Strahlbiischel und 33 in Ansehung der Strahlen 
ag , bg , Cg , ... und a, b, c, . . . projectivisch sein (§ 38, III), daher sind 
auch die Strahlbiischel a und in Ansehung der- Strahlen ag, bg, Cg, ... 
und Ug, bg, Cg, ... projectivisch (§11, HI), und zwar, da zwei ent- 
sprechende Strahlen ag vereinigt sind, liegen sie perspectivisch, so 
dass also die Gerade ^ 3^2 oder Ag ihr perspectivischer Durchschnitt ist. 
Durch jeden Punct der Geraden sind demnach irgend zwei entsprechende 
Strahlen der Strahlbiischel a, bestimmt, wie z. B. durch pg die Strahlen 
bg, bg, und durch die Puncte p^, p, in welchen diese Strahlen dem Kegel- 
schnitte begegnen, sind wiederum zwei entsprechende Stralilen b^, b der 
Strahlbiischel 33^, 33 bestimmt; daher ist klar, dass die auf diese Art von 
den Puncten s, x, in welchen die Gerade Ag vom Kegelschnitte getroffen 
wird, abhangigen entsprechenden Strahlenpaare e und e^, k und k^ der 
Strahlbiischel 33 und 33^ nothwendiger Weise auf einander fallen miissen, 
und dass daher auch in den Puncten, in welchen diese Strahlen den auf 
einander liegenden Geraden A, Aj begegnen, entsprechende Punctepaare 
e und Cj, f und der letzteren vereinigt sind, was bei der obigen Auf- 
losung angenommen wurde. 

Wenn man anstatt des Kegelschnittes, der durch den gemeinschaft- 
lichen Mittelpunct (3333i) der Strahlbiischel 33, 33i geht, einen anderen 
Kegelschnitt zu Hiilfe nahme, der die auf einander liegenden Geraden A, 
Aj beriihrte, so wiirde man den Beweis fiir die entgegengesetzte Auflosung 
erhalten, welcher oben (§ 17, II, b) Erwahnung geschah. Die Ausfiihrung 
wird dem Leser iiberlassen. 

IV- Wird ausser den oben (II) vorausgesetzten Beziehungen der vier 
Gebilde A, A^, 33, 33i, dass sie namlich unter einander projectivisch seien, 
und sowohl A tind 33, als A^ und 33i perspectivisch liegen, nun noch 
angenommen, es sollen entweder die Geraden A, A^ gleich sein, auf 
einander liegen und gleichliegend sein, wie etwa in Fig. 48, oder es 
sollen die Strahlbiischel 33, 33i gleich sein, concentrisch liegen und gleich- 
liegend sein, wie etwa in Fig. 47, so folgen unmittelbar nachstehende be- 
kannte Satze: 

„Bleibt der Winkel (aaj an „Bleibt die Grundlinie aa^ 

der Spitze eines veranderli- eines veranderlichen Dreiecks 
chen Dreiseits aa^^a^ (Fig. 47) aa^Ug (Fig.v48)' der Grosse nach 
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der Grosse nach bestandig, bestandig, aber bewegt sie 

aber dr-elit or sich um seinen sicli in irgend einer festen 

festen Scheitelpunct ($3Si), Geraden (AAJ, wahrend die 

Avalirend die zwei iibrigen zwei iibrigen Seiten a, sich 

Ecken a, des Dreiecks ir- um zwei feste Puncte 23, 23^ 
gelid zwei feste Geraden A, Aj drehen, so durchlauft die 

durchlaufen, so bewegt sich Spitze Ug des Dreiecks einen 

die Grundlinie als Tan- bestimmten Kegelschnitt 
gente irgend eines bestimmten [2323j], der namentlich durch 

Kegelschnittes [AAJ, der auch die zwei festen Puncte geht/' 

die zwei festen Geraden be- 1st sowohl febj als ee^ gleich der 

riihrt.^^ 1st sowohl der Winkel bestandigen Giimdlinie aa^, so sind 

(ddj als (ecj) dem bestandigen d, e^ die den Puncten 25, zu- 

Winkel (aaj gleich, so sind b, gehorigen Tangenten des Kegel- 
diejenigen Puncte, in welchen die schnittes (§ 38, IV). Da die un- 

Geraden A, Aj vom Kegelschnitte endlich entfernten Puncte der Gera- 

beriihrt werden (§ 38, IV). Spater den A, A^ einander entsprechen 

wird sich zeigen, dass der Punct (§ 16, III), so muss nothwendig 

(2323i) aUemal Brennpunct des Ke- (AAJ Asymptote des Kegelschnit- 

gelsclmittes ist*^). tes, und folglich muss dieser eine 

Hyperbel sein; u. s. w. 

V. Sind vier Gerade A, Aj, A^, Ag unter einander projectivisch, 
und sind sowohl A und Ag, als A^ und Ag gleich, und liegen sowohl die 
ersteren, als die letzteren auf einander und sind gleichliegend (wie etwa 
in Fig. 49), und befinden sich A und A^ in perspectivischer, dagegen so- 
wohl A und Ag, als Aj und Ag, als Ag und Ag in schiefer Lage, wonach 
also jene einen Projectionspunct 25 haben und die letzteren drei Kegel- 
schnitte [AAg], [AjAg], [AgAg] erzeugen; — und sind andererseits von 
vier projectivischen Strahlbuscheln 23 , 23i, 262, 283 (Fig. 50) sowohl 25 
und 230, als 23i und ^3 gleich, concentrisch und gleichliegend, und befin- 

*) Lfisst man die eine Gerade, etwa Aj, sich entfernen, bis sie znletzt in nnend- 
licher Feme gedacht wird, so sieht man, dass alsdann die Strahlen aj, a 2 parallel wer- 
den, imd mithin der Winkel (a as) anch bestandig wird, wenn (aaO es ist; da aber in 
diesem Falle der Kegelschnitt [AAJ, vermdge der nnendlich entfernten Tangente Aj, 
eine Parabel sein muss (§36), so liiesst daraus der folgende bekannte Satz: „Bewegt 
sich der Scheitel a eines bestandigen Winkels (aa^) in einer festen Gera- 
den A, wahrend der eine seiner Schenkel a sich um einen festen Punct 
(iB23i) dreht, so bewegt sich der andere Schenkel ag als Tangente einer 
bestimmten Parabel, welche auch jene feste Gerade beruhrt (und den 
festen Punct zum Brennpunct hat).‘^ — Andererseits (rechts) entsteht ebenfalls ein eigen- 
thumlicher besonderer Fall, wenn man den einen Punct, etwa 0i, sich in’s Unendliche 
entfernen lasst. Auch konnen hier die Geraden A, Aj ixhnlich angenommen werden, 
wodurch der obige Satz wesentlich verandert wird. 
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den sich SS imd 58^ in perspectivisclier, dagegen sowoM 25 und 253, als 
23i iind 2S3, als SSg und $3 in schiefer Lage, wonach also jene einen per- 
spectivischen Durchsclinitt A haben, und die letzteren drei Kegelsclinitte 
erzeugen mussen, so ergeben sich aus dieser Zusammenstellung unmittelbar 
folgende ziim Theil bekannte Satze: 

jjBleiben zwei gegenuber- 
stehende Seiten aUg, eines 


veranderlichen vollstandigen 
Vierecks acqagag (Fig, 49) der 
Grosse nacb bestandig, aber 
bewegen sie sich in irgend 
zwei festen Geraden (AA2), 
(AjAg), wahrend eine dritte 
Seite aa^ sich um irgend 
einen festen Punct 25 dreht, 
so bewegen sich die drei iibri- 
gen Seiten nOg, cl ^ ci ^ als 

Tangenten dreier Kegel- 
schnitte [A A3], [A^Ag], [A^Ag], 
wovon jeder jene zwei festen 
Geraden bertihrt.'^*) 


„Bleiben zwei gegeniiber- 
stehende Winkel (aUg), (a^ag) 
eines veranderlichen vollstiin- 
digen Vierseits aa^a^ag (Fig. 50) 
der Grosse nach bestandig, 
aber drehen sie sich um ihre 
festen Scheitelpuncte (23252), 
(25^233), wahrend eine dritte 
Ecke (aaj sich in irgend einer 
festen Geraden A bewegt, so 
durchlaufen ‘die drei xibrigen 
Ecken (aaj, (a,ao), (a^aj irgend 
drei Kegelschnitte [23253], 
[SSiSgj], [aS^aSs], wovon jeder 
durch jene zwei festen Puncte 
geht« *) 


47. Von der grossen Menge von Verbindungen projectivischer Gera- 
den und ebener Strahlbuschel soil hier nur noch folgende Verbindung 
Platz finden, welche zu solchen zusammengesetzten Satzen (oder Porismen) 
und Aufgaben fuhrt, die nach der Art, wie man dergleichen Satze und 
Aufgaben bei der bisher gewohnlichen Darstellungsweise zu wurdigen pflegt, 
leicht fiir bedeutender und schwieriger gehalten werden diirften, als sie 
es nach Maassgabe der gegenwartigen Entwickelung in der That sind. 

Es seien in einer Ebene n beliebige projectivische Gerade A, A^, 
Ag, ... An~i gegeben, wovon je zwei sich in schiefer Lage beflnden 
(mithin je zwei einen Kegelschnitt erzeugen), so erzeugen sie im Ganzen 
■|•n(n — 1) Kegelschnitte, und zwar wird durch je eine Eeihe entsprechen- 
der Puncte, wie etwa durch a, a^, Ug, ... ein vollstandiges n-Eck 

bestimmt, von dessen ^n(n — 1) Seiten (§ 19) jede einen von jenen Kegel- 


*) Den Satz rechts (wenn namlich. nnr der Kegelschnitt [ 352 ^ 3 ] berucksichtigt wird) 
hat Newton zur Erzeugnng oder Beschreibung der Kegelschnitte angewandt (Prineip. 
phil nat. und Mac-Laurin benutzte ihn in seiner organischen Geometrie. 

Die obigen Satze sind ubrigens, wie man bemerken wird, nnr besondere Falle von 
denjenigen Satzen, die stattfinden, wenn einerseits A und Aj, und andererseits §8 und 
93i nicht perspectivisch, sondern schief liegen, wo alsdann die Seite aai sich als Tan- 
gente eines die Geraden A, Ai beruhrenden Kegels chnittes bewegen, und anderseits die 
Ecke (aaj) einen durch die Puncte 95, ©1 gehenden Kegelschnitt durchlaufen muss. 
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schiiitten beriilirt. Durcli n — 1 der genannten Kegelschnitte, die zusammen 
von alien Geraden abliangen, etwa durcli die Kegelscliiiitte [AAJ, [A^AJ, 
[A2A3], ... [An-oAn^i], d. li. durch die n— 1 Kegelsclinitte, welche, wenn 
man die Geraden in eine Eeihe geordnet hat, von den unmittelbar auf ein- 
ander folgenden Geraden abliangen, ist offenbar umgekelirt die projectivische 
Beziehimg der Geraden, imd sind somit aucli alle iibrigen Kegelschnitte 
bestimmt. — Da andererseits Entsprechendes stattfindet, so folgen also 


nachstehende umfassende Satze: 

I. 3, Wenn in einer Ebene 
sich n beliebige feste Gerade 
A, Ai, Ag, ... An--i befinden, 
von denen, • der Reihe nach 
genommen, je zwei unmittel- 
bar auf einander folgende 
von irgend einem beliebigen 
festen Kegelschnitte beruhrt 
werden, so dass also im Gan- 
zen n — 1 Kegelschnitte [AAj], 
[AjAJ, ... [An~2An-i] vorhan- 
den sind, und wenn ein 
veranderliches vollstandiges 
11-Eck aaia2...an-.i sich so be- 
wegt, dass seine Ecken a, Uj, 
Oy, ... an-i der Reihe nach 
jene festen Geraden durchlau- 
fen, wahrend diejenigen n — 1 
Seiten desselben, welche die 
nach der Ordnung unmittelbar 
auf einander folgend-en Ecken 
verbinden, also die Seiten aUj, 
... an-2Cin-i sich be- 
ziehlich als Tangenten um jene 
festen Kegelschnitte herumbe- 
wegen, so bewegen sich die 
^(n — l)(n — 2) ubrigen Seiten 
als Tangenten um eben so 
viele Kegelschnitte, von de- 
nen jeder insbesondere dieje- 
nigen zwei festen Geraden be- 
ruhrt, welche von den End- 
puncten der zugehorigen Seite 
durchlaufen werden.^ 


I. „Wenn in einer Ebene 
sich n beliebige feste Puncte 
S5, SSi, SBs, ... SSn_i befinden, 
von denen, der Reihe nach 
genommen, je zwei unmittel- 
bar auf einander folgende 
in irgend einem beliebigen 
festen Kegelschnitte liegen, 
so dass also im Ganzen n — 1 
Kegelschnitte [S53SJ, [S.SSJ, ... 
[SSn-2S3n-i] vorhanden sind, 
und wenn ein verander- 
liches vollstandiges n - Seit 
aa^a^, ... an^i sich so bewegt, 
dass seine Seiten a, a^, a3,...an__i 
der Reihe nach sich um jene 
festen Puncte drehen, wahrend 
diejenigen n— 1 Ecken dessel- 
ben, in welchen sich die nach 
der Ordnung unmittelbar auf 
einander folgenden Seiten 
schneiden, also die Ecken aa^, 
a^ag, 5 * * * — sUxi — 1 nach der 
Ordnung beziehlich jene festen 
Kegelschnitte durchlaufen, so 
durchlaufen die 4-(n - l)(n — 2) 
ubrigen Ecken des n - Seits 
eben so viele verschiedene 
Kegelschnitte, von welchen 
jeder insbesondere durch die- 
jenigen zwei festen Puncte 
geht, um welche sich die zwei 
Seiten, die sich in der zugehb- 
rigen Ecke schneiden, drehen/^ 
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Zu der grossen Menge besonderer Falle, welclie in den vorstelienden 
Siitzen entlialten sind, iind die namentlich dadurcli entstehen, dass man 
den Gebilden A, Aj, Ag, ... oder 35, SSj, 232, eigentliiimliclie Lago 
zukommen lasst, oder sie als gleich, oder die ersteren als ahnlich an- 
nimmt, ii. s. w., gehoren z. B. auch folgende, wo nanilicli angenommen 
wird, von den Gebilden A, Aj, ... An-i, oder 35, 23i, ... 2Sn-i befinden 
sicli, nach der Reihe, je zwei unmittelbar anf einander folgende in per- 
spectivisclier Lage. In diesem Falle vereinfachen sich die obigen Satze 
anf folgende bekannte Satze: 


II. „Durclilaufen die Ecken 
a, Oj, Qg, ... Gn-i eines ver- 
iiiiderlichen vollst andigen 
n-Ecks nach der Reibe n be- 
liebige feste Gerade Aj, A^, . . . 
An_i, die in einer Ebene lie- 
gen, wahrend n— 1 Seiten des- 
selben, die irgend einem ein- 
fachen n-Eck angelioren, aus 
welcben das vollstandige be- 
steht, etwa die Seiten aOj, 
... an- 2 Cin-i, sicb um eben 
so viele beliebige feste-Puncte 
25, 25i, . . . S5n-i dreben, so be- 
wegen sicb die ^(n — l)(n — 2) 
•iibrigen Seiten, einzeln ge- 
nommen, als Tangenten um 
eben so viele Kegelscbnitte, 
von denen jeder diejenigen 
zwei festen Geraden beriibrt, 
welcbe. die zwei Ecken, die in 
der zugeborigen Seite liegen, 
durcblaiifen.^^ Auf die genannten 
n — 1 Seiten aOi, attg, ... an- 20 :n-i 
konnte man ferner den nebensteben- 
den Satz anwenden, wodm’cb der 
diesseitige Satz nocb ausgedebnter 
wmde. 


II. „Dreben sicb die Seiten 
a, a^, ag, ... an-i eines ver- 
anderlichen voll standi gen 
n-Seits nacb der Reibe um n 
beliebige feste Puncte 25 , 25i, 
© 3 , ... 35n-i, die in einer Ebene 
liegen, wabrend n— 1 Ecken 
desselben, die irgend einem 
einfacben n-Eck angeboren, 
aus welcben das vollstandige 
bestebt, etwa die Ecken aa^, 
aja 2 , ... an- 2 au-i, eben so viele 
beliebige feste -Gerade A, 
Aj, ... An -2 durcblaufen, so 
durcblaufen die •|■(n — l)(n — 2 ) 
iibrigen Ecken, einzeln genom- 
men, eine gleicbe Anzabl be- 
stimmter Kegelscbnitte, von 
denen namlicb jeder durcb die- 
jenigen zwei festen Puncte 
gelit, um welcbe sicb die zwei 
Seiten, die sicb in der zuge- 
bdrigen Ecke ‘scbneiden, dre- 
ben." Auf die genannten n — 1 
Ecken aa^, a^a^, ... an- 2 an-i konnte 
man ferner den nebenstebenden Satz 
anwenden, wodurcb der diesseitige 
Satz nocb vollstiindiger wiirde. 


Der Satz links wiu'de zuerst von Braikmridge bewiesen*); um die 
Erfindung eines Tbeiles dieses Satzes stritt er sicb mit Mac-Laurin (Pbil. 
Trans.). 

*) Exercitatio ffeometrica de descriptione lineanim curvariim. 
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Dass und inwiefern die obigen Satze (§ 22, II) wiederum besondere 
Fiille der vorstehenden Satze sind, wird man leiclit wahi'nehmen. 

Die folgenden zwei Anfgaben sind auf almliche Weise nmfassend, wie 


die oben stelienden Satze (I).: 

III. „Werden von den Sei- 
teii A, Aj, ... An-i eines belie- 
bigen n-Ecks je zwei nnmittel- 
bar anf einander folgende von 
irgend einem Kegelscknitte 
beriilirt, welches im Ganzen 
n Kegelsclmitte [AAJ, [A^AJ, ... 
[An~.iA] sind, so soil ein an- 
deres n-Eck beschrieben wer- 
den, dessen Ecken a, a^, ... dn-i, 
nacli der Keilie, in den Seiten 
jenes n - Ecks liegen, und 
dessen Seiten aa^, a^ao, .... an-id, 
nacli der Reihe, jene Kegel- 
schnitte beriiliren." 


III. „Liegen von den Ecken 
25, iBj, ... S5n-i eines beliebi- 
gen n-Ecks je zwei unmittel- 
bar auf einander folgende in 
irgend einem Kegeschnitte, 
welches im Ganzen n Kegel- 
schnitte [SSSSJ, [^iSSg], . • • 
[SSn-iSB] sind, so soil ein an- 
deres n-Eck beschrieben wer- 
den, dessen Seiten a, a^, ... aa—i, 
nach der Reihe, durch die 
Ecken jenes n - Ecks gehen, 
nnd dessen Ecken aa^, a^a^, ... 
an^ia, nach der Reihe, in jenen 
Kegelschnitten liegen.“ 


Die Mittel, dm’ch welche die vorliegenden Anfgaben leicht geldst 
werden, sind in clem Bisherigen enthalten und bereits mehrfach ange- 
wanclt, so class ich die Auddsung dem Leser zur Selbstiibung iiberlassen 
darf. Die friihere Aufgabe in § 25 ist ubrigens ein besonderer Fall von 
jecler der zwei vorstelienden Anfgaben. 


Anmerkung. 

48. Es ist fast iiberfilissig, nochmals zu erinnern, dass die von § 41 
an bis hierher durchgeflihrten Betrachtungen, clenen projectivische Gebilde 
(Gerade und ebene Strahlhiischel) in der Ebene zur Grundlage dienten, 
auf entsprechendo Weise bei projectivischen Gebilclen (ebene Strahlbiischel 
und Ebenenbiischel) im Strahlhiischel im Eaume statthaben, ja dass die 
Resultate jener Betrachtungen, sogleich auf die letzteren Gebilde iiber- 
tragen werden kdnnen, wenn man nandicli, wie bereits oben angegeben 
worden (§ 33 imd Ende § 36), iiberaU: Strahl, ebener Strahlbhschel, 
Ebenenbiischel, n-kantiger Eorperwinkel, n-seitiger Kdrperwinkel, 
Kegel (zweiten Grades) beziehlich statt: Punct, Gerade, ebener Strahl- 
biiscliel, n-Eck, n-Seit, Kegelschiiitt setzt. — Ebenso finden die 
Betrachtungen auf entsprechende Weise auf der Kugelflache statt, und es 
lassen sich die genannten Resultate ahnlicherweise auf dieselbe iibertragen 
(§ 34 nnd § 38). 
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Erzeugnisse projectivischer Gebilde im Raume. 

49. Es ist nun nocli zu untersuchen (§ 39), was fiir Figuren clurclx 
die entspreclienden Elementenpaare irgenci zweier projectivischen Gebilde, 
die sich weder in derselben Ebene, noch in demselben Stralilbiischel, son- 
dern beliebig im Raume befinden, erzengt werden. Die drei Arten von 
Gebilden, Gerade, ebene Strablbuschel und Ebenenbuscbel, geben in dieser 
Hinsicht, wenn sie paarweise genommen werden, folgende seclis Falle: 

1) eine Gerade A und ein Ebenenbuscbel S(, 

2) zwei ebene Strablbuschel 35^, 

3) ein Ebenenbuscbel SI und ein ebener Strablbuschel 3B, 

4) ein ebener Strablbuschel 35 und eine Gerade A, 

5) zwei Gerade A, A^ und 

6) zwei Ebenenbuscbel SI, Slj. 

Von diesen sechs Fallen sind der fiinfte und secbste ungleich wich- 
tiger und folgenreicher, als die TOr librigen; letztere sollen daber zuerst 
beseitigt werden. 

1. Liegen zwei projectivische Gebilde, eine Gerade A und ein Ebenen- 
buscbel SI, beliebig im Raume, d. b. befinden sie sich in scbiefer Lage, 
so findet kein unmittelbares Erzeugniss durcb ibre entsprecbenden Ele- 
mentenpaare statt. Ein mittelbares Erzeugniss wird unten im Anbange 
gegeben (§ 60, 26). 

n. Liegen zwei projectivische ebene Strablbiiscbel 33, 35^ beliebig im 
Raume, so geben sie ebenfalls kein unmittelbares Erzeugniss, wobl aber 
findet bei ihnen der folgende Umstand statt: 

„Legtman von irgend einem beliebig angenommenen Puncte 
S) aus Gerade, welche die entsprecbenden Strahlenpaare a und 
Uj, b und bj, c und c^, ..., der Strahlbiiscbel 35, SSj scbneiden, so 
liegen alle diese Geraden in einer Kegelflache zweiten Grades.^ 

Dieser Satz griindet sicb auf den friiberen (§38, 11, rechts). Denn 
denkt man sich zwei Ebenenbuscbel SI, Sl^, deren Axen durcb den Punct 
S) geben, und welche mit den gegebenen ebenen Strahlbiischeln 35 , 35^ 
perspectiviscb sind, so wnrden dieselben unter sicb projectiviscb sein, und 
mithin werden die Durcbschnitte der entsprecbenden Ebenenpaare a und a^, 
p und Pi, 7 und Yj, . . ., zufolge des angefiibrten Satzes, in einer Kegel- 
flacbe liegen, und da diese Durcbschnitte offenbar die genannten, durcb 
den Punct S) gelegten Geraden sind, so folgt daraus die Richtigkeit des 
vorstehenden Satzes. 

III. Liegen zwei projectivische Gebilde 31, 35 — ein Ebenenbuscbel 
und ein ebener Strablbiiscbel — beliebig im Raume, „so liegen offen- 
bar die Puncte, in welcben die entsprecbenden Elementenpaare 
a und a, p und b, ^ und c, . . . sicb scbneiden, in irgend einem 
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Kegelsclinitt.^^ Denn die Ebene des Strablbiiscliels 23 sclmeidet den 
Ebeuenbiischel SI in einem ebenen Stralilbiiscbel SS^, welcber mit dem 
Stralilbiischel 23 projectiviscli ist nnd mit ihm den genannten Kegelschnitt 
erzeugt. 

IV. Liegen zwei projectivische Gebilde A, S3 — eine Gerade nnd 
ein ebener Strahlbiiscliel — beliebig im Raume, so wird durch je zwei 
entsprechende Elemente derselben eine Ebene bestimmt, d. h. durcli jeden 
Piinct a, b, c, ... der Geraden A and durcli den ihm entsprechenden 
Stralil a, b, c, . . . des StraMbiischels S3 geht eine bestimmte Ebene, nnd 
es fragt sicli, welchem Gesetz diese Ebenen insgesammt unterworfen seien? 
Diese Frage kann leicht durch friihere Satze beantwortet werden, z. B. 
wie folgt. 

Denkt man sich einen Stralilbiischel 23i, welcher mit dem gegebenen 
23 concentrisch und mit der Geraden A perspectivisch ist, so wird also 
derselbe mit 23 projectivisch sein, und die Ebenen, welche durch die ent- 
sprechenden Strahlenpaare der beiden Strahlbiischel 23, gehen, werden 
offenbar die vorgenannten, zu untersuchenden Ebenen sein. Nun werden 
alio diese Ebenen, zufolge § 38, IT, von einem Kegel zweiten Grades 
bcriihrt, und zwar findet dabei der besondere Umstand statt, dass die 
Ebenen der Stralilbiischel 58, SSj vom Kegel in denjenigen zwei Strahlen 
beriilnt werden, deren entsprechende in ihrem Durchschnitte vereinigt sind. 
Daher werden audi die Gebilde A, 23 vom, Kegel in denjenigen Elementen 
lieriihrt, deren entsprechende in ihrem gegenseitigen Durchschnitte zu- 
sammentreffen, d. h. trifft die Gerade A den Strahl d des Strahlbiischels 
58, und wird sie von demselben im Puncte e getroffen, so wird sie vom 
Kegel im Pimcte b und die Ebene des Strahlbiischels wird von demselben 
im Strahle e beriihrt. Demgemass folgt der nachstehende Satz: 

„Befinden sich eine Gerade A und ein ebener Strahlbiischel 
23, die projectivisch sind, im Raume in beliebiger Lage, so be- 
riihren die Ebenen, welche durch ihre entsprechenden Ele- 
mentenpaare bestimmt werden, irgend eine Kegelflache zweiten 
Grades, deren Mittelpunct (Scheitel) mit dem Mittelpunct 23 des 
Strahlbiischels zusammenfallt, und welche die Gerade A und die 
Ebene des Strahlbiischels 23 in denjenigen Elementen b, e be- 
riihrt, deren entsprechende d, e (im gegenseitigen Durchschnitte 
der Gebilde) sich treffen." 

Bei diesem Satze konnen folgende zwei besondere Falle einti'eten. 
1) Die Gerade A kann den Mittelpunct des Strahlbiischels 23 treffen, dann 
reducirt sich der genannte Kegel auf die Gerade A, d. h. in diesem Falle 
bilden die genannten beriihi’enden Ebenen ein Ebeuenbiischel, dessen Axe 
A ist. 2) Der Strahlbiischel 58 kann aus einem System paralleler Strahlen 
bestehen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein Cylinder. 
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50. Von den obigen sechs Fallen sind nun noch die zwei wicMigsten 
zu untersuchen (§ 49, 5, 6), namlich. es ist nocli zu untersuchen, welchen 
Gesetzen bei zwei projectivischen Geraden A, A^, die im Raume beliebig 
liegen, die sammtlichen Projectionsstralilen, und bei zwei projectivischen. 
im Raume beliebig liegenden Ebenenbuscheln SI, die Dm’clischnitts- 
linien der entsprechenden Ebenenpaare unterworfen sind, d. h. welche 
Figuren durch sie erzeugt werden, und welche bemerkenswerthe TJmstande 
dabei stattfinden. Nach der Art, wie vorhin die vier librigen Falle be- 
trachtet wurden, lassen sich xiber die gegenwartigen Falle vorlaufig fol- 
gende Eigenschaften angeben. 

Befinden sich zwei projectivische Gerade A, Aj in beliebiger Lage 
im Raume, so wird jeder beliebige Punct S) mit alien ihren Projections- 
strahlen ein System von Ebenen bestimmen, welche die gesammten Be- 
riilmungsebenen eines Kegels 2)^^^ zweiten Grades sind. Denn denkt man 
sich zwei ebene Strahlbiischel 33, 33i, deren Mittelpuncte in S) liegen, und 
welche mit den gegebenen Geraden A, Aj perspectivisch sind, so sind die» 
selben unter sich projectivisch (§ 11, HI) und erzeugen (zufolge § 38, II) den 
genannten Kegel, weil offenbar die Ebenen, welche durch die entsprechenden 
Strahlenpaare der Strahlbiischel 33, SBj gehen, dieselben sind, wie diejenigen, 
welche durch den Punct S) und durch die entsprechenden Punctepaare 
(oder die Projectionsstralilen) der Geraden A, Aj bestimmt werden, wo- 
her denn die Richtigkeit der eben ausgesprochenen Behauptung erhellt. 

Befinden sich andererseits zwei projectivische Ebenenbiischel 31, 31^ 
in beliebiger schiefer Lage im Raume, so wdrd irgend eine Ebene E die 
gesammten Durchschnittslinien ihrer entsprechenden Ebenenpaare in einem 
Kegelschnitte schneiden, d. h. die Puncte, in vrelchen die Ebene alien jenen 
Durchschnittslinien begegnet, bilden irgend einen Kegelschnitt. Denn die 
Ebene E schneidet die gegebenen Ebenenbiischel SI, 31^ in zwei ebenen 
Strahlbiischeln 33, 35i, welche projectivisch sind (weil SI und Sl^ es sind), 
und welche also (zufolge § 38, IV) einen Kegelschnitt erzeugen, der 
offenbar der vorgenannte Kegelschnitt ist. 

Demnach folgt also zuvdrderst: 

„Wenn zwei projectivische „Wenn zwei projectivische 

Gerade A, Aj im Raume belie- Ebenenbiischel SI, 31^ im Raume 

big liegen, so sind die Ebenen, beliebig liegen, so wird die 

welche irgend ein beliebig an- Figur (Flache), welche durch 

genommener Punct 2) mit alien die gesammten Durchschnitts- 

ihren Projectionsstrahlen be- linien ihrer entsprechenden 

stimmt, die gesammten Be- Ebenenpaare bestimmt wird, 

riihrungsebenen eines Kegels von jeder beliebigen Ebene E 

zweiten Grades, welcher jenen in irgend. einem Kegelschnitte 

Punct zum Mittelpunct hat“ geschnitten.*^ 
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51. Um die begonnene Untersuchung (§ 50) nach ihrem ganzen Um- 
fange durcbzufuhren, diene folgende Betrachtung, durch welche der Gegen- 
stand vollstandig und Har dargestellt wird. 

I. Sind zwei Gerade A, Aj mit einem und demsclben Ebenenbiischel 
A„ (welclier zur Zweckinassigkeit fur die gegenwartige Betrachtung durch 
a!!, statt durch 31.^, wie bisher, bezeichnet werden soil) perspectivisch 
(§ 28, ni), so sind sie unter sich projectivisch, und wenn sie einander 
nicht solmeiden, so mrd man ihre Lage als eine beliebige schiefe Lage 
iin Raume ansehen konnen. Da die entsprechenden Punctepaare tt und Uj, 
h und h, , c und c, u. s. w. der Geraden A, Aj in den Ebenen 

u. s. \v. des Ebenenbtischels A^ liegen, so miissen auch ihre Projections- 
strahlen ttU,, Bh,, cc, u. s. w., oder a, b, c, . . . in diesen Ebenen liegen; 
daher schneiden alle Projectionsstrahlen a, b, c, ... die Axe A^, so 
dasa also dieselben ein System von Geraden bilden, wovon jede die drei 
Geraden A, A,, A,^ schneidet. — Sind andererseits zwei Ebenenbiischel 
A, Aj mit einer und derselben Geraden A.^ perspectivisch, also unter sich 
projectivisch, und liegen ihre Axen A, Aj nicht in einer Ebene, so dass 
also ihre Lage als beliebig schief angesehen werden kann, so begegnen 
die Durchschnittslinien je zweier entsprechender Ebenen derselben, d. h. 
die Durchschnittslinien der Ebenenpaare a und a,, p und p, , y und y,, 
u. s. w. oifenbar jeder der drei Geraden A, A,, Aj. 

II. Geht man umgekehrt von der Forderung aus, es sollen, wenn im 
Raume irgend drei Gerade A, Aj, A^, wovon keine zwei in einer Ebene 
liegen, gegeben sind, andere Gerade a, b, c, d, ... gefunden werden, 
welche jene drei schneiden, so wird man nach dem, was man soeben 
(I) gesehen hat, auf folgende zwei Arten der Aufgabe ihrem ganzen Um- 
fange nach geniigen: 

a) Durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa durch A^, denke 
man sich eine beliebige Ebene so wird diese die zwei nbrigen Gera- 
den A, Aj in zwei Puncten a, a, schneiden, durch welche eine Gerade 
aUj Oder a bestimmt wird, die offenbar der Forderung geniigt. Lasst man 
nun in der Vorstellung die Ebene sich um A^ herumbewegen, so sieht 
man die Gerade a langs der drei Geraden A, A,, A^ fortgleiten, und zwar 
so, dass sie nothwendiger Weise nach und nach in die Lage jeder anderen 
Geraden b, c, d, ... gelangt, die der Aufgabe gentigt. Zugleich folgt 
daraus, dass durch jeden Punct jeder der zwei Geraden A, A, eine, aber 
nur eine einzige schneidende Gerade geht. Denn da die Ebene 
durch ihre Bewegung ein Ebenenbiischel Aj beschreibt, so sind die Gera- 
den A, Aj, in Ansehung der entsprechenden Punctepaare a imd a,, B und 
Bj, u. s. w., in welchen sie nach einander von jener bewegten Ebene ge- 
schnitten werden, projectivisch (§ 28, HI), d. h. sie werden von den ge- 
sammten Geraden a, b, o, d, . . . , welche die drei Geraden A, A, , A^ 
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achneiclen, proj’ectivisch geschnitten, so dass diese Schaar Gerader ihre 
Projectionsstralilen sind. Diejenigen zwei schneidenden Geraden oder Pro- 
jectionsstrahlen q, r, welche nach den unendlicli entfernten Puncten q, x\ 
der Geraden A, gerichtet sind, also die Parallelstralilen (§ 9), erlialt 
man, wenn die bewegte Ebene in die Lage koinmt, wo sie init A oder 
A^ parallel ist; ist sie namlicb mit A parallel, so wird sie die andere 
Gerade Aj im Puncte schneiden, und ist sie mit Aj parallel, so wird 
sie der A im Puncte r begegnen, und alsdann sind die Stralilen, welche 
man durch diese Puncte q^, r den Geraden A, A^ parallel zieht, die ge- 
nannten Parallelstrahlen q, r. Hierdurch ist auch zugleich die Aufgabe ge- 
lost: „Diejenige Gerade (q oder r) zu finden, welche irgend zwei 
(im Raume) gegebene Gerade (A3 und A^, oder und A) schneidet 
und mit irgend einer gegebenen dritten Geraden (A oder AJ pa- 
rallel ist.^^ 

Gleich wie die zwei Geraden A, Aj von der Schaar Gerader a, b, c, 
d, ... projectivisch geschnitten w-erden, eben so werden auch die zvxd 
Geraden A, A^, oder A^, Ag, und also alle drei Geraden A, A^, A^ von 
denselben projectivisch geschnitten. 

b) In einer der drei gegebenen Geraden, etwa in A3, nehme man 
einen beliebigen Punct 03 an, und denke sich durch diesen und durch die 
zwei ubrigen Geraden A, A^ zw^ei Ebenen a, a^, so wird die Durchschnitts- 
linie a der letzteren offenbar der obigen Forderung geniigen, d. h. sie 
wird die drei Geraden A, A^, A2 schneiden. Lasst man nun in der Vor- 
stellung den Punct sich in der Geraden A^ fortbewegen, so wird die 
genannte Durchschnittslinie a langs der drei festen Geraden A, Aj, A3 
fortgleiten, und zwar so, dass sie nach und nach in die Lage Jeder an- 
deren Geraden b, c, d, . . . gelangt, die der Aufgabe geniigt. Durch jeden 
Punct der Geraden Ag geht demnach eine, und nur eine Gerade, welche 
die drei festen Geraden A, Aj, Ag schneidet. Wahrend der Punct Ug die 
Gerade A^ durchlauft, drehen sich die genannten Ebenen a, um die 
Axen A, A^ und beschreiben also zwei Ebenenbiischel A, A^, die unter 
sich projectivisch sind, weil beide mit der Geraden A^ perspectivisch sind, 
und deren entsprechenden Ebenen a und a^, p und p^, y Tn 
jene Schaar Gerader a, b, c, . . . zu Durchschnittslinien haben. Im Falle, 
wo der unendlich entfernte Punct der Geraden Ag an die Stelle des be- 
wegten Punctes tritt, werden offenbar die zugehorigen Ebenen (oc, aJ 
der Geraden A^ parallel, und folglich wird auch ihre Durchschnittslinie 
dieser Geraden parallel, so dass man also daraus ein zweites Verfahren 
entnehmen kann, um die vorhin (a) angefiihrte besondere Aufgabe : „eine 
Gerade zu finden, welche irgend zwei gegebene Gerade A, A^ 
schneidet und mit irgend einer gegebenen dritten Geraden A3 
parallel ist, “ zu losen; legt man namlich durch A, A^ diejenigen zwei 
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Ebenen, welche der parallel sind, so ist ilu^e Durchschnittslinie die 
verlangte Gerade. 

Ebenso wie die genannte Schaar schneidender Geraden a, b, c, d, . . . 
die Durclisclinittslinien der entsprecbciiden Ebenenpaare a nnd ^ und 
pj, u. s. w. zweier projectivisohen Ebenenbiischel A, A^ sind, sind sie es 
auch sowolil Yon zwei projectiyischen Ebenenbiischeln A, Ag, als Aj, A2 
und mithin Yon drei projectiYisclxen Ebenenbiischeln A, A^, Ag. 

in, Irgend drei beliebige Gerade A, A^, A3 im Raume, wovon keine 
zwei in einer Ebene liegen, konnen also (H) Yon einer unzahligen Schaar 
anderer Geraden a, b, c, d, ... geschnitten werden, und zwar finden da- 
bei die Umstande statt, dass je zwei von jenen drei Geraden durch die 
Schaar Gerader projectivisch geschnitten werden, und dass sie andererseits 
die Axen zweier projectivischen Ebenenbiischel sind, deren entsprechende 
Ebenen die Schaar von Geraden zu Durchschnittslinien haben. Da die Lage 
von zwei solchen projectivischen Geraden oder Ebenenbiischeln, wie etwa A 
und A^, als eine beliebige schiefe Lage angesehen werden kann, so ist zu 
vermuthen, dass auch umgekehrt die Projectionsstrahlen a, b, c, d, . . . irgend 
zweier schiefliegender projectivisclier Geraden A, Aj, oder die Durch- 
schnittslinien a, b, c, d, . . . der entsprechenden Ebenenpaare irgend zweier 
schiefliegenden projectivischen Ebenenbiischel A, Aj allemal von vielen 
anderen Geraden, wde etwa A3, geschnitten werden konnen. Diese Ver- 
muthung wird, wie folgt, als wahr erwiesen: 

Befinclen sich zwei projectivische Gerade A, Aj in beliebiger 
schiefer Lage im Raume, und man legt irgend eine Gerade Ag so, dass 
sie irgend drei Projectionsstrahlen derselben schneidet, etwa die Projections- 
strahlen a, b, c (II), so werden, wenn man sich fiir einen Augenblick die 
Schaar Gerader denkt, w^elche die drei Geraden A, A^, Ag schneiden, die 
beiden gegebenen Geraden A, Aj von denselben projectivisch geschnitten 
(H), da nun die drei Geraden a, b, c sowohl zu dem einen als zu dem 
anderen System von Projectionsstrahlen der Geraden A, A^ gehoren, und 
da die projectivische Beziehung der letzteren durch drei Projectionsstrahlen 
bestimmt ist, so sind folglich die ursprimglichen Projectionsstrahlen a, b, 
c, d, e, ... der Geraden A, A^ und die genannte Schaar Gerader, welche 
die drei Geraden A, A^, schneiden, eine und dieselbe Schaar von 
Geraden, und folglich schneidet jede Gerade A^, welche irgend drei Pro- 
jectionsstrahlen a, b, c der gegebenen Geraden A, A^ begegnet, auch alio 
iibrigen Projectionsstrahlen d, e, . . . derselben. 

h) Befinden sich zwei projectivische Ebenenbiischel A, A^ in belie- 
biger schiefer Lage, und legt man irgend eine Gerade A2, welche irgend 
drei Durchschnittslinien von entsprechenden Ebenenpaaren schneidet, etwa 
die Durchschnittslinien a, b, c der Ebenenpaare a und a^, p und y und* 
Yj, so wird dieselbe nothwendiger Weise auch alien iibrigen Durclischnitts- 
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linien entsprechender Ebenen begegnen; denn wollte man sicli um die 
namliclien Axen A, A^ zwei andere Ebenenbnschel denken, die unter sicli 
projectivisch imd zwar beide zugleich mit jener Geraden perspectiviscli 
waren, so dass je zwei entsprechende Ebenen derselben dm'ch den nam- 
liclien Punct der Geraden A 2 gingen, so wiirden dieselben niclit von den 
gegebenen Ebenenbuscheln A, Aj verscMeden sein konnen, weil sie mit 
diesen die genannten drei entspreclienden Ebenenpaare gemein hatten, 
durcli welche eben die projectivische Beziehung bestimmt ist. 

Aus beiden vorstelienden Betraclitungen (a, b) folgt also: 


1) „Die Projectionsstralilen 
a, b, c, d, ... zweier projecti- 
vischen Geraden A, A^, die sicli 
in beliebiger schiefer Lage im 
Raume befinden, konnen von 
unzahligen Geraden A 2 , A^, 

A 4 , . . . geschnitten werden, 
und zwar schneidet jede der 
letzteren alle jene Projections- 
strahlen, sobald sie irgend 
drei derselben begegnet." 


1 ) „Die Diirchschnittsli- 
nien a, b, c, d, ... der entspre- 
chenden Ebenen zweier schief- 
liegenden projectivisclien Ebe- 
nenbiischel A, Aj konnen von 
unzahligen Geraden Ag, A 3 , 
A^, . . . geschnitten werden, 
und zwar schneidet jede der 
letzteren alle jene Durch- 
schnittslinien, sobald sie ir- 
gend drei derselben begegnet.^ 


2) „Demnach haben die Projectionsstrahlen zweier schief- 
liegenden projectivischen Geraden A, Aj im Raume und die 
Durchschnittslinien der entsprechenden Ebenen zweier schief- 
liegenden projectivischen Ebenenbuschel A, A^ gleiche Eigen- 
schaft, namlich sie sind eine Schaar von Geraden a, b, c, d, e, ..., 
welche von einer aiideren Schaar von unzahligen Geraden A, A^, 
Ag, Ag, A 4 , ... geschnitten werden, und zwar sind (zufolge 11 ): 


je zwei Gerade, die zu der 
einen oder zu der anderen 
Schaar gehoren, unter sich 
projectivisch, und die jedes- 
malige andere Schaar Gerader 
sind ihre Projectionsstrahlen." 

Oder 

3) „Wenn im Raume irgend 
drei Gerade A, Aj, Ag, woven 
keine zwei in einer Ebene lie- 
gen, gegeben sind, so giebt es 
in denselben unzahlige Mai 
drei solche Puncte, die in einer 


je zwei Gerade, die zu der 
einen oder zu der anderen 
Schaar gehoren, die Axen pro- 
jectivischer Ebenenbuschel, 
deren entsprechende Ebenen 
die andere Schaar zu Durch- 
schnittslinien haben." 

(H): 

3 ) „Wenn im Raume irgend 
drei Ebenenbuschel A, A^, A^, 
von deren Axen keine zwei in 
einer Ebene liegen, gegeben 
sind, so giebt es in denselben 
unzahlige Mai drei solche Ebe- 
24 
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Geraden liegen, so class also nen, die sich in einer Geraden 

dieselbeii von einer unzaliligen sclineiden, welche den drei 

Schaar Gerader a, b, c, d, ... Axen begegnet, so dass also 

gesclinitten werden konnen, diese von einer Schaar Gera- 

iind diese letzteren konnen der gesclinitten werden, welclie 

hinwieder von einer anderen ebenfalls von einer anderen 

Schaar Gerader geschnitten Schaar Gerader gesclinitten 

werden, zn welchen auch jene werden, zu welcher jene drei 

drei Geraden gehdren; Oder: Axen gehoren; oder: 

„Wenn im Raume irgend drei Gerade A, A^, A^ irgend drei 
andere Gerade a, b, c sclineiden, so sclineiden alle Geraden d, 
e, . welche den drei ersten begegnen, alle Geraden A^, A^, ..., 
welche den drei letzten begegnen*"^); und es haben die zwei 
Schaaren Gerader A, A^, Ag, A., A^, . . . a, b, c, d, e, ... solche Be- 
ziehnng zu einander: 

dass je zwei Gerade, die der • dass je zwei Gerade aus einer 
namlichen Schaar angehdren, Schaar die Axen projectivi- 

unter sich projectivisch sind scher Ebenenbiischel sind, de- 

und zwar die andere Schaar ren entsprechende Ebeiien die 

Gerader zu Projectionsstrah- andere Schaar zu Durch- 

len haben." schnittslinien haben." 

lY. Zwei solche zusannnengehorige Schaaren von Geraden, die ein- 
ander gegenseitig sclineiden, erfullen eine windschiefe, krumme Flaclie 
zweiter Ordnung, namlich das „einfache Hyperboloid" Qiyperholo'ide a 
une nappe), Man kann clalier, den vorstehenden Satzen gemass, auch sagen: 

1) „Irgend zwei im Raume 1) „Irgend zwei im Raume 

beliebig schiefliegeude projec- beliebig schiefliegende projec- 

tivische Gerade A, Aj erzeugen tivische Ebenenbiischel A, A^ 

ein einfaches Hyperboloid, d. h. erzeugen ein einfaches Hyper- 

sie und alle Hire Projections- boloid, d. li. die Durchschnitts- 

strahlen, nebst der Schaar Ge- linien ihrer entsprechenden 

rader, welche die letzteren Ebemen, nebst der Schaar Ge- 

schneiden, liegen in einem ein- rader, welche dieselben schnei- 

fachen Hyperboloid." den, liegen in einem einfachen 

Hyperboloid." 

Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als durch zwei projec- 
tivische Gerade oder Ebenenbiischel A, A^ erzeugt angesehen werden soli, 
so mag es durch [AAJ bezeichnet werden. 

*) Diese Eigenschaft wird hier mittelst der projectivischen Beziehungen nnstreitig 
viel einfacher bewiesen, als es z. B. bei dem Beweise der Fall ist, welchen Hachette 
im Journal fur Mathematik, Bd. 1. S. 342 mittbeilt. 
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Aus clem Obigen folgen ferner unmittelbar iiaclisteliende Eigenschaften 
des einfaclien Hyperboloids: 

2) „Das einfaclie Hyperboloid kann auf zwei Arten durcli 
Bewegung einer Geradeii a oder A, welclie sicli Kings drei festeii 
Geraden A, Aj, A., oder a, b, c fortbewegt, erzeugt werden (HI, 3); 
oder es entliiilt zwei Scliaaren von Geraden (oder zwei Systeme 
von Stralilen), welche einander sclineiden, nnd welclie die vor- 
liin (HI, 3) angegebene Bezieliung zu einander haben, niimlicli: 

dass die Geraden jeder dass die Geraden jeder 

Scliaar nnter sicli projectiviscli Scliaar Axen projectivisclier 
sind, nnd zwar die andere Ebenenbiiscliel sind, deren ent- 
Scliaar Gerader zu Projections- sprecliende Ebenen die andere 
stralilen liaben.“ Scliaar Gerader zu Durcli- 

sclinittslinien haben. 

Da liiernach jede Gerade aus der einen oder aus der anderen Scliaar 
Axe eines Ebenenbiiscliels ist, dessen Ebenen durcli die jedesmalige andere 
Scliaar Gerader gelien, so folgt also von selbst die bekannte Eigenschaft: 

3) „Jede Ebene, welche das einfaclie Hyperboloid in irgend 
einer Geraden schneidet, sclineidet dasselbe allemal noch in 
irgend einer anderen Geraden, und diese zwei Geraden gehoren 
niclit zu einerlei Schaar.“ 

Jede solche Ebene, in der zwei Strahlen des Hyperboloids liegen, 
lieisst jjBeriilirungsebene" des Hyperboloids, und der Punct, in welchem 
sich die zwei in ihr liegenden Stralilen schneiden, heisst ihr ^Beriili- 
rungspunct." Mit Eiicksiclit auf diese Bemerkung lassen sicli jetzt die 
obigen Satze (§ 50), wie folgt, aussprechen: 

4) „Alle Beriilirungsebenen 4) „Der gegenseitige Durch- 

eines Hyperboloids, die durch schnitt eines einfachen Hyper- 
irgend einen bestimmten Punct boloids und irgend einer belie- 
® gehen, umliiillen einen Ke- bigen Ebene E ist irgend ein 
gel zweiten Grades.^ Kegelschnitt/^ 

Da je zwei Gerade aus einer Schaar projectiviscli sind und die andere 
Schaar zu Projectionsstrahlen haben (2), und da sie im AJlgemeinen, wenn 
sie namlich nicht ahnlich sind, Parallelstrahlen haben (§ 9, 1), so miissen 
also irgend zwei Gerade aus der anderen Schaar mit ihnen parallel sein, 
und daher folgt weiter: 

5) „Die zwei Schaaren Gerader eines einfachen Hyperboloids 
sind paarweise parallel, d. h. mit jeder beliebigen Geraden aus 
der einen Schaar ist eine bestimmte Gerade aus der anderen 
Schaar paralleL“ 

Spater, im dritten Band, wird durch weitere Entwickelung zu dem 
letzten Satze noch folgende Eigenschaft hinzugefugt werden: 

24 ‘^ 
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6 ) „AlleEbenen, welclie sich durch die verschiedenen Paare 
paralleler Geraden (5) eines einfaclien Hyperboloids legen lassen, 
sclineiden einander in einem und demselben Puncte, namlicli im 
Mittelpuncte des Hyperboloids, und alle beriiliren einen be- 
stimmten Kegel zweiten Grades, welclier Asymptoten-Kegel des 
Hyperboloids genannt wird.^^ 

Angenommen es seien etwa a und A zwei parallele Gerade, so werden, 
wenn man sicli den Ebenenbuschel A denkt, dessen Ebenen p, 7 , 
siimmtlicb der Geraden a parallel sein, und da dieselben durcli die Scliaar 
Gerader b, c, d, ... gelien, zu welcher aucli a gebort (3), so folgt also 
durch Umkelirung der nachstehende Satz: 

7) „Legt man durcli eine Scliaar Gerader eines einfaclien 
Hyperboloids Ebenen, welche sainmtlich mit irgend einer zu 
dieser Schaar gehbrigen Geraden (a) parallel sind, so sclineiden 
sich alle diese Ebenen in einer und derselben Geraden (A), welche 
der anderen Scliaar angehort, und welche jener besonderen Gera- 
den (a) parallel ist/^ 

Yon den Geraden, die in einem einfaclien Hyperboloid liegen, ist noch 
folgende inerkwiirdige Eigenschaft, die sich auf ihre Richtung bezieht, 
anzugeben. Betrachtet man das Hyperboloid als durch zwei Ebenenbuschel, 
etwa durch die Ebenenbuschel A, A^ erzeugt, und denkt sich einen dritten 
Ebenenbuschel §1, der dem A gleich ist, und der so liegt, dass die ent- 
sprechenden Ebenen (und also auch die Axen) der Ebenenbuschel A, SI 
parallel sind, und dass sich die Axen der Ebenenbuschel % A^ schneiden, 
so werden also auch die zwei letzten Ebenenbuschel projectivisch sein und 
einen Kegel [SCA^] zweiten Grades erzeugen (§ 38, II). Da die ent- 
sprechenden Ebenen der Ebenenbuschel A, SI parallel sind, und mithin 
von den entsprechenden Ebenen des Ebenenbuschels Aj in parallelen Gera- 
den gesehnitten werden, so folgt also, dass die Strahlen des Hyperboloids 
[AAj] mit den Strahlen des Kegels [31 AJ parallel sind, d. h. es folgt 
daraus der nachstehende interessante Satz: 

8 ) „Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen Hyperboloids 
sind mit den Strahlen irgend eines bestimmten Kegels zweiten 
Grades parallel, so dass, wenn man durch irgend einen belie- 
bigen Punct Strahlen sich denkt, welche den Strahlen des Hy- 
perboloids parallel sind, dieselben eine bestimmte Kegelflache 
zweiten Grades erfullen‘‘ ’^). 

*) Die Strahlen des Hyperboloids sind namentlich mit denen seines Asymptoten-Kegels 
(6) parallel, nnd zwar liegt jeder Strahl des letzteren in der Mitte zwischen denjenigen heiden 
Strahlen des Hyperboloids, mit welchen er parallel ist nnd mit denen er in einer Ebene liegt. 
Diese Eigenschaft nebst den obigen (3, 5, 6, 7, 8 und 9, b) habe ich schon bei einer friiheren 
Gelegenheit, im Jour n. f. Math em. Bd. II. S. 268, mitgetheilt. (Of. S. 145 dieser Ausgabe.) 
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Aus clem letzten Satze und aus den obigen Siitzen (2, 4 rechts) folgt 
weiter : 

9) „Das einfache Hyperboloid wird, ausser den obigen Fallen (1, 2), 
imter anderen auch clurch folgende Angaben bestimmt und auf die clabei 
bemerkte Art erzeugt; namlich: 

a) „wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar gehoren, und ir- 
gend ein ebener Schnitt (4 rechts) desselben gegeben sind, d. h. 
wenn im Raume irgend ein Kegelschnitt K und irgend zwei ihn 
schneidende Gerade, etwa A, Aj, wo von aber keine in seiner 
Ebene liegt, und die auch nicht zusammen in einer Ebene liegen, 
gegeben sind; denn wird alsdann eine dritte Gerade a so bewegt, 
dass sie stets die drei gegebenen festen Elemente K, A, A^ sclinei- 
det, so beschreibt sie die genannte Flache; oder wird alsdann 
durch jeden Punct des Kegelschnittes K eine Gerade gelegt, welche 
die zwei gegebenen Geraden A, A^ schneidet (II), so sind alle 
jene Geraden die eine Schaar, und die zwei gegebenen Geraden 
gehoren zu der anderen Schaar Gerader der genannten Flache 

b) „wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar gehoren, und 
irgend ein Kegel, mit dessen Strahlen beide Schaaren Gerader 
parallel sind, gegeben sind; d. h. wenn irgend ein Kegel K zweiten 
Grades und irgend zwei Gerade A, Aj, welche 'init zwei Strahlen 
des Kegels parallel sind, aber nicht in einer Ebene liegen, gegeben 
sind; denn alsdann beschreibt eine dritte Gerade, die sich so bewegt, 
dass sie stets die zwei gegebenen festen Geraden schneidet und 
bestandig ii’gend einem Sti*ahl des Kegels parallel lauft, die ge- 
nannte Flache; oder wil'd alsdann mit jedem Strahl des Kegels 
eine Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen Geraden 
schneidet (H), so sind aUe solche Geraden die eine Schaar, und 
die zwei gegebenen Geraden gehoren zu der anderen Schaar Gera- 
der der genannten Flache 

c) „wenn irgend zwei zu derselben Schaar gehorige Gerade A, A^ 

und die Richtungen irgend dreier anderen Geraden gegeben sind; 
denn da diese Richtungen dreien Geraden sowohl von der einen 
als der anderen Schaar angehoren (5), so sind also (zufolge 11) 
diejenigen drei Geraden zu finden, welche die gegebenen zwei 
Geraden A, A^ schneiden, d. h. welche nicht mit diesen aus 
gleicher Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2) eintritt; (auch 
kann der gegenwartige Fall auf den vorhergehenden (b) zuriick- 
gefuhrt werden).^ ^ 

Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen: 

10) „Das einfache Hyperboloid ist der Form oder Gattung 
naoh bestimmt, sobald irgend funf Strahlen desselben der Rich- 
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tung nach gegeben sind, d. h. es siiid alsdann die* Richtungen 
aller iibrigen Strablen, also der Asymptotenkegel, genau be- 

52, In besonderen Fallen, wo die betrachteten projectiviscben Ge- 
bilde entweder alinlich sind, oder eigenthiimliche Lage zu einander haben, 
erhalt aiich die diirch sie erzeugte Flache, welche vorhin im AUgemeinen 
das einfache Hyperboloid war (§ 51, IV), besondere Gestalt, oder geht in 
GrenzfaUe iiber, die zii verscliiedenen, theils bekannten, interessanten 
Satzen flihren. 

I. Angenommen es seien irgend zwei Gerade, die einander nicht 
schneiden, aus einer der zwei Schaaren von Geraden A, Aj, A^, Ag, ... imd 
a, b, c, d, ... (§ 51, IV), etwa die zwei Geraden A, A^, projectiviscli 
abnlich, so miissen ilire imendlicli entfernten Piiucte einander entsprechen 
(§ 13, 1), und also muss einer ihrer Projectionsstralilen, d. li. eine Gerade 
der anderen Schaar (a, b, c, ...), unendlich entfernt sein, und dalier folgt 
weiter, dass niclit nur jene zwei Geraden, sondern dass je zwei Gerade 
der ersten Schaar A, A^, A^, ... projectiviscli alinlich sind, weil sie 
denselben imendlich entfernten Projectionsstrahl haben. Denkt man sich 
den Ebenenbiischel, w^elcher irgend eine Gerade der ersten Schaar, etwa 
die Gerade A^, zui* Axe hat, so werden dessen Ebenen ag, pg, ^ 2 ? ••• 
durch die zweite Schaar Gerader a, b, c, . . . gehen (§ 51, IV), und es 
wird diejenige Ebene, welche nach der vorerwahnten unendlich entfernten 
Geraden gerichtet ist, nothwendiger Weise den Geraden A, Aj parallel 
sein, weil sie nach ihren unendlich entfernten Puncten gerichtet ist, und 
folglich vereinigt diese Ebene die Richtungen der drei Geraden A, A^, Ag 
in sich; da ein Gleiches stattfindet, wenn anstatt der Geraden irgend 
eine der iibrigen Geraden Ag, A^, ... angenommen wird, und da durch 
die Richtungen der zwei ersten Geraden A, A^ alle Richtungen einer 
Ebene bestimmt sind, so miissen folglich die Richtungen aller Geraden A, A^, 
Ao, A 3 , A^, . . . einer einzigen Ebene angehoren, d. h, die Geraden dieser 
Schaar miissen sammtlich einer Ebene parallel sein, und zwar kann durch 
jede Gerade eine solche Ebene gelegt werden, mit welcher alle parallel 
sind, und welche also alle Richtungen der Geraden enthalt; alle solche 
Ebenen sind folglich unter sich parallel, sie bilden einen Ebenenbiischel, 
der aus einem System Parallelebenen hestelit und dessen Axe die genannte 
unendlich entfernte Gerade der zweiten Schaar ist. Zur leichteren Fest- 
haltung mag diese unendlich entfernte Gerade durch e bezeichnet werden, 
dann heissen die Parallelebenen, nach der Reihe, in der sie dm’ch die 
Geraden A, Aj, A 3 , Ag, . . . gehen, e, s^, Sg, . . . . Diese Parallelebenen 
werden, da sie durch die erste Schaar Gerader A, A^, Ag, Ag, . . , gehen, 
die andere Schaar langs derselben schneiden, und zwar werden sie die 
selben projectivisch alinlich schneiden, weil Parallelebenen alle Gera- 
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den, denen sie begegnen, in gleicbem Verhaltniss theileu, imd folglicli 
wird auch die zweite Scliaar Gerader a, b, c, d, ... von der ersten 
projectiviscli ahniich geschrdtten, daher miissen ihr auch dieselben 
Eigenschafteii zukommen, wie der ersten, namlich es muss einer ihrer 
Projectionsstrahlen, d. li. eine Gerade der ersten Schaar, die Au lieissen mag, 
unendlich entfernt sein, ferner miissen ihre Geraden sammtlich einer Ebene 
parallel sein, so dass durcli jede von ihnen eine Ebene gelit, mit welclier 
sie alle parallel sind, und dass alle diese Ebenen, die nach der Reihe an, 
Pn, Tn, Sn, ••• heisson, iinter sich parallel sind, und einen Ebenenbiiscliel 
bilden, dessen Axe die genaimte unendlich entfernte Gerade An der ersten 
Schaar ist. 

Man stelle sich nun wiederum den vorhin erwahnten Ebenenbiiscliel 
A2, dessen Ebenen a.,? T2? die zweite Schaar Gerader a, b, 

c, . . . gehen, vor, und achte auf den ebenen Strahlbiischel, in welchem 
er von einer der Parallelebenen an, pn. To? •••? Ebene an, 

geschnitten wird, eiii Strahlbiischel, welcher ebenfalls an heissen soil, so 
werden offenbar die Strahleu an, bn, Cn, ... dieses Strahlbiischels den Gera- 
den a, b, c, ... der zweiten Schaar parallel sein (weil, w^enn z. B. eine 
Gerade a einer Ebene an parallel ist, dann jede dm’ch a gehende Ebene 
ag die Ebene an in einem StraH an schneidet, der mit a parallel ist), 
woraus also folgt, dass diese Schaar Gerader genau alle Richtungen eihes 
ebenen Strahlbiischels an, oder genau alle Richtungen einer Ebene an, ent- 
halt. Aus gleichen Griinden muss auch die erste Schaar Gerader A, 
A^, A2, A3, ... alle Richtungen eines ebenen Strahlbiischels, oder einer* 
Ebene, namlich der durch sie gehenden Parallelebenen s, Sj, e^, ..., um- 
fassen. Da der Ebenenbiischel Ag einerseits mit dem ebenen Stralilbiischel 
an in Ansehung der Elemente a^, pg, Ts? i^Dd an, bn, Cn, ..., und 
andererseits mit der Geraden A in Ansehung der Elemente P2, t^? - • • 
und a, h, c, . . . (wo namlich a, b, c, . . . die Puncte sind, in welchen die 
Gerade A zugleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, c, . . . geschnitten 
wird) perspectivisch ist, so sind folglich der ebene Strahlbiischel an und 
die Gerade A in Ansehung der Elemente an, bn, Cn, ... und a, b, c, . . . 
projectivisch, und da ferner die Gerade A mit alien xibrigen Geraden der 
ersten Schaar A^, Ag, A3, ... projectivisch ist, so folgt also, dass die 
zweite Schaar Gerader a, b, c, . . . den Strahlen an, bn, Cn, ... eines 
ebenen Strahlbiischels an parallel ist, welcher mit den Geraden der ersten 
Schaar A, A^, Ag, A3, projectivisch ist. Desgleichen ist die erste 
Schaar Gerader A, A^, Ag, A3, ... den Strahlen eines ebenen Stralil- 
biischels parallel, welcher mit der zweiten Schaar Gerader a, b, c, . . . 
projectivisch ist, und welcher, z. B. in der Ebene s da^gestellt, e heissen 
soli. Da, wie vorhin bemerkt worden, die zwei Schaaren Gerader A, A^, 
Ag, A3, . . ., a, b, c, d, . . . mit zwei Ebenen s, an (oder vielmehr mit 
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zwei vSystemen Parallelebenen s, e^, an, pn, Tn, *•) parallel sind, 

und zwar genau alle Riclitungen derselben erschopfen, wogegen sie friiher 
beim allgemeinen Falle mit den Strablen eines Kegels zweiten Grades (des 
Asymptotenkegels) parallel waren (§ 51, IV, 8), so folgt also, dass dieser 
Kegel im gegenwartigen Falle sich. in jene zwei Ebenen aufgelost bat und 
somit in einen Grenzfall iibergegangen ist. Jene Ebenen baben ferner die 
Eigenscbaft, dass, da jede durcb eine endlicb entfernte und durcb eine 
unendlicb entfernte Gerade gebt, und da der Durcbscbnitt zweier solcben 
Geraden notbwendiger Weise unendlicb entfernt sein muss, ibre Beriibrungs- 
puncte (§ 51, IV) mit der krummen Flacbe (welcbe dmnb die zwei Scbaaren 
Gerader erftillt wkd) unendlicb entfernt sind, wober denn jede solcbe Ebene 
„Asymptotenebene“ genannt werden kann, so dass also im gegenwar- 
tigen Falle der Flacbe zwei Systeme Asymptotenebenen e, s^, Sg, an, 
pn, Tn? • • • zukommen. 

Die Geraden A, A^, Ag, A 3 , ... der einen Scbaar sind projectiviscb 
abnlicb, imd zwar in Ansebung der Puncte, in welcben sie von den Asymp- 
totenebenen an, pn, Tn? ••• gBscbuitten werden (weil diese Ebenen durcb die 
zweite Scbaar Gerader a, b, c, . . . geben), daber werden je zwei derselben, 
welcbe unter gleicben Winkeln zu diesen Ebenen geneigt sind, offenbar 
projectiviscb gleicb sein, und dass sie in der That paarweise projecti- 
viscb gleicb sind, und dass ein Gleicbes “bei der zweiten Scbaar Gerader 
a, b, c, d, ... stattfindet, kann leicht gezeigt werden. Denn man denke 
sicb zwei Asymptotenebenen, etwa s und an, nenne ibre Durchscbnittslinie 
X, und denke sicb in der letzten Ebene a^ den ebenen Strablbiiscbel an, 
dessen Strablen an, bn, Cn, ... den Geraden a, b, c, . . . parallel sind, so 
wird irgend ein bestimmter Strabl zu der Durcbscbnittslinie X senkrecbt 
sein, und sodann werden von den libxigen Stralden immer zwei und zwei 
sowobl mit jenem Strabl, als mit der Dm'cbscbnittslinie X gleicbe Winkel 
bilden, und daber notbwendiger Weise zu der ersten Ebene s unter glei- 
cben Winkeln geneigt sein, woraus dann weiter folgt, dass aucb die ibnen 
parallelen Geraden a, b, c, . . . paarweise mit der Ebene e gleicbe Neigungs- 
winkel bilden, und folglicb paarweise projectiviscb gleicb sind. Diejenige 
Gerade aber, welcbe dem besonderen Strahle, der zu der Durcbscbnitts- 
linie X senkrecbt ist, parallel ist, kann mit keiner anderen projectiviscb 
gleicb sein: angenommen es sei dies die Gerade a, durcb welcbe die 
Asymptotenebene an gebt, so wud also a auf X senkrecbt steben; aus glei- 
cben Griinden muss unter den Geraden A, A^, A 2 , A 3 , . . . der ersten Scbaar 
sicb eine bestimmte beflnden, die mit keiner anderen projectiviscb gleicb 
ist; angenommen es sei die Gerade A, durcb welcbe die Asymptotenebene 
s gebt, so wird also aucb A zu X senkrecbt sein; demnacb muss denn 
aucb die durcb die zwei Geraden a, A gebende Beriibrungs ebene (aA) 
aitf der Durcbscbnittslinie X, und folglicb auf beiden Systemen Asymptoten- 



Das hyperbolische Paraboloid. 


377 


52 . 

ebenen £, s^, . . . , an, pn, Tn? • • • zugleich seiikreclit steben; unter diesen 

Umstanden wird X und der Durchsclmittspunct der Geraden a, A, 

Oder der Beriihrungspunct der Ebene (aA), welcber §l lieissen mag, wird 
jjSclieiteP*^ der krmnmen Flache genannt. 

Wird die krumme Flache von irgend einer beliebigen Ebene E ge- 
schnitten, so muss der Sclinitt offenbar im Allgemeinen eine Hyperbel 
sein, denn da die Flache zwei unendlich entfernte Gerade hat, muss er 
zwei unendlich entfernte Puncte haben, nach denen namlich die zwei 
Durchsclinittslinien, in welchen die Asymptotenebenen s, an von der Ebene 
E geschnitten werden, gerichtet sind, er muss folglich eine Hyperbel sein, 
deren Asymptoten diesen Durchschnittslinien parallel sind; in dem beson- 
deren Falle aber, wo diese Dmxhschnittslinien der Axe X parallel sind 
(wo namlich die schneidende Ebene E der Axe X, oder der Durchschnitts- 
linie ii'gend zweier Asjmptotenebenen parallel ist),, und wo sie also, nach 
einem einzigen unendlich entfernten Puncte gerichtet sind, geht die ge- 
nannte Hyperbel in eine Parabel Tiber; den Asymptoten der genannten 
Hyperbel sind ferner auch irgend zwei Gerade aus den zwei Schaaren 
Gerader A, A^, A^, Ag, a, b, c, d, ... parallel, namlich jedesmal 
diejenigen zwei, welche jenen Durchschnittslinien parallel sind, in welchen 
die Asymptotenebenen s, an von der Ebene E gesclmitten werden. 

Je zwei Gerade aus einer der zwei Schaaren A, A^, Ag, ..., a, b, c, ... , 
wie z. B. die Geraden A, A^ , sind Axen zweier projectivischen Ebenen- 
blischel, deren entsprechende Ebenen die jedesmalige andere Schaar zu 
Durchschnittslinien haben (§ 51, HE), diejenigen zwei entsprechenden Ebenen 
aber, welche die unendlich entfernte Gerade e der anderen Schaar zur 
Durchschnittslinie haben, also die Ebenen s, miissen nothwendiger Weise 
parallel sein, und da dies die einzige Eigenthumlichkeit ist, wodurch sich 
in diesem Falle die zwei Ebenenbuschel auszeichnen, so ist klar, dass 
umgekehrt, wenn irgend zwei projectivische Ebenenbuschel A, Aj sich in 
solcher schiefen Lage befinden, wo irgend zwei entsprechende Ebenen pa- 
rallel sind, alsdann alle oben angegebenen Umstande und Eigenschaften 
stattfinden miissen. 

Unter diesen besonderen Umstanden heisst die krumme Flache nicht 
mehr einfaches Hyperboloid, sondern „hyperbolisches Paraboloid^. 
Aus der obigen Betrachtung folgen nachstehende Eigenschaften und Erzeu- 
gungsarten des hyperbolischen Paraboloids: 

1) „Das hyperbolische Paraboloid hat unter anderen fol- 
gende wesentliche Eigenschaften: a) es enthalt zwei Schaaren 
Gerader A, A^, Ag, Ag, ..., a, b, c, d, ..., die einander projecti- 
visch ahnlich schneiden; auch sind die Geraden jeder Schaar 
paarweise projectivisch gleich, so dass jede Gerade einer be- 
stimmten anderen Geraden projectivisch gleich ist; zwei Gerade 
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A, a, aus jeder Schaar eine, machen hierin eine Ausnahme, d. h. 
sie haben nicht ihres Gleichen; b) zwei andere Gerade An, e, 
aus jeder Schaar eine, sind unendlich entfernt; c) durch jede 
Schaar von Geraden geht ein System Parallelebenen, welche nach 
der unendlicli entfernten Geraden der anderen Schaar gerichtet, 
imd welche daher 'Asyinptotenebenen sind, so dass es also zwei 
Systeme paralleler Asymptotenebenen s, Sj, £ 3 , , an, Pn, Tn^ hat; 
d) die Geraden jeder Schaar sind den Asymptotenebenen, welche 
diirch die andere Schaar gehen, parallel, iind sie umfassen ge- 
naii alle Richtnngen dieser'Ebenen, so dass die Strahlen eines 
Strahlbhschels in einer dieser Ebenen genau die Richtnngen 
aller jener Geraden darstellen, d. h. jeder Strahl ist einer be- 
stimmten Geraden parallel, und aiich umgekehrt; e) jeder solche 
Strahlbiischel , dessen Strahlen mit den Geraden der einen 
Schaar parallel sind, ist mit den Geraden der anderen Schaar 
projectivisch (wobei namlich jeder Punct, in welchem eine die- 
ser Geraden von einer von jenen Geraden geschnitten wird, dem- 
jenigen Strahl des Strahlbhscliols entspricht, welcher der letzte- 
ren Geraden parallel ist); f) je zwei projectivisch gleiche Gerade 
(a) aus der einen Schaar sind zu den Asymptotenebenen, welche 
durch die andere Schaar gehen, unter gleichen Winkeln geneigt, 
und auch umgekehrt; g) jene zwei besonderen Geraden A, a, die 
mit keiner anderen projectivisch gleich sind, sind der Richtung 
nach zu den Durchschnittslinien der zwei Systeme Asymptoten- 
ebenen rechtwinklig, so dass also ihre Ebene (aA) zu alien 
Asymptotenebenen und zu deren Durchschnittslinien rechtwink- 
lig ist; ihr Durchschnittspunct 21 heisst Scheitel, und die Durch- 
schnittslinie X der durch sie gehenden Asymptotenebenen s, an 
heisst Axe, ihre Ebene (aA), die Beruhrungsebene im Scheitel, 
ist die einzige Beruhrungsebene, die auf der Axe X rechtwink- 
lig steht; h) endlich wird das Paraboloid von einer beliebigen 
Ebene E im Allgemeinen in einer Hyperbel geschnitten, deren 
Asymptoten den Durchschnittslinien, in welchen dieselbe die 
zwei Systeme Asymptotenebenen schneidet, und daher auch 
irgend zwei Geraden, die zu den zwei Schaaren Gerader (a) 
gehoren, parallel sind, und nur in dem besonderen Falle, wo die 
schneidende Ebene E der Axe X parallel ist, wird es in einer 
Parabel geschnitten"*). 

Das sogenannte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im zweiten Bande S. 2B8 
seiner Sammlung geometriseher Anfgaben betrachtet, ist, wie man bemerken 
wird, ein begrenzter Theil eines hyperbolischen Paraboloids, und die- daselbst bewie- 
senen Eigenschaften folgen nnmittelbar aus den Mer oben stehenden. 
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2) „Das hyperbolische Paraboloid ist unter anderen in fol- 
genden Fallen bestimmt imd wird auf die dabei bemerkten 
Arten erzeugt: 

a) diirch irgend zwei projectiyisch alinliche oder gleiche 
Gerade A, A^, die im Raume beliebig schief liegen; nam- 
licb die Geraden gehoren zu der einen Scliaar, und ihre 
Projectionsstrahlen sind die sanuntlicbcn Geraden der 
anderen Schaar; 

b) durcli zwei beliebige projectivisclie Ebenenbiischel A, A^, 
die im Raume schief liegen, aber so, dass irgend zwei 
entsprechende Ebenen parallel sind; namlich die Axen 
der Ebenenbiischel gehoren zii der einen Schaar, und die 
Durchschnittslinien ihrer entsprechenden Ebenen sind 
die Geraden der anderen Schaar; 

c) durch zwei projectivisclie Ebenenbiischel, wovon der 
eine aus einem System Parallelebenen besteht, also eine 
unendlich entfernte Axe (An oder e) hat, wahrend die Axe 
des anderen jene Ebenen schneidet; namlich ihre Axen 
gehoren zu der einen Schaar, und die Durchschnittslinien 
ihrer entsprechenden Ebenen sind die Geraden der an- 
deren Schaar, und die Parallelebenen sind das eine 
System Asymptotenebenen; 

d) durch irgend drei Gerade A, A^, A,, die mit irgend einer 
Ebene e parallel sind, aber wovon keine zwei in einer 
Ebene liegen; namlich die Ebene s ist eine Asymptoten- 
ebene, und die Geraden gehoren zu der einen Schaar, 
und alle sie schneidenden Geraden sind die Geraden der 
anderen Schaar, oder eine Gerade a, die sich so bewegt, 
dass sie stets jene drei schneidet, beschreibt die andere 
Schaar Gerader und somit die vorgenannte Flache; 

e) durch irgend zwei beliebige Gerade A, A^ im Raume und 
durch eine beliebige sie schneidende Ebene ccn, welche 
als Asymptotenebene amgenommen wird; namlich die 
Geraden gehoren zu der einen Schaar, und alle Geraden, 
welche dieselben schneiden und mit der Ebene an parallel 
sind, sind die Geraden der anderen Schaar, oder eine 
Gerade a, die sich so bewegt, dass sie stets jene zwei 
schneidet und bestahdig mit der Ebene parallel ist, be- 
schreibt die genannte Flache; 

f) durch irgend eine Gerade A und irgend einen ebenen 
Strahlbuschel a,,, die projectivisch sind und so liegen, 
dass jene nicht mit der Ebene des letzteren parallel ist; 
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namlicli die Ebene des StraMbiiscliels ist eine Asymp- 
totenebene, iind die Gerade gehort zu der einen Schaar, 
und diejenigen Geraden, die sie schneiden, und woven 
jede demjenigen Strabl des Strahlbxiscliels parallel ist, 
welcher ibrem Durchschnittspuncte entspricht, sind die 
Geraden der anderen Schaar, oder eine Gerade a, die 
sich so bewegt, dass sie stets jene Gerade A schneidet, 
und in jedem Augenblick dem ihrem Durchschnittspunct 
entsprechenden Strahl des Strahlbiischels parallel ist, 
beschreibt die genannte Flache‘^*). 

Die Zahl dieser Falle lasst sich leicht vermehren, z. B. dadurch, dass 
aiich die Hyperbel und Parabel (1, h) als bestimmende Elemente ange- 
nommen werden**). 

II. Vom hyperbolischen Paraboloid findet ein besonderer Fall statt, 
der sich zum allgemeinen Falle ahnlich verhalt, wie die gleichseitige Hy- 
perbel zur beliebigen, namlich derjenige Fall, wo die zwei Systeme 
Asymptotenebenen zu einander rechtwinklig sind. Haben A, a die 
ihnen bei der obigen Betrachtung (I) beigelegte Eigenschaft, dass sie zu 
der Durchschnittslinie X der Asymptotenebenen s, an rechtwinklig sind, 
so wird also im erwahnten besonderen Falle sowohl A zu der Ebene an, 
als a zu der Ebene s senkrecht sein, und daher wird A zu alien Geraden 
a, b, c, d, ..., und a zu alien Geraden A, Aj, A^, A 3 , ... senkrecht 
sein, weil diese Schaaren Gerader jenen Ebenen an, s parallel sind. Wird 
die krumme Flache unter diesen Umstanden „gleichseitiges hyper- 
bolisches Paraboloid" genannt, so folgen also fur sie nachstehende 
besondere Eigenschaften und Erzeugungsarten (I, 1): 

1 ) „Beim gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid sind 
a) die zwei Systeme Asymptotenebenen zu einander recht- 
winklig; b) eine bestimmte Gerade aus jeder Schaar Gerader 
ist zu alien Geraden der anderen Schaar (und zu den durch 


*) Bei dem Grenzfalle, wo die gegebene Gerade A der Ebene des Strahlbiischels 
parallel wird (sie in einem unendlich entfernten Puncte schneidet), tritt an die Stelle 
der genannten krnmmen Flache die Parabel, d. h. die auf die angegebene Art be- 
stimmten Geraden (zweite Schaar Gerader), nebst der gegebenen Geraden A, sind die 
gesammten Tangenten einer Parabel, deren Ebene mit der Ebene des Strahlbiischels 
parallel ist. 

Das synthetische Haiiptmerkmal, wodurch sich die gegenwartige Flache vom 
einfachen Hyperboloid nnterscheidet, besteht namlich darin, dass sie zwei unendlich 
entfernte Gerade enthalt; sobald daher aus irgend welchen Griinden folgt, dass die er- 
zeugte krumme Flache eine (oder zwei) unendlich entfernte Gerade hat, so ist daraus 
zu schliessen, dass sie nicht mehr das allgemeine einfache Hyperboloid, sondern die 
oben genannte Flache ist. 
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diese gehenden Asymptotenebenen) reclitwinklig.“ Und um- 
gekehxt: 

2) 5 ,Wenn bei einem hyperbolischen Paraboloid eine Gerade 
aus der einen Scliaar zu irgend zwei Geraden der anderen 
Schaar, oder zu einer Asymptotenebene, reclitwinklig ist, so 
ist es ein gleichseitiges.^*^ 

3) „Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid wird be- 
stimmt und erzeugt: 

a) durch irgend zwei projectivisch ahnliche Gerade, sobald 
sie im Raume in solche schiefe Lage gebracht werden, 
dass beide zu irgend einem und demselben Projections- 
strahl reclitwinklig sind; 

b) durch irgend zwei projectivische Ebenenbiischel, sobald 
sie in solche schiefe Lage gebracht werden, dass von 
den zwei entsprechenden Ebenenpaaren, welche die ent~ 
sprechenden rechten Winkel einschliessen (§ 30, VI), das 
eine oder andere Paar parallel ist; namlich die Durch- 
schnittslinie des anderen Paares ist alsdann eine der 
genannten Geraden A, a; 

c) durch zwei projectivische Ebenenbiischel, wovon der 
eine aus Parallelebenen besteht, auf welchen die Axe 
des anderen senkrecht steht; namlich diese Axe ist als- 
dann eine der genannten Geraden A, a; 

d) 1) durch irgend drei Gerade A^, A^, A 3 , wovon keine zwei 
in einer Ebene liegen, aber die irgend eine vierte Gerade 
a rechtwinklig schneiden; oder: 2 ) durch irgend zwei 
Gerade, die nicht in einer Ebene liegen, wenn sie als 
Gerade derselben Schaar angesehen werden, und zwar 
die eine als eine der genannten besonderen Geraden A, a; 
namlich eine dritte Gerade, die sich so bewegt, dass sie 
stets jene zwei gegebenen festen Geraden schneidet, und 
zwar zu der einen stets rechtwinklig ist, beschreibt die 
genannte Elache; 

e) durch irgend zwei Gerade, die nicht in einer Ebene lie- 
gen, und irgend eine Ebene, welche durch eine solche 
dritte Gerade geht, die der Richtung nach zu jenen zwei 
Geraden rechtwinklig ist (sie kann diese auch schneiden), 
wenn jene zwei Geraden als einer Schaar angehorend 
und die Ebene als Asymptotenebene angesehen wird; 
namlich alsdann wird eine Gerade, die sich so bewegt, 
dass sie stets jene zwei festen Geraden schneidet und 
bestandig jener festen Ebene parallel bleibt, die ge- 
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iiaiinte Fliiclie besclireiben (die Asyinptotenebene kann iibri- 
geus aucli imter folgenden Bedingungen gegeben werden: als 
Ebene, welclie anf irgend eiiier anderen, die den beiden Geraden 
parallel ist, reclitwinklig steht: oder welclie solche Lage hat, dass 
die Ebenen der Neignngswinkel, welclie die zw^ei Geraden init ilir 
bilden, parallel sind); 

f) durcli eine Gerade (A) und eineii ebenen Stralilbiiscliel (an), 
die projectiYiscli sind, woven erstere auf der Ebene des 
letzteren senkreclit stelit, und wenn die Gerade als der 
einen Schaar Gerader angehorend und die Stralilen des 
Stralilbiiscliels als der anderen Schaar Gerader parallel 
angenoinmen werden; namlich alsdann wird eine Gerade, 
die sich so bewegt, dass sie stets die gegebene feste 
Gerade schneidet und in jedem Augenblick demjenigen 
Stralil des Strahlbuschels parallel ist, welclier ihrem 
Durchschnittspunct (in Ansehung der projectivischen 
Beziehung) entspricht, die oben genannte Flache be- 
schreiben.^^ 

53. Andere besondere Falle (§ 52), wobei in Hinsicht der Erzeugungs- 
art, der Gestalt und der Eigenschaften der durcji projectivische Gebilde 
erzeugten krummen Flachen eigenthiimliche Umstande stattfinden, sind 
folgende : 

L Zunachst mogen einige Eigenschaften, deren Richtigkeit sich aus 
den ersten Elementen der Geometrie ergiebt, vorangeschickt werden. Wenn 
man namlich in einer Ebene zwei beliebige Strahlbiischel 33, betrachtet, 
so fmdet man, dass auf jedem Strahl des einen ein bestimmter Strahl des 
anderen reclitwinklig stelit; angenommen es seien die Strahleu’a, b, c, 
d, . . . des Strahlbuschels 33 nach der Reilie zu den Strahlen aj, bj, c^, 
dj, ... des Stralilbiischels 33^ I'echtwinklig. Die Durchschnittspuncte der 
zu einander reclitwinkligen Strahlenpaare liegen in einer Kreislinie, welche 
die Gerade S333i, die die Mittelpuncte der Strahlbiischel verbindet, zum 
Dui'chmesser hat. Daher sind die Strahlbiischel in Ansehung der zu ein- 
ander rechtwinkligen Strahlenpaare projectivisch (§ 38, HI). Also: 

„Irgend zwei ebene Strahlbiischel 33, 33i, die in einer Ebene 
liegen, sind in Ansehung der zu einander rechtwinkligen Strah- 
len a, b, c, d, ... und a^, b^, c^, d^^, ... projectivisch, und erzeugen 
einen Kreis, in welchem ihre Mittelpuncte die Endpuncte eines 
Durchmessers sind^*). 


^ Die bekannte Umkehnmg dieses Satzes beisst: 

„Bewegt sick ein rechter Winkel (aai) in einer Ebene so, dass seine 
Scbenkel a, ai stets dnrch irgend zwei feste Pnncte 33, iBi gehen, so 
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Mittelst dieses einfachen Satzes lasst sich nun leicht zeigen, class bei 
zwei ebenen Stralilbiisclieln 23, Sj, die in einem Strahlbiischel £) Hegen, 
und bei zwei Ebenenbiisclieln A, Aj , die im Raume oder in einem Strahl- 
biischel S) beliebig liegen, ahnlicbe Satze stattfinden, aus denen sicli 
mehrere merkwiirdige Folgerungen ziehen lassen. 

IL Man denke sicli zwei Ebenenbiischel A, A^, tleren Axen beliebige 
gegenseitige Lage liaben (nur niclit der Richtung nach zu einander reclit- 
winklig sind), so wd auf jeder Ebene des einen Ebeneubiischels irgend 
eine bestimmte Ebene des anderen reclitwinklig sein, so class also ilire 
Ebenen paarweise zu einander recbtwinklig sind. Angenominen es seien 
die Ebenen a, p, y, o, . . . des Ebenenbiischels A nach der Reilie zu den 
Ebenen Oj, ... des Ebenenbiischels A^ reclitwinklig , und die 

Durchsclinittslinien der zu einander rechtwinkligen Ebenenpaare heissen 
nach der Reihe Uo , b^ , cR , .... Man denke sich ferner irgend eine 

Ebene E, welclie zu der Axe des einen Ebenenbiischels, etwa zu A, recht- 
winklig ist, so wircl dieselbe die Ebenenbiischel A, A, in zwei ebenen 
Strahlbiischeln 25, schneiclen, deren Mittelpuncte 23, S5j namlich in den 
Axen A, A^, und deren Strahlen a, b, c, . . ., aj, bj, c^, ... in den Ebenen 
ct, p, y, . . ., Pj, y^, ... liegen (§ 27, II), und es wird die Ebene E zu 
alien Ebenen a, y, ... rechtwinklig sein, weil sie es zu der Axe A ist. 
Sodann ist Idar, class, da z. B. die Ebenen E, beide zu der Ebene a 
rechtwinklig sind, auch ihre Durchschnittslinie a^ zu derselben recht- 
winklig ist, und dass diese somit auch zu der Geraden a senkrecht ist, 
weil letztere in der Ebene a liegt; und da aus gleichen Grunden folgt, dass 
je zwei gleichnamige Strahlen der Strahlbiischel 23 , 25i, also b und b^, 
c und Cj, d und d^, u. s. w. zu einander rechtwinklig sind, so geht also 
daraus liervor: a) dass die Durchschnittspuncte aller dieser Sti*ahlenpaare 
in einer Kreislinie liegen, welche die Gerade S25i, die die Mittelpuncte 
der Strahlbiischel 25, 23i verbindet, zum Durclimesser hat (I) ; woraus denn 
w^eiter folgt; b) dass die Stralilbiischel 25, 25i, in Ansehung jener StraMen- 
paare, projectivisch sind, und c) class also auch die Ebenenbiischel A, A^ 
in Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenenpaare a und p 
und Pj, y und y^, u. s. w. projectivisch sind (well sie mit jenen Strahl- 
biischeln 25 , 25^ perspectivisch sind), und dass sie daher d) im Allge- 
meinen ein'besonderes, einfaches Hyperboloid (§ 51, lY, 1), oder e) wenn 
ihre Axen einander schneiden, einen besonderen Kegel zweiten Grades 
(§ 38, H) erzeugen, welches oder welcher von der Ebene E in clem ge- 

durchlauft sein Scheitel (a^i) eine Kreislinie, welche den Abstand der 
festen Puncte von einander zum Burchmesser hat.^ 

Dieser und der obige Satz sind ubrigens nur besondere Falle von denjenigen Siitzen, 
die man unter den gleichen Bedingungen erhalt, wenn, anstatt des rechten Winkels, 
irgend ein anderer bestimmter Winkel angenommen wird. 
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nannten Kreise (a) gesclmitten -wird, dessen Durchmesser SSSSj zu der 
Axe A senkrecM ist (weil diese zu E es ist), so dass also f) dieser Durcli- 
messer SSSj ein gleicliseitiges liyperbolisclies Paraboloid bescbreibt (§ 52, 
II, 3, d, 2), wenn die Ebene E sich selbst parallel fortbewegt wird. End- 
licli folgt noch, g) dass der Ebenenbiiscliel A und der ebene Strahlbiiscbel 
in Ansehung ihrer zu einander senkrecliten Elementenpaare oc und 
P und bj, 7 und c^, u. s. w. projectiviscli sind, weil beide es mit dem 
ebenen StraHbuschel 33 sind; oder man kann offenbar umgekehrt be- 
liaupten, dass, wenn man aus irgend einem Punct 23^ Lothe a^, b^, ... 

auf die Ebenen a, p, 7 ^ ... eines beliebigen Ebenenbiiscliels A fallt, als- 
dann alle Lotlie einen ebenen Stralilbiiscliel 25j bilden, dessen Ebene E 
(oder 33^) zu der Axe A des Ebenenbiischels senkrecht ist, und der mit 
diesem Ebenenbiischel, in Ansehimg ilirer zu einander recbtwinkligen Ele- 
mentenpaare, projectmsch ist, und zwar dergestalt, dass je zwei ent- 
sprechende Winkel, wie etwa (ab) und (ap), d. h. der Winkel irgend 
zweier Stralilen a, b mid der Winkel ihrer entsprechenden Ebenen a, p, 
gleick sind oder zusammen zwei Rechte betragen. 

Es ist ferner Folgendes zu bemerken: 

h) Fallt man aus einem beliebigen Puncte ® Lotlie a, b, c, . . .; Uj, 
b^, Cp ... auf die Ebenen a, p, 7 , . . .; otj, p^, 7 ^, . . . der Ebenenbiischel 
A, A,, so bilden dieselben zwei ebene Strahlbuschel SB, SS^, die beziehlich 
mit den Ebenenbiischeln A, Aj^ projectiwisch sind (g), sie sind folglich 
auch unter sich projectiviscli, und zwar dergestalt, dass je zwei ent- 
sprechende Strahlen, wie etwa a und a^, zu einander rechtwinklig sind, 
weil diese namlich Lothe auf Ebenen a und a, sind, welche auf einander 
senkrecht stehen (g); also werden die Strahlbuschel 33, 33^ im Allgemeinen 
einen Kegel zweiten Grades erzeugen. (Dasselbe folgt auch dadurch, dass, 
im Falle die Axen A, A^ sich sclmeiden (e), man annimmt, die oben ge- 
nannte Ebene E gehe durch ihren Dm'chschnittspunct, welcher 2) heissen 
mag, stehe auf der Axe A senkrecht und schneide den anderen Ebenen- 
buschel Aj in einem Strahlbhschel SSj, so dass also die StraHen a^, bj, 
Cj, ... des letzteren immerliin, wie bei der obigen Betrachtung, zu den 
Ebenen a, p, 7 , ... des Ebenenbiischels A senkrecht sind, und dass man 
sich ferner durch den Punct 2) eine beliehige andere Ebene denkt, die 
den Ebenenbiischel A in einem ebenen Strahlbuschel 33 schneidet, so 
werden alsdann die Strahlen a, b, c, ... des letzteren zu den Strahlen 
a^, bj, Cj, ... des Strahlbiischels 35 j rechtwinklig sein, und es werden 
beide Strahlbiiscbel SB, in Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen 
Strahlenpaare, projectiviscli sein, weil sie es mit den Ebenenbiischeln A, 
Aj sind (§ 30, V), und folglich werden sie einen Kegel zweiten Grades 
erzeugen.) i) Werden die Stralilbiischel 33^ (h) durch zwei beliebige 
Gerade A, gesclmitten, so werden diese, in Ansehung der Puncte a, 
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b, c, . . Oj, bj, Cj, . . in welchen sie von den Strahlen a, b, c, . . 
a^, bj, Cj, ... der StraUbiiscbel getrofien werden, projectiviscb sein (weil 
letztere iinter sicb es sind), so dass also je zwei entsprecliende Puncte 
derselben, wie etwa a und , von dem Puncte ® aus unter einem recliten 
Winkel '(aa^) geseben werden, und so dass, ina Falle die Geraden nicbt 
in einer Ebenen liegen, sie ein einfaches Hyperboloid (§ 51, IV, 1), und 
im Falle, wo sie in einer Ebene liegen, einen Kegelschnitt erzeugen. 

Aus dieser Betrachtung fliesst naclistebende Reihe von Satzen: 

1) „Zwei Ebenenbiiscbel A, Aj, deren Axen nicbt in einer 
Ebene liegen, sind in Ansebung ibrer zu einander recbtwint- 
ligen Ebenenpaare a und aj, p und p^, y und u. s. w. projec- 
tiviscb (c) und erzeugen also ein besonderes einfacbes Hyper- 
boloid, Welches von jeder Ebene, die zu der Axe des einen oder 
anderen Ebenenbiiscbels senkrecbt ist, in einem Kreise ge- 
scbnitten wird, von welcbem die Endpuncte eines Durcbmessers 
in jenen Axen liegen, und wo alle solcbe Durcbmesser, bei dem 
einen oder anderen System von Kreisen, in einem gleicbseitigen 
byperboliscben Paraboloid liegen." Oder: 

2) jjDreben sicb die Seitenflacben a, Oj eines rechten Flacben- 
winkels (aaj um irgend zwei feste Gerade (Axen) A, A,, die nicbt 
in einer Ebene liegen, so bescbreibt die Kante ag desselben ein 
besonderes einfaches Hyperboloid, welches durcb die zwei festen 
Geraden gebt und ausserdem die Eigenscbaft bat, dass es von 
jeder Ebene E, die zu der einen oder anderen Geraden senkrecbt 
ist, in einem Kreise gescbnitten wird, dass die Endpuncte eines 
Durcbmessers dieses Kreises in jenen Geraden liegen, und dass 
alle solcbe Durcbmesser des einen oder anderen Systems von 
Kreisen, fiir sicb genommen, in einem gleicbseitigen hyper- 
bolischen Paraboloid liegen"*). 


3) „Zwei ebene Strablbu- 
scbel SS, SSi, die in einem Strabl- 
buscbel 2) liegen (b), sind in 
Ansebung ibrer zu einander 
rechtwinkligen Strahlenpaare 
projectiviscb, und erzeugen 
also einen besonderen Kegel 
zweiten Grades, dessen Mittel- 


3) „Zwei Ebenenbiiscbel A, 
Aj, die in einem Strablbiiscbel 
2) liegen, sind in Ansebung 
ibrer zu einander recbtwink- 
ligen Ebenenpaare projecti- 
visch, und erzeugen also einen 
besonderen Kegel zweiten Gra- 
des, dessen Mittelpunct in 2) 


*) Den ersten Theil dieses Satzes hat Binet zuerst bewiesen, im zweiten Bande 
S. 71 der Co7'respon dance sur VEcole imp€riale Poly technique, Als ich im Journal fur 
Mathematik 11. Bd. den Satz znm beweisen vorlegte, sind dnrch ein Versehen einige 
Eigenschaften weggelassen worden. (Cf. S. 162 dieser Ausgabe.) 

Steiner’s Werke. I- 
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punct in ® liegt, und der die liegt, nnd welcher von jeder 
Ebenen derStralilb-iisch.el3S5S8j Ebene E, die zu der Axe des 

indenjenigenStrahlenberilhrt, einen oder anderen Ebenen- 

welche zu ihrer Durchscbnitts- biiscliels senkrecht ist, in ei- 
linie senkrecht sind, in der nem Kreise gesclinitten wird, 

offenbardieihnen entsprechen- von welchem die Endpuncte 

den Strahlen vereinigt sein eines Durchmessers jedesmal 

miissen (§38, 11)/' in jenen zwei Axen liegen." 

Oder: 

4) „Dreht sich ein rechter 4) „Bewegtsich ein rechter 

Winkel (aa^) so um seinen Flachenwinkel (aaj so, dass 

festen Scheitelpunct 2), der in seine Ebenen a, stets durch 

der Durclisclmittslinie irgend irgend zwei feste, sich in einem 

zweier festen Ebenen jB, Puncte 3) schneidende Gerade 

liegt, dass sich seine Schenkel A, Aj gehen, so beschreibt seine 

a, aj stets in diesen Ebenen be- Kante einen bestimmten be- 

finden, so beriihrt seine Ebene sonderen Kegel zweiten Gra- 

bestiindig einen bestimmten des, dessen Mittelpunct jener 

besonderen Kegel zweiten Gra- Durchschnittspunct 2) ist, und 

des, dessen Mittelpunct jener welcher von jeder Ebene E, die 

feste Scheitel 2) ist, und wel- zu der einen oder anderen je- 

cherdie zwei festen Ebenen in ner festen Geraden senkrecht 

denjenigen Geraden beruhrt, ist, in einem Kreise geschnitten 

die zu ihrer gegenseitigen wird, von welchem die End- 

Durchschnittslinie senkrecht puncte eines Durchmessers in 

sind." diesen Geraden liegen''*). 

Oder die letzteren Satze (3) und (4) lassen sich, zufolge § 34 und 
§ 48, wie folgt, in sphMsche Satze libertragen: 

5) 5 , Irgend zwei Haupt- 5) „Irgend zwei Strahlbii- 

kreise H, einer Kugelflache schel S, auf einer Kugel- 
sind in Ansehung ihrer Puncte- flache sind in Ansehung ihrer 

paare, die um einen Quadran- zu einander rechtwinkligen 

ten von einander entfernt sind, Strahlenpaare projectivisch, 

projectivisch, und erzeugen und erzeugen also einen be- 

also einen besonderen sphari- sonderen spharischen Kegel- 

schen Kegelschnitt, der jene schnitt, der durch die Mittel- 

Hauptkreise in denjenigen puncte 23, 33, der Strahlbiischel 

Puncten beruhrt, welche um geht, und dessen Tangenten 

einen Quadranten von ihren in diesen Puncten zu dem 

*) Diesen Satz scheint Eacheite zuerst bewiesen zu haben, Correspondance sur VEcoU 
Polytechnique tom. I, p. 179. 
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gegenseitigen Durchsclinitts- durch diese gelienden Haupt- 
puncten abstelien.^ kreise 2SSSj rechtwinklig sind.“ 

Oder; 


6) „Bewegt sich ein Qua- 
drant aUj auf einer Kugelflaclie 
so, dass seine Endpuncte a, 
stets in irgend zwei festen 
Hauptkreisen H, Hj liegen, so 
berilhrt er bestandig einen be- 
stiminten spbarischen Kegel- 
schnitt, der auch die festen 
Hauptkreise berulirt, und zwar 
in denjenigen Puncten, welche 
in der Mitte zwischen ihren 
gegenseitigen Durchschnitts- 
puncten liegen." Oder: „Ist 
der Winkel an der Spitze eines 
spharis chen Dreiecks der 
Grosse und Lage nach gegeben, 
und ist die Grundlinie dessel- 
ben ein Quadrant, so berulirt 
diese in alien ihren verscliie- 
denen Lagen stets einen be- 
stimmten spharischen Kegel- 
schnitt, der die Schenkel des 
festen Winkels in denjenigen 
Puncten beruhrt, welche yom 
Scheitel des Winkels um den 
Quadranten entfernt sind." 


6) „Bewegt sich ein spha- 
rischer rechter Winkel (aa^) 
so, dass seine Schenkel a, a^ 
stets durch irgend zwei feste 
Puncte SS, SS^ gehen, so durch- 
lauft sein Scheitelpunct (auj 
einen bestinamten spharischen 
Kegelschnitt, der durch die 
festen Puncte geht, und dessen 
Tangenten in diesen Puncten 
auf dem durch dieselben ge- 
henden Hauptkreise senkrecht 
sind." Oder: 5 ,Ist die Grund- 
linie eines spharischen Drei- 
ecks derGrosse undLage nach 
gegeben, und ist der Winkel 
an der Spitze desselben ein 
rechter, so ist der Ort dieser 
Spitze ein bestimmter sphii- 
rischer Kegelschnitt, welcher 
durch die Endpuncte der festen 
Grundlinie geht, und dessen 
Tangenten in diesen Puncten 
zu der Grundlinie senkrecht 
sind." 


Es foigt weiter (i); 

7) „Irgend zwei Gerade A, im Raume sind in Ansehung 
ihrer Punctepaare, welche you irgend einem beliebigen Puncte 
3D aus unter rechten Winkeln gesehen werden, d. h. nach wel- 
chen von diesem Puncte aus Strahlenpaare gehen, die zu ein- 
ander rechtwinklig sind, projectivisch, so dass die Schaar 
Gerader, welche jene Punctepaare verbinden, in einem einfachen 
Hyperboloid liegen, und dass die Ebenen aller jener rechten 
Winkel einen Kegel zweiten Grades beruhren, dessen Mittel- 
punct in dem genannten Puncte S) liegt (§ 50)." Oder; 

8) „Bewegt sich ein rechter Winkel (aaj so um seinen 
Scheitel, der in irgend einem festen Puncte S) liegt, dass seine 

25 * 
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Schenkel a, stets irgend zwei feste Gerade A, A^, die nicht 
ill eiiier Ebeiie liegen, schneiden, so beschreibt die Gerade, 
welche durcli die jedesmaligen beiden Durchschnittspxincte geht, 
ein einfaches Hyperboloid, in welchem aucli die zwei festen 
Geraden liegen, und so bertihrt dieEbene des bewegten Winkels 
stets einen bestimmten Kegel zweiten Grades, dessen Mittel- 
punct jener feste Punct ® ist, und welcher auch von den zwei 
festen Geraden A, Aj beriilirt wird“’*‘). 

9) jjWcnn bei den beiden letzten Satzen (7 und 8) alle Be- 
dingungen dieselben bleiben, nur dass die gegebenen festen 
Geraden A, Aj in einer Ebene E liegen sollen, so bleiben auch 
die Folgerungen die, nainlichen, ausser dass alsdann an die 
Stelle des einfachen Hyperboloids irgend ein Kegelsclinitt tritt, 
der durch die Geraden erzeugt wird, also in ihrer Ebene liegt, 
und durcli welcben der genannte Kegel 2) geht.“ „IJnd wenn 
ferner insbesondere der feste Punct 3) so liegt, dass der Strahl, 
welcher ihn mit deni Durchschnittspuncte der festen Geraden 
A, Aj Yerbindet, zu den beiden letzteren senkrecht ist, so ist 
alsdann der genannte Kegelschnitt eine Hyperbel, welche die 
Geraden A, A, zu Asymptoten hat/ Die Richtigkeit des letzten 
Falles foigt, wie man leicht bemerken wird, daraus, dass die unendlich 


*) Poncelet hat diesen Satz zuerst bekannt gemacht, in einem Memoire, welches er 
der Akademie der Wissenschaften zu Paris vorlegte. Er folgerte ihn aus dem obigen 
Satze von Binet (2). Die Satze 7) und 8) sind namlich, auch zufolge der gegenwar- 

tigen Entwickelung, als Gegensatze der Satze 1) und 2) anzusehen, und hatten als 
solche neben diese gestellt werden konnen. So liessen sich z. B, die Satze 2) und 8), 
einander entgegengesetzt, wie foigt, aussprechen: 


jjBewegt sich ein rechtwinkli- 
ger dr eiflachiger Korperwinkel 
so, dass die Hypotenusen» 
PlacheSstetsiu einer festen Ebene 
Kbleibt, wahrend die zwei ubrigen 
Seitenflachen a, ai sich um irgend 
zwei feste Gerade A, Ai drehen, so 
beschreibt die Kante as des reehten 
Winkels (ccoci) ein einfaches Hyper- 
boloid, in welchem auch die zwei 
festen Geraden A, Ai liegen, und 
so durchlauft der Scheitel des 
Korperwinkels einen bestimmten 
Kegelschnitt, namlich den gegen- 
seitigen Durchschnitt der festen 
Ebene E und des Hyperboloids/ 


»Bewegt sich ein veranderli- 
ches xechtwinkliges Dreieck acti^ 
so, dass der Scheitel des reehten 
Winkels stets in einem festen 
Puncte S) bleibt, wahrend die zwei 
ubrigen Ecken a, cti sich langs ir- 
gend zwei festen Geraden A, Aj fort- 
bewegen, so beschreibt die Hypo- 
tenuse aoi ein einfaches Hyperbo- 
loid, in welchem auch die zwei 
festen Geraden A, Ai liegen, und 
so bewegt sich dieEbene desDrei- 
ecks als Beriihrungsebene eines 
bestimmten Kegels zweiten Gra- 
des, namlich des Beruhrungskegels 
aus dem Puncte $D an das Hyper- 
boloid.** 
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ontfemten Pancte der Geradeii A, "^enbar den in ilirem gogeiiseitigen 
Diirchsclinitte vereinigten Puneten cntsprechen (§ 40, I). Audi kann 
dieser Fall dadiircli ants dein obigen Satze (4, links) gefolgert wcrdeu, dass 
man die dort genannten Ebenen B, duixli eine solche dritte Ebene E 
schneidet, welcbe zu ihrer Durdisclinittslinie senkrecht ist, und weldie 
mithin mit denjenigen beiden Strablen, in weldien jene Ebenen von deni 
daselbst genannten Kegel S) benihrt werden, parallel ist (§ 36, III). 

10) „Steht die Axe eines Ebenenbiiscliels A anf der Ebene 
eines ebenen Strahlbiischels senkrecht, so sind beide Gebilde 
in Ansehiing ihr^x zn einander rcchtwinkligen Elementenpaare 
projectivisch (g) und erzeugen einen Kreis, welcher in der Ebene 
des Strahlbiischels liegt und den Abstand des Punctes SB, in 
welchem jene Axe A diese Ebene trifft, vom Mittelpuncte SB^ 
des Strahlbiischels zum Durchmesser hat.“ 

Da durch drei Paar entsprechende Elemente die projectivische Be- 
zieliung zweier Gebilde bestimmt ist, so folgen aus den obigen Satzen 
(1, 3, 6, 7 und 10), durch Umkehrung, die nachstehenden: 

11) a) „Sobald bei zwei projectivischen Gebilden — seieii 
es 1) zwei Ebenenbiischel A, Aj, deren Axen in einer Ebene 
liegen mogen (3) Oder nicht (1); oder 2) zwei ebene Strahlbiischel 
33, 33^, die in einer Ebene E (I) oder in einem Strahlbiischel £) 
(3) liegen; oder 3) zwei spharische Hauptkreise H, Hj (5); oder 
4) zwei spharische Strahlbiischel 33, 23i (5); oder endlich 5) ein 
Ebenenbiischel A und ein ebener Strahlbiischel SB^ (10) — irgeiid 
drei entsprechende Elementenpaare zii einander rechtwinklig 
sind, so sind je zwei der iibrigen entsprechenden Elemente ebeii- 
falls zu einander rechtwinklig;" und: b) „Sobald bei zwei pro- 
jectivischen Geraden A, Aj (7) irgend drei Paar entsprechende 
Puncte von irgend einem Puncte ® aus unter rechten Winkeln 
gesehen werden, so findet fiir jedes der iibrigen Paare ent- 
sprechender Puncte oin Gleiches statt." 

Und daraus folgt weiter: 

12) a) „Bei zwei beliebig liegenden projectivischen Ge- 
bilden — von der Art, wie sie so eben genannt worden (11, a), 
ausgenommen der fiinfte Fall — sind im Allgemeinen und hoch- 
stens nur zwei Paar entsprechende Elemente zu einander reclit- 
winklig, namlich es sind entweder zwei, oder nur ein, oder gar 
kein Paar zu einander rechtwinklig, eben so, wie bei zwei pro- 
jectivischen Gebilden, wenn sie in oder auf einander liegen, 
entsprechende Elementenpaare zusammenfallen;" und: h) „Bei 
zwei beliebig liegenden projectivischen Geraden A, werden 
von irgend einem beliebigen Puncte aus gleicherweise entwe- 
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cler zwei ocler nur ein, oder gar kein Paar entsprechende 
Puncte iinter rechten Winkeln geselien." Und zwar sind die er*- 
wahnten Elementenpaare, wie folgt, leicM zii finden. Sind z. B, zwei be- 
liobig liegende projectivisclie Ebenenbiischel A, Aj gegeben, so denke man 
sich einen solchen dritten Ebenenbuschel A 2 , der mit A^ eineiiei Axe hat, 
und der mit A in Ansehimg ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenenpaare 
projectivisch ist ( 1 ), so sind alsdann auch A^ imd Ag projectivisch, und 
so viele entsprechende Elementenpaare der letzteren zusammenfallen, eben 
so Yicle entsprechende Elementenpaare von A, Aj miissen offenbar zii 
einander rechtwinklig sein; die vereinigten entsprechenden Elementenpaare 
von A^, A 3 werden aber nach §31, III gefimden. Bei den iibrigen 
Paaren von Gebilden ist die Losung ahnlich. 

Die obigen Satze (2, 4 und 6 ) konnen unter anderen in folgende 
Grenzfalle ubergehen: 

13) „Wenn namlich in ( 2 ) und in (4) die gegebenen festen 

Cleraden A, Aj zu einander rechtwinklig sind (bei (2) der Rich- 
tung nach), so treten offenbar an die Stelle sowohl des ein- 
fachen Hyperboloids (2), als des Kegels (4) zwei Ebenen, wo- 
ven jede diirch eine der beiden festen Geraden geht und zu 
der jedesmaligen anderen senkrecht ist, und die daher auch 
zii einander senkrecht sind; d. h. sollen die Seitenflachen a, 
eines rechten Flachenwinkels (aoj) durch jene zwei zu einander 
rechtwinkligen festen Geraden A, Aj gehen, so ist der Ort seiner 
Kantea 2 auf die zwei genannten Ebenen beschrankt. Und wenn 
(in 4 links) die gegebenen festen Ebenen zu einander 

rechtwinklig sind, so reducirt sich der daselbst genannte Kegel 
auf diejcHigen Geraden, in welchen er zuvor jene Ebenen be- 
riihrte, oder vielmehr geht die Kegelflache in die Flache des 
durch diese Geraden eingeschlossenen Winkels liber; denn als- 
dann ist jede von diesen zwei genannten Geraden zu alien Ge- 
raden in der anderen Ebene senkrecht Aehnliches folgt ftir die 
spharischen Satze ( 6 )/"^ 

14) „Zwei gegebene projectivische Gebilde, namlich ent- 
weder a) zwei Ebenenbiischel A, Aj, oder p) zwei ebene Strahl- 
biischelS, Sj, so zu legen, dass ihre entsprechenden Elementen- 
paare zu einander rechtwinklig sind; und ferner: y) wenn zwei 
projectivische Gerade A, A^ in beliebiger schiefer Lage im Raume 
gegeben sind, denjenigen Punct 2) zu finden, von welchem aus 
ihre entsprechenden Punctepaare unter rechten Winkeln ge- 
sehen werden.“ 

Aiiflosung. a) Man halte den einen Ebenenbiischel, etwa A, in 
seiner gegebenen Lage fest und falle aus einem beliebigen Puncte 



53 . 


Besondere Falle. 


391 


Lothe auf seine Ebenen, so dass ein ebener Strahlbiiscliel 33j entsteht, 
welcher mit dein Ebcnenbiiscliel A (10), imd mithin aiicli init clem Ebenen- 
biiscliel Aj^, projectiviscli ist. Sodann kommt es mu' clarauf an, den 
Ebenenbxiscliel so zu legen, dass er mit clem festen StraMbiisclie] 
perspectivisch ist. Man suche zu diesem Endzvveck die Schenkel Sj, tj 
imd vSeitenflachen Tj der entspreclienden reckten Winkel der beiden 
Gebilde 23^, A^ (§ 30, VI). Da die StraMen s^, der Voraussetziing 
gemass, fest sind, so ist der Ort der Kante A^ des recliten Fliiclienwinkels 
(cjjTj), wenn seine Flachen durck jene Straklen geken sollen, auf cliejenigen 
zwei Ebenen S, T beschrankt, welcke diirck s^, geken imd bezieklick 
zu tj^, Sj senkreckt sind (13). Sind ferner a^, irgend zwei andere zu 
einander reclitwinklige Ebenen des Ebenenbiisckels A^, und sind a^, b, 
die iknen entspreclienden Straklen im Strahlbiisckel SBj, so ist der Ort der 
Kante A^ des recliten Flachenwinkels (cti^j), wenn seine Flaclien durch jene 
Straklen geken sollen, auf eine besondere Kegelflacke K zweiten Grades 
beschrankt (4), welcke durck die Straklen a^, b^ gekt, mid die dalier notii- 
wendiger Weise von der einen oder ancleren der vorigen Ortsebenen S, T 
in irgend zwei Straklen Aj, A'/ gescknitten wird, in denen allein die 
Kanten der zwei genannten Flackenwinkel (a^pj) zusammentretfeii 

kdnnen, und in denen folglich allein die Axe A^ liegen kann, um der 
Aufgabe zu geniigen, d. k. clamit der Ebenenbxisckel A^ mit dem festen 
Straklbiisckel 2Sj perspectivisch sei. Um die genannten Straklen A', A'/ 
in der That zu tinden, kann man danack z. B., wie folgt, verfahren. Es 
stelle (Fig. 51) das Papier die Ebene des Stralilbiisckels vor, wo man 
sick also die Ebenen S, T durck die Straklen Sj, t^ und senkreckt auf 
jener Ebene zu denken hat. Da die genannten zwei recktwinkligen Ebenen- 
paare und und des Ebenenbiisckels Aj notkwendiger Weise 

abwechselnd auf einander folgen, etwa in der Ordnimg a,, a^, Tj, so 
miissen auch die iknen entsprechenden Straklenpaare Sj und t^, a^ und bj 
im Strahlbiisckel ©j abwechselnd auf einander folgen, und zwar nack der 
Ordnung s^, a^, t^, b^ (§ 29, II). Da ferner der genannte Kegel K von 
jeder Ebene E, welcke zu einem der zwei Straklen a^, bj senkreckt ist, 
in einem Kreise gescknitten wird, wovon die Endpuncte eines Durchmessers 
in diesen Straklen liegen (4 reckts), so ist also jede Gerade ak, die man 
zwischen diesen Straklen und z. B. auf a^ senkreckt zieht, ein soloker 
Diirckmesser, der notkwendiger Weise jedesmal einen der zwei anderen 
Straklen s^, t^, hier t^, sckneiden muss; nber diesem Durckmesser be- 
sckreibe man sofort in der zugekorigen Ebene E, welcke die Ebene T 
in einer Geraden a', a'/ sckneidet, den genannten Kreis, so wird dieser 
jener Geraden a\a'l in zwei Puncten a',, begegnen, durck welcke die 
veiiangten Straklen Aj, A7 geken. (Man kbnnte tibrigens auch liber dem- 
selben Durckmesser in der Ebene der Figur einen Kreis besckreiben, und 
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liier die Lange cler Abschnitte ajt, a'/t, so wie die Winkel, welche die 
Stralilen A',, A'/ mit dem Strahle \ einschliossen, oder mit einem Wort, 
die Dreiecke ajtSSj, a''tS3i fin den, wie leicht zii sehen ist). Hat man 
anf vorstehende-Weise zwei bestimmte Lagen A^, A'/ fiir die Axe Aj^ 
gefunden, so kennt man zugleich alle moglicben Lagen derselben, indem 
sie ans jenen dadurcli, und nur dadm’cli, in andere, ihr zukommende, 
Lagen libergehen kann, dass sie mit sicb selbst parallel fortbewegt wird. 
Es ist daber, wenn die lage der Axe A irgeiidwo fest angenommen wird, 
die Lage, oder der Ort der Axe Aj nicht beschrankt, sondern nui^ Hire 
Richtiing, nnd zwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen A^, 
A'/ beschrankt. Die Axe Aj kann daher auch in solclie Lage gebracht 
werden, wo sie jene andere Axe schneidet, und wo alsdann die Stralil- 
bxischel A, Aj den melirerwabnteu besonderen Kegel erzeugen. — Wenn 
insbesondere die gegebenen Ebenenbiischel A, Aj gleich sind, so fallen, 
wie leiclit zu sehen, die zwei Stralilen A',, A^ in einen einzigen zii- 
vsainmen, welcher zn der Ebene des Strahlbiischels SSj senkrecht ist, so 
dass alsdann die Axen A, A^ der Ebenenbiischel parallel werden, und wo 
alsdann letztere den sogenannten geraclen Cylinder erzeugen. 

P) Aus den obigen Satzen (3 und 4, links) folgt zuvorderst, dass, 
mn die gegebenen Strahlbuschel S5, in die verlangte Lage zu bringen, 

von den Scheiikeln ihrer entsprechenden rechten Winkel (st), (s^t J (§ 9, 11) 
zwei ungleichnamige, also entweder s und oder t und vereinigt 
werden miissen, Ist dieses geschehen, und zwar so, dass zugleich die 
Mittclpuncte der Strahlbiischel zusammenfallen (in 2)), so ist sofort nur 
noch nothig, den letzteren solche Lage zu geben, d. h. ilire Ebenen so 
gegen einander zu neigen, dass irgend ein Paar andere entsprechende 
Stralilen derselben, etwa a imd a^, zu einander rechtwinklig sind, denn 
alsdann sind drei Paar entsprechende Strahlen s und Sj, t und t^, a und 
a.j zu einander rechtwinklig, und folglich die Aufgabe gelost (11). Allein 
bei genauer Untersuchung dieses Verfahrens gewalirt man bald, dass von 
jenen ungleiclmamigen Strahlenpaaren nicht jedes, sondern nur eins von 
beiden, vereinigt werden darf, und zwar verhalt es sich damit, wie folgt: 

Yon dep zwei Winkelsummen (as)-f-(ajtJ und (at)-f-(a_^sj ist nam- 
lich im Allgemeinen die eine grosser und die andere kleiner als ein 
rechter Winkel, weil beide Summon zusammen zwei Rechte betragen ; die- 
jenige Summe nun, welche grosser ist, euthalt jedesmal die zwei Strahlen, 
welche allein vereinigt werden diirfen. Durch die wirkliche Aiiflosiing 
wild dies, wie folgt, klar dargethan.. Es sei z. B. die Summe (at)+(a^Sj)>R, 
so lege man die Strahlbiischel so, dass sowolil ihre Mittelpuncte 
als auch die Strahlen t und s^ vereinigt sind. Wird sodann die Lage 
des einen Strahlbiischels, etwa die des als fest angenommen (Fig. 52), 
so kann der andere seine Lage nur noch dadurch andern, dass er sich 
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um den gemeinschaftlichen fcsten Strahl t(Sj) Iienimbewegt, wobei der 
StraM a^ offenbar einen (geraden) Kegel zweiten Grades besclireibt; es 
soil aber diejenige Lage dieses StraMes gefanden werden, wo er zu seiiiem 
entspreclienden StraMe a recMwinklig ist, fiir diesen Fall mtiss er also 
aiicb in der Ebene E liegen, welcbe im Puncte 35 auf dem Strahle a 
senkrecM stelit, und die also durcli den zu a rechtwinkligen Strahl e 
geiit, folglich konnen niu' diejenigen zwei Strahlen a',, a^, in welclien 
diese Ebene E jenen Kegel schneidet, die gesuclite Lage des Strahles 
darstellen, wodurch sofort auch die Lage des Strahlbiischels SS^, in der 
dieser allein der Aufgabe geniigt, bestimmt ist. Wie die Strahlen a'/ 
in der That zu constrairen sind, ist nacli diesen Angaben leicht zu 
sehen. Auch sieht man jetzt, warum die Auflosung unmoglich wire], wenn 
(at)-(-(ajSi)<R ist, weil namlich alsdann Winkel (aiSj<::(et), so class 
folglich die Ebene E den durch a^ beschriebeiien Kegel nicht in zwei 
Strahlen sclmeiden kann. — Wenn insbesondere die Strahlbiischel 33, SS^ 
gleich sind, so beriihrt die Ebene E den genannten Kegel, weil dami 
Winkel (ct) = (ajSj, so class beide Strahlen a j , a'/ mit e zusammen- 
fallen, und alsdann auch die Ebenen der Strahlbiischel auf einander fallen. 
In diesem Falle konnen aber die Strahlbiischel auch in soldier Lage der 
Aufgabe geniigen, in der sie anfangs oben (T) betrachtet worden, wo sic 
alsdann einen Kreis erzeugen. — Kame es darauf an, die Strahlbiische] 
so zu legen, dass ihre entspreclienden Strahlen bloss der Richtung nach 
zu einander rechtwinklig waren, wenn z. B. ihre Mittelpunctc in fester 
Lage gegeben waren u. s. w., so durfte man nur ebenso verfahren, wie 
Yorhin, und sodann den Strahlbiischel 33^ so legen, dass er mit sich 
selbst parallel ware und ausserdem jenen iibrigen gegebenen Bedingungeii 
geniigte. 

7 ) Man beschreibe iiber irgend drei Projectionsstrahlen der gegebenen 
Geraden A, A^, etwa iiber aUj, bbj, cCj, als Durchmesser genommen, 
Kugelfliichen, welche sich im Allgemeinen in irgend zwei Piincteu 3), 
sclmeiden werden, von denen offenbar jeder der Aufgabe geniigt (11, b). 
Wenn sich die drei KugeMachen nicht in zwei Pimcten schneiden oder 
wenigstens in einem Pimcte beriiliren, so ist die" Losung der Aufgabe 
fiir die gegebene Lage der Geraden A, A^ unmoglich, sie kann aber, 
wofern eine Aenderung dieser Lage gestattet wird, leicht moglich gemaclit 
werden. 

Es ist hierbei noch zu bemerken, dass jede der zwei obigen Auf- 
losungen (a), (p) auch auf die andere zuriickgefiihrt werden kann (h), und 
dass ferner auch die ilinen entsprechenden spharischen Aufgaben sich auf 
ahnliche Weise losen lassen. 

Durch die erste Auflosung (a) ist auch zugleich die folgende (zu § 30 
nachtragliche) Aufgabe gelost: 
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15) „Zwei projectivische Gebilde A^, namlich einen 
Ebeuenbiiscliel und einen ebenen Stralilbiiscliel, die in beliebig 
schiefer Lage gegeben sind, in perspectivische Lage zu bringen/^ 

Wie die genannte Anflosung zeigt, kommen dieser Aufgabe im All- 
geineinen zwei Auflosungen zu, d. h. wird die Lage des einen Gebildes 
als fest angenommen, so kann das andere in zwei verscMedenen Lagen 
der Aufgabe geniigen. 

In Bezug auf die obeii betrackteten besonderen Erzeugnisse projecti- 
visclier Gebilde, deren entsprechende Elemeiite zu einander rechtwinklig 
sind, ist endlich noch zu bemerken, dass sie bei gewissen Untersuchungen 
(im Raume und auf cler Kugelflaclie) almliche Hiilfe leisten, wie man sie 
vom Kreise, vermoge seiner (in 1) angegebenen Eigenscliaft, allgemein zu 
beniitzen gewohnt ist, was z. B. sclion bei der vorstehenden Anflosung (p) 
zu seben ist. Deshalb mag in Hinsiclxt des besonderen, einfachen Hyper- 
boloids (1, 2) und des besonderen Kegels zweiten Grades (3, 4, rechts) hier 
noch insbesondere erinnert' werden: „dass diese Figuren, vor den 
iibrigen ihrer Art, daran zu erkennen sind, dass jeder Kreis- 
sclinitt in ihnen zu einem ihrer vStrahlen senkrecht ist, und 
dass sie daher unter anderem, wie folgt, bestimmt und erzeugt 
werden (§ 51, JV, 9): 

16) „Das genannte besondere, einfache Hyperboloid wird 
bestimmt und erzeugt: 

a) wenn irgend ein Kreis K und zwei ihn schneidencle 
Gerade A, A^, wovon die eine A senkrecht und die an- 
dere A^ beliebig schief auf seiner Ebeue steht, und 
welche Geraden sich nicht schneiden, gegeben sind; 
namlich bewegt sich alsdann eine dritte Gerade a so, 
dass sie stets die drei gegebenen festen Elemente K, A, 
Aj schneidet, so beschreibt sie die genannte Flache; 
Oder: 

b) wenn irgend zwei feste Gerade A, Aj, die nicht in einer 
Ebene liegen, gegeben sind, und ein veranclerlicher Kreis 
K sich so bewegt, dass seine Ebene stets zu der einen 
Geraden senkrecht ist, und dass stets die Endpuncte 
eines Durclimessers desselben in den zwei festen Gera- 
den liegen, so beschreibt er die genannte Flache. Und: 

17. „Wenn irgend ein Kreis K und irgend eine ihn schnei- 
dende und auf seiner Ebene senkrecht stehende Gerade A ge- 
geben sind, so wird durch jeden Punct S) in der Geraden und 
diirch den Kreis der genannte besondere Kegel erzeugt, d. h. 
so ist der Kegel, welcher durch den Kreis geht und jenen 
Punct 3) zum Mittelpunct hat, ein solcher besonderer Kegel/^ 
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III. All die vorsteliencle Reihe von Satzen liatten fast iinmittelbar 
noch mehrere andere Satze angescMossen werden konnen, wovon icii einige 
im Anhange aufstellen werde. Hier soli nur noch ein eigenthiimlicher 
Fall (I), der mit einer Einschninkung schon in der vorigen Betrachtong 
(II, h) vorkam, Platz finden. 

Fallt man namlich aus einem beliebigen Pimcte 2) Lothe aiif die 
Ebenen a, p, 7 , . . a^, pj, ... irgend zweier beliebig scMef liegenden 
projectivischen Ebenenbiischel A, Aj, so bilden dieselben zwei ebene StrahF 
biischel SS, SSj , welche bezielilich mit den Ebenenbiischeln A, A^ (II, g), 
und folglich aiicli iinter sich, pi'ojectivisch sind, imd welche somit im All- 
gemeinen einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen Mittelpiinct S) ist. 
Ferner folgt, dass die Ebene irgend zweier entsprechenden Strahlen (Lothe) 
der Strahlbiischel SB, SB^, wie z. B. die Ebene (aa^) der Strahlen a, a^ 
zu der Durchschnittslinie a, der diesen Strahlen entsprechenden Ebenen 
a, ttj der Ebenenbiischel A, A^ senkrecht ist. Wird endlich noch erinnert, 
dass die Ebenenbiischel A, A^, da sie sich in schiefer Lage befinden, im 
Allgemeinen entweder ein einfaches Hyperboloid oder einen Kegel zweiten 
Grades erzeugen, so folgen also nachstehende Satze: 

1 ) jjAlle Ebenen (aaj, welche durcli einen beliebigen festen 
Punct 2) gehen, und wovon jede zu irgend einem Strahle (aJ 
eines einfachen Hyperboloids [AAJ senkrecht ist, umhiillen 
irgend einen Kegel 2)^“^ zweiten Grades.^^ 

2) „Fallt man aus irgend 2) „Legt man durch irgend 

einem Puncte 2)i (Durchschnitt einen Punct 2) Ebenen, welche 

der Axen A, A J Lothe auf die auf den Strahlen eines gege- 
B eriihrungsebenen eines gege- benen Kegels [AA^] zweiten 

benen Kegels 2)^^^ zweiten Gra- Grades rechtwinklig stehen, 

des, so liegen sie in einer an- so umhiillen und beriihren sie 
deren Kegelflache [AAJ von irgend einen anderen Kegel 
demselben Grade‘s *). 2 )^^^ von demselben Grade^’^). 

Znsammengesetztere Satze und Aufgaben. 

54. Die in den vorhergehenden Paragraphen (§ 50 — 53) entwickelten 
Eigenschaften beliebig schief liegender projectivischer Gebilde und deren 
Erzeugnisse fiihren, durch Wiederholung und Verbindung, zu zusammen- 
gesetzteren Satzen, und zwar sind sie sehr dazu geeignet, eine Menge von 
Aufgaben leicht zu losen, viele Satze einfach zu beweisen, den inneren 
Zusammenhang von Porismen klar darzusteUen, so wie endlich auch die 

Diesen Satz, nebst einigen mit ihm zusammenhangenden Eigenschaften, babe 
ich zuerst bei einer Gelegenheit im Jo urn. f. M a them. Bd. II. Heft HI. ausgesprochen. 
(Of. S. 145 dieser Ausgabe.) 
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AbhEngigkeit gewisser Systeme imgieichartiger Figuren von einander zii 
l 3 egrunclen, nnd die Gesetze fur die Uebertragung der Eigenschaften des 
einen Systems auf das andere nachzuweisen. Einige passende Beispiele 
werdeu Mnreicliend sein, urn dieses alles in’s Klare zu setzen. Icb. muss 
jedocli bemerken, dass man hier auf ahuliche Weise wie fruher (§ 19 — 25), 
(§ 41—43) imd (§ 46) zu Werke gehen konnto, namlicli durch stufenweise 
Verbindung der Gebilde und mit genaiier Oeconomie, alle vei'ScMedenen 
Reilienfolgen von Satzeii und Aufgaben zu entwickeln. Mehrero hierhin ge- 
lidrige Satze und Aufgaben werde icli im Anliange zur Selbstxibung auf- 
stellen. 

55. Zum Bchufe einiger nachfolgenden Satze und Aufgaben, sowie 
zur Eiieicliterung fiir alle spateren ahnlichen Betracktungen, sollen liier 
vorerst einige Erklarungen festgestellt werden, welche als Erganzung oder 
ills Erweiterung sicli an die obigen Erklarungen (§ 19) anscUiessen, und 
welche eigentlich schon fruher (§ 32 oder § 33) ihre Stelle hatten finden 
konncn. Aehnlicherweise namlich, wie in § 19 die Figuren in der Ebene 
erklart imd in ihrer Vollstandigkeit aufgefasst wordeii sind, sollen hier 
Figuren im Allgemeinen, mogen sie in einer Ebene E, oder in einein Strahl- 
biischel S), oder im Raume uberhaupt liegen, erklart und aufgefasst wer- 
den, und zwar wie folgt: 

Irgend n Ebenen, die als zu- Irgend n Pimcte, die als zu- 

sammengehorend in’s Auge gefasst sammengehorend in’s Auge gefasst 

werden, sollen fortan „vollstan- werden, sollen fortan „vollstan- 

diges n-Flach^*^ heissen, namlich diges n-Eck^^ heissen, namlich 

die Ebenen sollen seine Flachen die Puncte sollen seine Ecken und 

und die Geraden, in donen sie sich die Geraden, in denen sie paarweise 

paarweise schneiden, sollen seine liegen, sollen seine Sei ten genannt 

Kanten genannt werden; es hat werden; es hat also im Ganzen 

also im Ganzen 'ln(n — 1) Kanten. — 1) Seiten. Ferner sollen 

Ferner sollen die n Ebenen, wenn die n Puncte, weim sie in irgend 

sie in irgend einer bestimmten Auf- einer bestimmten Aufeinanderfolge 

einanderfolge aufgefasst werden, wo- aufgefasst werden, wobei namlich 

liei namlich die erste als auf die der erste als auf den ietzten (n^®“) 

letzte (n^®) folgend angesehen wird, folgend angesehen wird , „ e i n - 

„einfaches n-Flach“ heissen, faches n-Eck*^*^ heissen, und zwar 

und zwar sollen nur allein die sollen nur allein die Geraden, in 

Geraden, in denen sich die un- denen die unmittelbar auf einander 

niittelbar auf einander folgenden folgenden Puncte paarweise liegen, 

Ebenen schneiden, Kanten des- Seiten desselben genannt werden; 

selben genannt werden; das voll- das vollstandige n-Eck umfasst also 

standige n - Flach umfasst also 3.4.5...(n-l) eiufache n-Ecke (§25, 

3.4.5...(n — 1) einfache n-Flache Note). Endlich soli das vollstandige 
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(§ 25, N ote). Encllich soli das vollstan- 
dige n-Flach, sowie jedes einfache 
n-Flacli, „im Strahlbiischel" 
Oder „im Raume“ heissen, je 
nachdem seine n Flaclien sammt- 
licli diu'cli einen und denselben 
Punct S) gehen oder nicht. Wenn 
librigens in der Folge die unvoll- 
standigen Benennungen : „n"Flacb“, 
„n-Flacb im Raume^^ gebraucht 
werden, so soil darunter beziehlicli: 
„einfaclies n-Flacb im Strabl- 
biiscliel", „einfacbes n-Flach 
im Raume“ verstanden werden. 


n-Eck, sowie jedes einfache n-Eck 
„in der Ebene‘^ oder 5 ,im Raume^^ 
lieissen, je nacbdem seine n Ecken 
■ sammtlicli in einer und derselben 
Ebene E liegen oder niclit. Wenn 
ubrigens in der Folge die unvoll- 
standigen Benennungen: „n-Eck‘^, 
„n-Eck im Raume“ gebraucht 
werden, so soli darunter beziehlicli: 
„einfaches n-Eck in der Ebene“, 
„einfaches n-Eck im Raume*^^ 
verstanden werden. 


Auch ist zu bemerken, dass ein „einfaches n-Flach im Raume^^ 
zugleich als „einfaches n-Eck im Raume^ oder als „einfaches 
n-Kant oder n-Seit im Raume“ aufgefasst werden kann, so dass also 
derselben Figur jeder von diesen vier Namen beigelegt werden kann, je 
nachdem es den Umstanden angemessen ist; und zwar sind diese Namen 
einander dergestalt paarweise zugeordnet, dass man z. B., wie oben ge- 
schehen, sagt: das einfache n-Flach im Raume habe n Kanten, und das 
einfache n-Eck im Raume habe n Seiten, und auch umgekehrt; d. h. es 
sind die Namen Flache und Kante, so wie Ecke und Seite einander 
zugeordnet. 

Ferner ist fiber n-Seit und n-Kant noch Folgendes zu bemerken: 


Irgend n Gerade in einer Ebene 
E, zusammengefasst, heissen „voll- 
standiges n-Seit in der Ebene" 

(§ 19 ). 


Irgend n Strahlen in einem 
Strahlbiischel 2), zusammengefasst, 
soUen „vollstandiges n-Kant im 
Strahlbiischel" heissen. 


Das voUstandige n-Kant steht also dem vollstandigen n-Flach im 
Strahlbuschel 2) ahnlicherweise entgegen, wie das voUstandige n-Eck dem 
vollstandigen n-Seit in der Ebene E (§ 19); denn wird der Strahlbuschel 
2) der Ebene .E entgegengestellt, so entspricht das genannte n-Kant dem 
n-Eck und das n-Flach dem n-Seit (§ 33). 

Es giebt nur einfache n-Seite und n-Kante im Raume, aber keine 
vollstandigen, es sei denn, dass man irgend n Gerade im Raume (wo- 
ven keine zwei in einer Ebene liegen) so nennen wolle; allein da zwischen 
solchen Geraden keine unmittelbare Verbindung stattfindet, so mochte 
diese Benennung unpassend sein. 

56. Zu den oben erwahnten Beispielen (§ 54) gehoren nun zunachst 
die folgenden ausgedehnten Satze (Porismen) und Aufgaben: 
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1) „Wenn im Raume n be- 
liebige Gerade 21, 21^, 2 I 2 , ... 
SIn-i (wo 11 irgend eine ganze 
Zahl bedeiitet) und desglei- 
chen n — 1 andere beliebige 
Gerade.A, A,, A^, ... An _2 ge- 
geben sind, wovon weder bei 
jenen, nocli bei diesen zwei 
in einer Ebene liegen, und 
wenu n Ebenen a, aj, a^, ... 
otn-i, die der Reilie nacli dnrcli 
jene ersten n Geraden geben, 
sicb so bewegen, dass die 
Durchschnittslinien der nacb 
der Reilie unmittelbar auf 
einander folgenden Ebenen- 
paare, also die n — 1 Durch- 
sclinittslinien oca^, cqag, ... 
an-san-is nacb der Ordnnng be- 
ziehlich jene anderen n — 1 
festen Geraden schneiden, so 
beschreibt nicht allein jede 
dieser Durchschnittslinien, 
sondern so bescbreibt jede 
der ^n(n — 1) Dnrchschnitts- 
linien, in welchen die n Ebe- 
nen im Ganzen einander paar- 
weise schneiden, eineinfaches 
Hyperboloid, in welchem auch 
die zwei festen Geraden lie- 
gen, um die sich die jedesma- 
ligen zwei Ebenen drehen." 


1) „Wenn im Ranine n be- 
liebige Gerade 21, 21,, 212, ... 
2tn-i (wo n irgend eine ganze 
Zahl bedentet) nnd desglei- 
chen n — 1 andere beliebige 
Gerade A, A,, Ag, ... An ~2 go- 
geben sind, wovon weder bei 
jenen, noch bei diesen, zwei 
in einer Ebene liegen, und 
wenn n Puncte a, a,, Cig, . . . 
Un-i, die der Reihe nach in 
jenen ersten n Geraden lie- 
gen, sich so bewegen, dass die 
Geraden, welche durch die un- 
mittelbar -auf einander folgen- 
den Punctepaare gehen, also 
die n — 1 Geraden ao,, 

... an-sOn-i, nach der Ord- 
nung beziehlich jene n — 1 an- 
deren festen Geraden schnei- 
den, so beschreiht nicht allein 
jede dieser schneidenden Gera- 
den, sondern so beschreibt 
jede der |■n(n — 1) Geraden, in 
welchen die n Puncte, paar- 
weise genommen, liegen, ein 
einfaches Hyperboloid, wel- 
ches auch durch diejenigen 
zwei festen Geraden geht, in 
welchen sich die jedesmaligen 
zwei Puncte bewegen.^ 


Die Richtigkeit dieser Satze folgt ohne Schwierigkeit aus den obigen 
Fundamentalsatzen (§ 51, IV). Auch ist leicht zu sehen, dass und wie 
diese Satze in gewissem Sinne die friiheren Satze (§ 47, I und 11) als 
besondere Fffle umfassen, und dass ihr Beweis dem der letzteren ahnlich 
ist. Ausserdem umfassen sie sehr viele andere besondere Fffle, als z. B. 
die nachstehenden: 


2) „'Wenn im Raume ein 
beliebiges n-Kant 2 l 2 [, 2 ( 2 ... 2 ln-i 
und irgend n — 1 Kegelflachen 


2) „Wenn im Raume ein 
beliebiges n-Seit AA^Ag-.-Au-i 
und irgend n — 1 Kegelscbnitte 
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2^^" Grades [SISIJ, ... 

[S[n— sStn-i], welclie nach der 
Reilie den n — 1 ersten Kanten> 
winkeln (3l2l,),(2l,a3),...(an.23ln-i) 
des n~Kants umschrieben sind"^), 
gegeben sind, und wenn ein 
veranderl idles einfaclies 
n-Flach aajag ... an—i sicb so 
bewegt, dass seine Flacben 
a, ttj, ... an-i nach der Reihe 
sicb um die Kanten 21, 2lj, ... 
2ln — 1 jenes n- Kants drehen, 
wahrend seine n — 1 ersten 
Kanten aaj, cqag, ... an— san— i 
nacb der Ordnung sicb als 
Strablen in jenen Kegelflacben 
bewegen, so bewegt sicb aucb 
seine n*® Kante an-ia in einer 
bestimmten n^®^ Kegelflacbe 
2 ten Grades [2ln-i3I]5 welcbe 
dem n^®"^ Kantenwinkel (2ln-i5l) 
des gegebenen n-Kants um- 
schrieben ist, und so be- 
scbreibt jede der iibrigen 
|•n(n-3) Kanten des durcb das 
genannte einfacbe n-Flacb 
aaj...an — 1 bestimmten vollstan- 
digen n-Flacbs ein einfaches 
Hyperboloid, welches durcb 
diejenigen zwei Kanten des 
gegebenen n-Kants gebt, um 
welcbe sicb die zwei Flacben, 
denen die jedesmalige be- 
schreibende Kante angebort, 
dreben.“ 

3) jjWenn im Raume ein 
beliebiges n-Kant 2l2Ii...2ln— i 
und irgend n — 1 Ebenen 23, 

*) d. h. die Kegelflacbe gebt durcb die 
jedesmaligeu zwei Kanten, und ibr Mittel- 
punct liegt also in ibrem Durcbscbnitts- 
punct. 


[AAJ, [AjAJ, ... [An_2An-l], 
welcbe nach der Reihe den 
n — 1 ersten Winkeln (AA^), 
(AjA^), ... (An-gAn-i) des n-Seits 
eingescbrieben siiid’*'), gegeben 
sind, und wenn ein verander- 
licbes einfaches n-Eck aaiag.-.an-i 
sicb so bewegt, dass seine 
Ecken a, a^, ... dn-i nacb der 
Reihe die Seiten A, A^, ... A„-i 
jenes n-Seits durchlaufen, wah- 
rend seine n — 1 ersten Seiten 
aa^, Uittg, ... an-sCtii-i nach der 
Ordnung sicb als Tangenten 
um jene Kegelscbnitte herum- 
bewegen, so bewegt sicb aucb 
seine n*® Seite Un-ia als Tan- 
gente um einen bestimmten 
n*®“ Kegelscbnitt [An— lA], wel- 
cber dem n*®“ Winkel (An-iA) 
des gegebenen n-Seits einge- 
scbrieben ist, und so be- 
schreibt jede der |■n(n — 3) 
iibrigen Seiten des vollstan- 
digen n-Ecks, welches durcb 
das genannte einfacbe n-Eck 
aai...an-i bestimmt wird, ein 
einfaches Hyperboloid, in wel- 
chem' aucb diejenigen zwei 
Seiten des gegebenen n-Seits 
liegen, langs denen sicb die 
zwei Ecken, welcbe die jedes- 
malige beschreibende Seite 
bestimmen, bewegen.^ 

3) „Wenn im Raume ein 
beliebiges n-Seit AA^-.-An-i 

und irgend n — 1 Puncte B, 


*) d. h. der Kegelscbnitt beruhrt die 
zwei Scbenkel des Winkels und liegt also 
mit ihnen in einer und derselben Ebene. 
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25i 5 . . . S3n-2, welche durch die 
n — 1 ersten Ecken ... 

3ln~-23ln-i des ii-KantvS gehen, 
gegeben sind, und wenn ein 
veranderliches einfaches 
n-Flach aa^.,.an—i sich so be- 
wegt, dass seine Flachen nach 
der Reihe sich urn die Kanten 
jenes n -Kants drehen, wah- 
rend seine n — 1 ersten Kanten 
nach der Ordnung sich in je- 
nen festen Ebenen bewegen, so 
beschreibt seine letzte Kante 
eine bestimmte Kegelflache 
zweiten Grades, welche dem 
letzten Winkel des gegebenen 
n-Kants umschrieben ist, nnd 
so beschreibt jede der iibrigen 
■|n(n — 3) Kanten des dnrch das 
genannte einfache n-Flach 
bestimmten vollstandigen 
n-Flachs aai...an-i ein ein- 
faches Hyperboloid, welches 
dnrch diejenigen zwei Kanten 
des gegebenen n-Kants geht, 
liings denen sich die jedesma- 
lige beschreibende Kante be- 
wegt.^^ 

4) „Wenn iin Raume n belie- 
bige Gerade S[, ... Slu-i, und 

eben so viele andere beliebige 
Gerade A, Aj, ... An~i, .wobei 
weder von diesen noch von 
jenen zwei in einer Ebene lie- 
gen, gegeben sind, so soli ein 
n-Flach (im Raume) so' be- 
schrieben werden, dass seine 
Ebenen der Reihe nach dnrch 
die ersten n Geraddh gehen, 
und seine Kanten der Ordnung 
nach die letzten n Geraden 
schneiden.^ 


Bj, ... Bn_ 2 , welche in den 
n — 1 ersten Flachen (Winkel- 
Ebenen) AA^, A^Ag, ... An-. 2 An-i 
des n-Seits liegen, gegeben 
sind, und wenn ein verander- 
liches einfaches n-Eck aa^.,.an—i 
sich so bewegt, dass seine 
Ecken nach der Reihe die 
Seiten jenes n-Seits durch- 
laufen, wahrend seine n — 1 
ersten Seiten nach der Ord- 
nung sich urn jene festen 
Puncte drehen, so bewegt sich 
seine letzte Seite als Tangente 
um einen bestimmten Kegel- 
schnitt, welcher dem letzten 
Winkel des gegebenen n-Seits 
eingeschrieben ist, und so be- 
schreibt jede der iibrigen 
•|•n(n — 3) Seiten des dnrch das 
genannte einfache n-Eck be- 
stimmten vollstandigen n-Ecks 
ein einfaches Hyper- 
boloid, welches durch diejeni- 
gen zwei Seiten des gegebenen 
n-Seits geht, langs denen sich 
die jedesmalige beschreibende 
Seite bewegt." 

4) „Wenn im Raume n belie- 
bige Gerade 31 , 31 ^, ... 3tn-i, und 
eben so viele andere beliebige 
Gerade A, A^, ... Au_i, wobei 
weder von diesen noch von 
jenen zwei in einer Ebene lie- 
gen, gegeben sind, so soil ein 
n-Eck (im Raume) so beschrie- 
ben werden, dass seine Ecken 
der Reihe nach in den ersten 
n Geraden liegen, und seine 
Seiten der Ordnung nach die 
anderen n Geraden schneiden." 
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Aehnlicherweise , wie die obigen Satze (I) andere Satze, umfassen 
aucli die vorliegenden Aufgaben (4) in gewisser Hinsiclit die fiiilieren 
Aufgaben (§ 25 und § 47, III) als besondere Falle in sicli, iiiid ibre Losiing 
ergiebt sicli aus denselben projecthuschen Eigenscliafteu, auf welclien die 
Losung der letzteren berulit. Nimmt man namlicb, urn z. B, die Aufgabe 4, 
rechts zu losen, in der ersten Geraden SI irgend einen Punct a an,, legt 
durcli diesen einen Stralil a, welclier die zwei Geraden A, 21^ sclineidet 
(§51, II), so erbalt man in der letzteren einen bestimmten Punct (den 
Durcbsclmittspuiict); durcli diesen wird weiter ein Stralil gelegt, welclier 
die zwei folgenden Geraden A^, 21^, sclmeidet, wodurcli man in der letz- 
teren Slg einen Punct Ug findet, und so fiihrt man fort, bis man endlicli 
durcli einen bestimmten Punct an_i in der Geraden Sli,-i einen Stralil 
au_i legt, welcher die zwei Geraden An— i, 21 schneidet, wodurcli man in 
der letzteren St einen zweiten Punct erbalt, welclier Un beissen und als 
scbiefe (oder gebrocbene) Projection des ersten a angeseben werden mag. 
Ebenso sucbt man zu irgend zwei anderen beliebigen Puncteii b, c der 
Geraden St zwei ibnen entsprecbende Puncte bn? Cn in derselben, sielit 
sodann die Puncte a, b, c und an, bn, Cn als entsprecbende Puncte zweier 
auf einander liegenden projectivisclien Geraden St, Stn an und suclit (§ 17) 
die vereinigten entsprechenden Punctepaare der letzteren, 'wodurcli sofoi't 
die Yorgelegte Aufgabe als geldst zu betracbten ist Die andere Aufgabe 
(links) ist dadui'cb offenbar zugleicb gelost. Wenn die Eangordnung der 
gegebenen Geraden, jede Abtbeilung fur sicb genommen, nacli Belieben 
gewablt werden darf, so ist die Zabl der Auflosungen, welclie jede der 
vorgelegten Aufgaben im Allgemeinen zulasst, offenbar dieselbe, wie bei 
der obigen Aufgabe (§ 25, Note). 

Den obigen Satzen (2) und (3) entsprecben nachstebende Aufgaben: 

5) „Wenn im Eaume ein be- 5) ^Wenn im Eaume ein be- 

liebiges n-Kant und irgend n liebiges n-Seit und irgend n 

Kegelflachen zweiten Grades, Kegelscbnitte, welche den 

welcbe den n Winkeln des- Winkeln desselben einge- 

selben umschrieben sind, ge- scbrieben sind, gegeben sind, 

geben sind, so soil ein n-Flach so soil ein n-Eck so bescbrie- 

so bescbrieben werden, dass ben werden, dass seine Ecken 

seine Flacben nacb der Eeibe nach der Reibe in den Seiten 

durcb die Kanten jenes jenes n-Seits liegen, und seine 

n-Kants geben, und seine Seiten nach der Ordnung jene 

Kanten nacb der Ordnung in Kegelscbnitte beriihren.^ 

jenen Kegelflachen liegen." 

6) „Wenn im Ranme ein be- 6) „Wenn im Eaume ein be- 

liebiges n-Kant und irgend n liebiges n-Seit und irgend n 

Ebenen, welcbe nacb der Puncte, welcbe nacb der Reibe 

Steiner’s Werke. 1 . 26 
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Eeihe durcli seine n Ecken in seinen Winkel-Ebenen lie- 
gehen. gegeben sind, so soli gegeben sind, so soli ein 

ein n-Flach so besckrieben n-Eck so beschrieben werden, 
werden, dass seine Flachen dass seine Eckon nach der, 

nach der Reihe durch die Reihe in den Seiten jenes 

Kanten jenes n-Kants gehen, n-Seits liegen, und seine Sei- 
und seine Kanten nach der ten nach der Ordnung durch 

Ordnung in Jenen Ebenen jcne Puncte gehen. 

liegen." 

Die Losimg dieser Aufgaben (5 und 6 ) beruht auf denselben Eigen- 
schaften, me die der obigen Aufgabe (4), von welcher sie in gewissem 

Sinne besondere Falle sind. Die zwei letzten Aufgaben ( 6 } sind im 

Grunde genommen eine und dieselbe, auch wurde die eine davon schon 
friiher (§ 32, Ende) mit anderen Worten ausgesprochen. 

57. Ein sehr specieller Fall der vorhergehenden Hauptaufgabe 56, 4) 
ist in neuerer Zeit in einigen mathematischen Zeitschriften unter ver- 
schiedenen Gesichtspuncten aufgefasst und gelost worden; dieser Fall kann 
hier unter alien seinen verschiedenen Aussagen nebst einigen Folgerungen 
mittelst projectivischer Eigenschaften aufifallend leicht gelost und War dar- 
gestellt werden. Die erste Aussage dieses Falles, wenn man ihn niimlich 
aus der obigen Aufgabe ableitet, und zwar dadurch, dass daselbst die 
Zahl der gegebenen festen Geraden bei jeder Abtheilung auf nur zwei 
beschrankt wird, lautet, wie folgt: 

1) „In irgend vier gegebe- 1) „Durch irgend vier ge- 

nen Geraden St, St,, A, A,, wo- gebene Gerade St, S[j,A, A,, wo- 
von keine zwei in einerEbene von keine zwei in einer Ebene 
liegen, vier Puncte zu finden, liegen, vier Ebenen zu legen, 
in jeder einen, welche in einer durch jede eine, welche sich 
Geraden liegen." in einer Geraden schneiden." 

Oder diese beiden Aufgaben lassen sich in folgende bekannte Auf- 
gabe zusammenfassen: 

2) „Diejenigen Geraden zu finden, welche irgend vier ge- 
gebene Gerade A, A,, A^, A,, woven keine zwei in einer Ebene 
liegen, schneiden." 

Auflosung. Die obige Auflosung (§56,4) vereinfacht sich fiir den 
gegenwartigen Fall, wie folgt: Durch eine der gegebenen vier Geraden, 
etwa durch A, lege man irgend drei Ebenen a, p, •);, welche die drei 
iibrigen Geraden A,, Ag, A^ beziehlich in den Poncten 0 ,, (t,, a^; h,, bg, 
hj; Cj, Cg, C 3 schneiden, wobei das Bild (Fig. 53) der Vorstellimg behiUf- 
lich sein mag, ziehe sodann die Strahlenpaare Oiflg und UgUj, bihg und 
bghs, CjCj und CgCj, welche der Geraden A in den Punctepaaren a und a^, 
h und c und begegnon, sehe diese als entsprechende Punctepaare 
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zweier auf einander liegenden projectivisclieii Geraden A und an, und 
suche sofort deren vereinigte entsprechende Puncte (§ 17), so kann endlicli 
durch jeden dieser Puncte (und nur durcli diese) eine Gerade gelegt ver- 
den, die der Aufgabo geniigt, namlicli die Gerade, welclie alsdann durcli 
den einen oder anderen dieser Puncte so gelegt wird, dass sie irgend zwei 
der drei Geraden A^, A2, Ag sclineidet, trifft aucli die jedesmalige dritte 
und sclineidet somit alle Tier gegebenen Geraden. Es giebt demnacli im 
Allgemeinen zwei Gerade, die der Aufgabe geniigen; es kann aber aucb 
nur eine, oder gar keine geben (§ 16, IT). 

Die Richtigkeit dieser Auflosung fallt in die Augen. Namlicli ver- 
moge der Strablen aa^, bbg, cCo, . • welcbe durcli die Ebenen a, p, 7, ... 
des Ebenenbuschels A bestinimt werden, und welche die drei Geraden A, 
A^^, A^ scbneiden, sind die Geraden A und Ag in Anseliung der Puncte 
a, B, c, ... und Ug, B., Cg, ... projectiviscli, und aus gleiclien Griinden 
sind die Geraden A2 -^4 ^ Anseliung der Puncte Bo, Co, ... und 
B^, C4, ... projectiviscli, folglicb sind aucli die Geraden A und A^ in 
Anseiung der Puncte a, B, c, . . . und B45 c^, ... projectmscli, und es 
mussen bei ihren vereinigten entsprecbenden Puncten notliivendigerweise 
auch die zugehorigen Strablen auf einander fallen, die sodann jene Geraden 
sind, welche der Aufgabe geniigen. 

Die vorstehende Aufgabe (2) wurde von Grergonne im XVIL Bd. S. 83 
seiner Annales de MatMmatiques zur Losung aufgestellt, und zwar mit der 
Forderung, dass die gesuchten Geraden in aller Strenge construirt werden 
soUen (construire rigoureusement la droite qui etc.), veil er vermuthlicli 
die Constructionen bei den damals bekannten Auflosungen, welcbe mittelst 
Coordinaten oder durcli Projection (Geometrie descriptive) ausgefulirt waren, 
ungentigend fand. Icb babe darauf im Bd. II. S. 268 des Journals fiir 
Matbematik*) eine Autlosung dieser Aufgabe bekannt geinacbt, und fast 
gleicbzeitig erscMen aucb in den genannten Annales Bd. XVIII. S. 182 
eine Auflosung derselben von Bohilier und Garhinsky, Diese zwei Auf- 
losungen stimmen jedocb in Einigem mit denen iiberein, welche Petit und 
Brianchon scbon fruber (im Bd. 1. S. 434 der Corresp, sur VEeole Polyt) 
gegeben batten, die mir aber erst spater zu Gesicbte kamen. Im er- 
wahnten Journal Bd. Y. S. 174 erscbien ferner eine dritte Auflosung, die 
indessen vor den fruheren wenig Yorzuge zu baben scbeint, nur dass sie 
durcb Hiilfe der Coordinaten gefubrt ist. Die vorstehende Auflosung ist un- 
streitig unter alien bier genannten bei weitem die einfacbste und bequemste 
und durffce als solcbe wohl der Geiyonrie'scliQn Forderung Geniige leisten. 

Eine andere Aussage der obigen Aufgabe, unter welcber sie von 
Brianchon und Petit a. a. 0. gelost worden, ist folgende: 


') Cf. S. 145 dieser Ausgabe. 


26 * 
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3) „Die gegenseitigen Durchschnittspaiicte eines gegebenen 
eiiifachen Hyperboloids und einer gegebenen Geraden zn finden.^^ 

Warden irgend drei Gerade des Hj^erboloids, die m einer Schaar 
gehoren, als die vorgenaunten (2) drei Geraden Aj , Ag , Ag , and wird die 
gegebene Gerade, als die vorige Gerade A angeseben, so sind alsdann die 
vereinigte^i entspreclienden Piincte der Geraden A, A^ die Mer zu finden- 
den Durclisclinittspuncte. 

Dieselbe Aufgabe kann ferner auch in nachstehende Aussage einge- 
kleidet werden: 

4) „Wenn irgend zwei einfache Hyperboloide H, Hj und ir- 
gend zwei Gerade A,, A^, die in beiden Hyperboloiden, abor 
nicht in einer Ebene liegen, gegeben sind, so sollen die ubrigen 
Geraden gefnnden werden, welche die Hyperboloide gemein 
liaben/^ 

Da die zwei gegebenen Geraden Ag, A^ nicht in einer Ebene liegen, 
so gehoren sie in jedem Hyperboloid zu einer Scliaar Gerader (§ 51, IV); 
wire! aus jeder dieser zwei Sebaaren irgend eine dritte Gerade angenoininen, 
und werden diese zwei neuen Geraden als die obigen (2) Geraden A, Aj 
angesehen, so werden offenbar diejenigen Geraden, welche die vier Geraden 
A, Aj, Ag, Ag schneiden, der gegenwMgen Aufgabe genugen, so dass also 
die Hyperboloide, ausser den gegebenen Geraden A^, A^, im Allgemeinen 
noch zwei anclere Gerade, etwa e, k (§ 17), gemein Iiaben, welche die 
ersten zwei schneiden, und also niclit mit ihnen aus einer Schaar sind. 
Dass die Hyperboloide H, nicht mehr als zwei Gerade von jeder Scliaar 
gemein haben konnen, ist einleuchtend, weil jedes von ihnen durch drei 
zu einer Schaar gehorige Gerade bestimmt wird (§ 51, IV). Hierdurch ist 
also zugleioh der nachstehende Satz erwiesen. 

5) „Wenn zwei einfache Hyperboloide irgend zwei Gerade 
A 2 ,A 35 die nicht in einer Ebene liegen, gemein haben, so schnei- 
den sie einander ausserdem im Allgemeinen in noch zwei an- 
deren Geraden e, k, welche mit jenen zweien', in Bezug auf je- 
des Hyperboloid, nicht aus einer Schaar sind; sie konnen aber 
auch einander ausserdem entweder a) in (langs) einer anderen 
Geraden (ok), die mit jenen zweien nicht aus einer Schaar ist, 
beriihren, oder j3) gar nicht treffen (2, Auflosung).^^ 

Im letzten Ealle (p) kann man sagen, die Hyperboloide schneiden 
einander ausserdem In zwei imagiuaren Geraden. Der zweite Fall (a) 
giebt durch TJmkehrung den folgenden besonderen Satz. 

6) „Wenn zwei einfache Hyperboloide einander in einer 
Geraden (ek) beruhron, so schneiden sie einander nebstdem im 
Allgemeinen in zwei Geraden A^, Ag, welche in jedem Hyper- 
boloid zu einer Schaar gehoren; oder sie konnen sich auch in 



58 . 


Besoiidere Satze und Aufgaben. 


405 


einer zweiten Geraden (AgAg), die mit jener (ek) in jedem Hy- 
perboloid nicht zu einer Scliaar gehort, bertiliren, oder sich 
gar nicht weiter begegnen/^ 

58. Her erfmderische Moehius hat zuerst den vSatz bekannt gemacht 
und bewiesen*): 

„Dass es namlich solche Paare (irregiilarer) Tetraeder 
geben konne, woTon jedes dem anderen (um- oder) ein- 
geschrieben ist, d. h. wovon dieEcken eines jeden in den 
Flachen des anderen, oder in deren Ebenen, liegen.“ 

Die Yorhergehenden TJntersuchungen gewahren nicht nur eine an- 
schauliche leichte Darstellung der Richtigkeit dieses Satzes, sondern sie 
gestatten auch eine deutliche Einsicht in den Spielraum seiner Moglichkeit 
iinter gewissen gegebenen Bedingungen. Zu diesem Endzweck moge fol- 
gende Aufgabe aufgestellt und mit einigen Andeutungen liber ihre Losung 
begleitet werden. 

„Wenn ein beliebiges Tetraeder T gegeben ist, ein anderes 
T zu beschreiben, dessenEcken in den Flachen des ersten, oder 
in deren Ebenen, liegen, und dessen Flachen, oder deren Ebe- 
nen, durch die Ecken des ersten gehen, und zwar wenn zwei 
Ecken des zweiten Tetraeders t gegeben sind.‘^ 

Ueber diese Aufgabe kann zuYorderst Folgendes bemerkt werden: 

Es seien A, B, C, D die Ecken des ersten Tetraeders T, und a, p, 
7 , S die des zweiten t. Man nehme an, die Ecken des zweiten sollen 
nach folgender Ordnung in den Flachen des ersten, oder in deren Ebenen, 
liegen: 

L aBCD, pACD, ^ABD, SABC, 

wo z. B. aBCD heisst: die Ecke a liege in der Ebene der Flache BCD. 
Nach dieser Annahme bleibt nun noch die Rangordnung frei, nach welcher 
die Flachenebenen des zweiten Tetraeders x durch die Ecken des ersten 
T gehen sollen; diese gestattet, nach der blossen Combination der Buch- 
staben, 24 Yerschiedene Falle (§ 25, Note). Diese 24 Falle sind in Hin- 
sicht der Zahl der Auflosungen, die sie zulassen, wesentlich Yon einander 
iinterschieden, und zerfallen in dieser Beziehung in drei Abtheilungen, 
woYon z. B. zur ersten Abtheilung folgende Yier Falle gehoren: 

1. Ap^S, BayS, Ca^S, Da^y (a) 

2. AaPy, Bap8, CayS, DpyS' 

3. Aapo, BaPy, CpyS, DayS > (b) 

4. AayS, Bpy8, Capy, Dap6^ 

welche, wie durch die Unterabtheilungen (a), (b) angedeutet wird, im 

*) Im Journal fur Matbematik Bd. IIL S. 273, 
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Wesentliclien nur zweierlei Art sind. In jedem dieser vier Falle koinmen 
der vorgelegten Aufgabe unendlicli -vdele Auflosungen zu (dagegen scheint 
bei den iibrigen Fallen theils nur eine einzige, theils gar keine Aufldsung 
moglicli zu sein). 

Als Beispiel soil nun der vorstehende Fall (1) hier naher betrachtet 
werden. 

Es sei ABCD (Fig. 54) das gegebene Tetraeder T, und. etwa a, -y 
die zwei gegebenen Ecken des zweiten, zu beselireibenden Tetraeders x. 
Da diu'cli die drei gegebenen Piincte B, a, y die Ebene Bay 8 bestimmt 
ist, in welclier die Ecke o liegt (II, 1), und da letztere auch in der Flaclien- 
ebene ABC liegen muss (I), so ist ihi* Ort auf die Durchsclinittslinie Bb 
dieser zwei Ebenen besclu'ankt. Ebenso muss die andere, zu suchende 
Ecke p einerseits in der Ebene Day und andererseits in der Ebene A CD 
liegen, so dass ihi Ort auf die Durclisclinittslinie Db dieser zwei Ebenen 
beschriinkt ist. Da nun ferner von den zu findenden zwei Flachenebenen 
Apy8, Capo (II, 1) jede durch die zwei Ecken p, S gekt, so dass die 
Kante p3 in ilirer Durchsclinittslinie liegt, so kommt es folglich nur darauf 
an, durch die zwei gegebenen Geraden Ay, Ca zwei Ebenen so zu legen, 
dass ihre Durclisclmittslinie die zwei gegebenen Geraden Bb, Db sclineidet, 
Oder, was eben so viel ist, eine Gerade zu finden, welche die vier Geraden 
Ay a, Bb, Cac, Db schneidet. Wird aber bemerkt, dass diese vier Gera- 
den bei'eits von den cli'ei Geraden AC, BD, ay geschnitten werden, 
so folgt, dass es von unendlich vielen Geraden geschehen kann, zu 
welchen diese drei gehbren (§ 51), und zwar folgt, dass jede Gerade^ 
welche irgend drei derselben schneidet, auch jedesmal der vierten be- 
gegnet. Dalier sind auch unzahlige Tetraeder x moglich, welche der vor- 
gelegten Aufgabe geniigen, und zwar dergestalt, dass z. B. jeder Punct in 
der Geraden Bb als die zu suchende Ecke 6 angenommen werden kann, 
wodurch sodann die andere Ecke p bestimmt und (nach § 51, II) leicht 
zu finden ist (und zwar bei der hier zu Grunde gelegten Figur „bloss 
durch Ziehen dreier Geraden zwischen gegebenen Puncten^^ ge- 
funden wird). Oder es folgt daher, dass der Kante po des zu beschreiben- 
den Tetraeders, fiir alle ihre verschiedenen Lagen, in welchen sie der Auf- 
gabe geniigen kann, ein Spielraum frei steht, in welchem sie ein einfaches 
Hyperboloid beschreibt (§ 51, IV), und dass dabei die zwei Ecken p, o 
die ihnen zukommenden Ortslinien Db, Bb projectivisch theilen. 

Aus dieser Auflosung ergiebt sich somit zugleich der folgende Satz. 

„Wenn ein beliebiges Tetraeder T und irgend zwei Puncte 
a, y, welche in zwei Flachenebenen desselben liegen, gegeben 
sind, so giebt es unzahlige andere Tetraeder x, welche jenem 
nach der.obigen Art (11,1) zugleich um- und eingeschrieben 
sind, und woven jedes jene zwei Puncte zu Eckpuncten hat: 
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der Ort ihrer tibrigen Eckpuncte 8 ist auf zwei bestimmte 
Gerade Db, BB besclirankt, und zwar dergestalt, dass diese 
Geraden inAnseliung der zusammengelibrigen Punctepaare pro- 
jectivisch sind, und dass folglicli der Ort der diese Eckpuncte 
verbindenden Kante pS ein einfackes Hyperboloid ist.‘^ 

Es mag nocli bemerkt werden, dass bei den drei iibrigen Fallen (II, b) 
ahnlicbe Auflosungen stattfinden, wie die vorstebende, und dass aus ihnen 
gleiclie Resultate folgen*). 


Allgemeine Anmerkung. 

Ueber Abhangigkeit einiger Systeme vers cbiedenartiger Figuren von 

einander. 

59. Das einfacbe Hyperboloid giebt, vermbge der ilim zukommenden 
Eigenschaften und namentlich yermoge seiner doppelten Erzeugung durcli 
projectivisclie Gebilde, ein Mittel an die Hand, die gegenseitige Abliangig- 
keit gewisser Systeme verscbiedenartiger Figuren von einander klar darzu- 
thun, die Uebertragung der Eigenschaften jedes Systems auf alle iibrigen 
leicbt zu bewerkstelligen, und zugleich auob jedes System in jedes andere 
zu verwandek. Dieser Gegenstand gebort eigentlicb dem zweiten Abscbnitte 
an (weil dieser das Aufeinanderbezieben der Ebenen und der Strablbiiscbel 
im Raume entbalten wird), wo er (so wie im vierten und funffcen Abscbnitte) 

*) Es ware wobi zu wunscben, dass sich Jemand die Miihe gabe, die obige Auf- 
gabe vollstandig zu erortern, d. b. das Eigentbumlicbe aller moglichen Falle derselben 
in’s Klare brachte und die dabei sfattfindenden Umstande erforscbte. Die vorstebende 
Auflosnng zeigt, wie diesem Gegenstande durcb projectiviscbe Eigenschaften beizn- 
kommen sei. Bei meiner flucbtigen Untersucbnng fand ich unter anderen nocb: 5 ,Dass, 
wenn zwei Tetraeder T, t nacb einer der obigen drei Arten (II, b) ein- 
ander umschrieben sind, sie alsdann ansserdem solcbe gegenseitige 
Beziebnng haben, dass jedesPaar gegenuberliegender Kanten des einen 
Tetraeders mit einem bestimmten Paar gegeniiberlie gender Kanten des 
anderen in einem einfachen Hyperboloid liegt“u. s. Bei der Losung 
der iibrigen 20 Falle der obigen Aufgabe (die aiisser den 4 erwabnten (II) anscbeinend 
stattfinden konnen) diirfte die fruhere Aufgabe (§ 57, 2) bebiilflicb sein. Werden solcbe 
Auflosungen, wo das zu beschreibende Tetraeder t in einen Grenzfail, d. i. in eine 
Gerade iibergebt, mit gezablt, so mScbten wohl bei jedem der 20 Falle zwei Auflosungen 
stattfinden; so vertrat z. B. beim oben betracbteten Falle (II, 1) jede der drei Geraden 
AO, BD, ay einen solcben Grenzfail. 

Bei der obigen Aufgabe konnten ferner aucb anstatt der zwei Eckpuncte a, y ent- 
weder zwei Flacbenebenen Oder eine Flacbenebene und eine Ecke des zu bescbreiben- 
clen Tetraeders als gegeben angenommen werden, Uebrigens sind alle diese Aufgaben 
nor die einfacbsten Falle von anderen ausgedebnteren Aufgaben, die sicb ahnlicber- 
weise durcb projectiviscbe Eigenschaften losen lassen, wie jene in § 56, 
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seine vollstaudigo Erortenmg finden wird; wegen seiner nahen Verwandt- 
schaft mit dem ebon Abgeliandelten glaubte ioli jedoch, ibn schon bier kurz 

beniiu'en zu milssen. _ ;j a * 

L Bei den Yorhergeiienclen TJntersucliiingen -wurde eine Gerade A im 
Raume auf doppelte Weise, d. h, in Hinsicht zweier Gebilde betraclitet, 
niimlich entweder al^ eigentliche Gerade A (d. i. als eine unendliche Menge 
Pimete entlialtend), oder als Ebenenbiischel A (d. i. als ^ Axe des Ebenen- 
biiscliels). In dieser doppelten Hinsicht steht daher eine Gerade A mit 
alien Puncten und alien Ebenen im Ranme in folgender Beziehung, 

Als Ebenenbiischel A Gerade A 

„Jecler Punct iiegt in irgend „Jede Ehene geht durch ir- 

einer seiner Ebenen*/^ gend einen ihrer Puncte;^^ 


Oder: 

„Sie (die Axe A) bestimmt „Sie bestinamt mit jeder 

mit I’edem Punct (der nicht in Ebene (in der sie nicht Iiegt) 
ihr Iiegt) eine Ebene.^' einen Punct/' 

Werden nach dieser zweifaclien Hinsicht zwei Gerade A, A^ im Raume 
zugleicli betraclitet, und zwar mit Beziehung aufeinander, so sind dabei 
folgende wesentliche XJmstande zu bemerken: 


„Jede Ebene des einen 
Ebenenhtischels schneidet den 
anderen Ebe nenbii sch el in 
einem ebenen Strahlbuschel; 
die gesammten Strahlen aller 
dieser Strahlbuschel, oder 
die gesammten Strahlen, in 
■welchen die Ebenen beider 
Ebenenbiischel einander paar- 
iveise schneiden, erfiillen ein- 
fach den ganzen Raum, d. h. 
durch jeden Punct des Raumes 
(der nicht in einer der zwei 
Axen Iiegt) geht irgend einer 
von diesen Strahlen, aber nur 
ein einziger; so dass also 
jede beliebige Ebene sich mit 
irgend zwei Ebenen der zwei 
Ebenenbiischel in einem sol- 
chen Strahle schneidet. 


„Jeder Punct der einen 
Geraden bestimmt mit den 
Puncten der anderen Geraden 
einen ebenen Strahlbuschel; 
die gesammten Strahlen aller 
dieser Strahlbuschel, oder die 
gesammten Strahlen, welche 
die Puiicte beider Geraden, 
paarweise genommen, mit ein- 
ander bestimmen, erfiillen ein- 
fach den [ganzen Raum, und 
zwar Iiegt in jeder Ebene (die 
durch keine der zwei Geraden 
geht) irgend einer von diesen 
Strahlen, aber nur ein einzi- 
ger; so dass also jeder belie- 
bige Punct mit irgend zwei 
Puncten der zwei Geraden in 
einem solchen Strahle Iiegt/' 


Von diesen Strahlen, welche auf die eben angegebene Weise durch 
zwei Ebenenbiischel oder durch zwei Gerade A, Aj im Raume bestimmt 
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werden, weiss man nun aus friilieren Untersuchungen (§ 51), dass jedes- 
mal die Schaar deijenigen unter ihnen, die irgend einer beliebigen dritten 
Geraden Ag begegnen, einem einfaclien Hyperboloid angehort, und dass 
einerseits die Ebenenbiiscbel A, A^ in Ansebung der Ebenenpaare, welche 
die StraMen dieser Schaar zu Durchschnittslinien haben, und andererseits 
die Geraden A, A^^ in Ansebung der Punctepaare, in welcben sie von 
den Strablen dieser Scbaar getroffen werden, projectiviscb sind, u. s. w. 
Mit Riicksicht auf alle diese Umstande lassen sicb nachstehende inter- 
essante Betracbtungen leicbt bewerkstelligen. 

n. Bringt man mit den zwei Doppelgebilden A, A^ irgend zwei 
Ebenen s, in Verbindung, so konnen die letzteren, mittelst der durcli 
die ersteren bestimmten Strablen (I), auf eigentbtimlicbe Weise auf einander 
bezogen werden. Um bei dieser Untersucbung der Vorstellung zu Hiilfe 
zu kommen, stelle (etwa in Fig. 55) das Papier die Ebene s dar, wo nam- 
licb alle nicbt punctirten Linien in dieser Ebene liegen. Es sei die 
Gerade ee^^ die Durchsclinittslinie der Ebenen s, Sj, und r und und 
seien die Puncte, in welcben die Geraden oder Axen A, A^ von den 
Ebenen s, getroffen werden, so dass also 
- r§ = x und 

diejenigen zwei Strablen des genannten, durcb die Axen A, A^ bestimmten 
Strablsystems (I) sind, welcbe in den Ebenen e, liegen. Ferner seien 
t, die Puncte, in welcben die Strablen t^, x den Ebenen s, Sj begegnen, 
und welcbe mit den vorgenannten Puncten die Geraden 

t^ = z, = 

bestimmen. Hat man alle diese Elemente genau fixirt, so lassen sicb 
weiter folgende Eigenscbaften angeben: 

1) Die zwei Ebenen e, Sj werden mittelst des genannten Strablsystems 
dergestalt auf einander bezogen, dass im Allgemeinen jedem Punct der 
einen Ebene ein bestimmter Punct in der anderen Ebene entspricbt, d. b, 
durcb jeden beliebigen Punct a in e gebt ein einziger bestimmter Strabl 
a, der die Axen A, A^ scbneidet in 25, S3j, und der die in irgend 
einem bestimmten Puncte trifft, welcber der „entsprecbende“ jenes 
Punctes, oder dessen „schiefe Projections^ beissen soil. Von dieser 
bestimmten Beziebung macben nur folgende Puncte eine wesentlicbe Aus- 
nabme. 

Da nambcb alien Puncten r, . der Ebene s, welcbe in dem 

vorbin erwabnten Strable x liegen, offenbar dieser Strabl gemeinscbaftlicb 
zugebort, so wird folglicb der einzige Punct in welcbem derselbe die 
Ebene trifft, alien jenen Puncten zugleich entsprecben. Und da ferner 
alle Strablen, welcbe von dem Puncte der Ebene ausgeben, in der Ebene 
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t)jA liegen und in dieser einen ebenen StraUbiischel bilden (I), so 
werclen sie nothwendiger Weise die Ebene £ langs der Geraden y, d. h. 
liings der Dui'clisclmittslinie der Ebenen :QjA iind s, treifen, so dass folg- 
licli alien Puncten r, i ... dieser Geraden y in s der einzige Punct 
in Sj entspricht. Ebeiiso haben alle Puncte t, J, ... der Geraden z 
in £ den Punct zu ilii'om gemeinschaftlicli entsprechenden Puncte in 
£^. Alls gleiclien Griinden entspreclien alinliclierweise den sammtliclien 
Puncten der drei Geraden Tj, Sj, in der Ebene die drei einzelnen 
Puncte r, t in der Ebene s. Diese besondere Eigenschaft der Puncte 
r, §, t und gj, liat auf die nacMolgenden Resultate grossen Einfluss, 

so dass die meisten sicli mehr oder weniger auf dieselben bezieben, daber 
mogen die Dreiecke r^t, unter dem Namen „Hauptdreiecke^^ der 
Ebenen s, Sj festgelialten werden. Die Hauptdreiecke baben nacb den eben 
bemerkten Eigenscbaften solcbe gegenseitige Beziebung, dass die sammt- 
licben Puncte der Seiten (x, y, z oder r^, s^, tj eines jeden den einzel- 
nen Eckpimcten oder r, t) des anderen entsprecben. 

Endlicb mag aucb nocb bemerkt werden, dass jeder Punct in 
der Diircbscbnittslinie ee^ der Ebenen s, sicb selbst entspricbt, 
oder init seinein entsprecbenden vereinigt ist, weil oftenbar der einem 
solcben Puncte zugeborige Projectionsstrabl beide Ebenen in demselben 
zugleicb trilft. 

Wie zu irgend einem gegebenen Punct in der einen Ebene der ent- 
sprecbende in der anderen Ebene gefunden wird, ist leicbt zu seben, nam- 
licb, wenn etwa a in s der gegebene Punct ist, so wird der zugeborige 
Projectionsstrabl a offenbar dadurcb gefunden, dass man die Ebenen aA, 
aAj legt, deren Dmnbscbnittslinie er sein muss (I), und sodann wird 
dieser Strabl a der Ebene £j in dem gesucbten entsprecbenden Puncte a 
begegnen. Der Punct kann daber aucb bloss diircb Zieben zweier Paar 
Gerader in den Ebenen s, gefunden werden; denn ziebt man aus dem 
gegebenen Pimct a durcb den Punct x die Gerade ar|), welcbe die Durcb- 
scbnittslinie ee^ in dem Puncte trifft, und ziebt sodaim in £^ die 
Gerade g,pj, so muss in dieser der gesucbte Punct a, liegen; und da 
ahnlicherweise durcb die Gerade a^q in £ eine Gerade p^q^ in be- 
stimmt wird, in welcber ebenfalls der Punct liegen muss, so ist der 
letztere der Durcbscbnittspunct der zwei Geraden j^p^, p^q^. 

2) Es ist nun weiter anzugeben, welcbe Beziebung irgend zwei ent- 
sprecbende Figuren in den Ebenen e, zu einander baben, und nacb 

welcben Gesetzen ibre Eigenscbaften von einander abliangen; und zwar 
entstebt zunacbst die Frage, welcbe Figiu einer Geraden, und sodann, 
welcbe Figur irgend einer bestimmten krummen Linie entsprecbe? Die 
Antworten bierauf. ergeben sicb aus dem Vorbergebenden fast unmittelbar 
namlicb wie folgt: ’ 
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a) Einer beliebigen Geraclen in einer der zwei Ebenen s, z. B. der 
Geraden 1 in s, entspricbt offenbar in der anderen Ebene irgend ein 
Kegelscbnitt P J ; denn alle Projectionsstralilen, welclie jene Gerade treffen 
Oder ihre sammtliclien Puncte auf die Ebene projiciren, liegen in einem 
einfaclien Hyperboloid (I), welches die Ebene in dem genannten Kegel- 
sclinitte schneidet (§ 51, IV, 4). Da die Gerade 1 die Seiten x, y, z des 
Hanptdreiecks in den Puncten y, g sclineidet, so geht folglich, vermoge 
dieser Puncte, der Kegelsclinitt PJ dui*ch die drei Puncte (1), 

so dass er also dem Hauptdreieck JTibigi mnschrieben ist. Ferner geht der 
Kegelschnitt auch durch den namlichen Punct ee^, in welchem die Gerade 
1 der Diu'chschnittslinie ee^ begegnet (1). Natiirlicherweise muss auch 
umgekehrt jedem beliebigen, dem Hauptdreieck umschriebenen 

Kegelschnitt PJ irgend eine Gerade 1 in s entsprechen; dieses folgt auch 
in der That daraus, dass alle Projectionsstrahlen eines solchen Kegel- 
schnitts (d. h. alle Strahlen, die durch seine sammtliclien Pmicte gehen), 
(zufolge § 51, IV, 9, a), ebenfalls in einem einfachen Hyperboloid liegen, 
und da dasselbe von der Ebene s offenbar in dem Strahle x (der dem 
Puncte zugehbrt) geschnitten wird, so muss es von ihr noch in irgend 
einer anderen Geraden 1 geschnitten werden (§51, IV, *3), welche dem 
gegebenen Kegelschnitte PJ entspricht. 

Es ist klar, dass alles, was Her von der Ebene gesagt worden, 
auch umgekehrt in entsprechendem Sinne von der Ebene s gilt. 

In dem, was uber die Gerade I gesagt worden, findet nur dann eine 
wesentliche Ausnahme oder ein besonderer Fall statt, wenn diese Gerade 
durch einen der drei Hauptpuncte r, §, t geht; namlich alsdann entspricht 
ihr in der Ebene ebenfalls eine Gerade Ij, welche beziehlich durch einen 
der drei Puncte g^, geht. Denn geht z. B. die Gerade 1 durch den 

Punct r, wie etwa arp, so liegen offenbar alle ihr (oder iliren sammt- 
lichen Puncten) zugehorigen Projectionsstrahlen in der Ebene lA oder pA, 
und daher muss ihr nothwendigerweise diejeHge Gerade 1^ entsprechen, 
in welcher jene Ebene die Ebene Sj schneidet, und welche also durch den 
Punct gi geht (also die Gerade piCiigi); und zwar mussen die Geraden 1, 
]j perspectivisch sein, und namentlich den Punct, in welchem die Axe Aj 
von jener Ebene lA getroften wird, zum Projectionspunct haben (I) und 
einander in der Durchschnittslinie ee^ schneiden (im Puncte ppj). Aehn- 
liches findet statt, wenn die Gerade 1 durch den Punct § geht. Geht sic 
aber durch den Punct t, so liegt sie zwar nicht mehr mit der Geraden 
Ij, die dann durch den Punct geht, in einer Ebene, sondern in diesem 
FaUe liegen sie in einem einfachen Hyperboloid, welches die Ebene b in 
den Geraden 1 und x, und die Ebene in den Geraden 1^ und \ schneidet; 
denn da die Gerade 1 durch den Punct t geht, so ist allemal t^ ein Pro- 
jectionsstrahl derselben, und dann muss die Ebene das genannte Hyper- 
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boloicl noch in einer ancleren Geraden \ sclineiden, welclie nothwendiger- 
weise clurcli den Punct gelit, woil x jedesmal Projectionsstrahl der 
Geraden 1 ist*). 

Es giebt demnacli in den zwei Ebenen s, drei Paar Strahlbiiscbel, 
iianilicli r und § und t und jTi, deren StraWen, als Gerade 1 und 
\ betraclitet, einander paarweise entsprecben, und welche, wie leicbt zu 
«ehen, in Anseliiing dieser Stralilenpaare projectiviscb sind, und zwar liegen 
sowohl r und 5 ^, als ^ und perspectivisch, weil sie die Durchschnitte 
der Ebenen s, Sj und der Ebenenbiischel A, A^ sind, oder weil ibre ent- 
sprechenden Stralilen (wie rp, gjpJ sich in der Geraden eCj scbneiden. 

Demnach hat man furs erste das folgende Gesetz: 

„Den gesammten Geraden in einer der zwei Ebenen s, 
aiisgenommen. die Strahlen der drei Stralilbiischel (r, t) oder 
(Si? ^ 1 ? I'l)? deren Mittelpuncte die Spitzen des Hauptdreiecks 
sind, entsprechen in der anderen Ebene die gesammten Kegel- 
schnitte, welche dem Hauptdreieck umschrieben werden kbnnen, 
und auch umgekehrt.“ Und ferner: „Die Geraden, welche Strah- 
len der genannten Strahlbiischel sind, entsprechen einander 
paarweise, namlich es entsprechen sich die Strahlen derStrahl- 
biischel r und § und pj, i und und es sind diese Strahlbii- 
schel in Ansehung ihrer entsprechenden Stralilenpaare projec- 
tivisch, und zwar sind die zwei ersten Strahlbiischelpaare perspectivisch, 
so dass jedes Paar die Durchschnittslinie ee^ zum perspectivischen Dui'ch- 
sclmitt hat, wogegen vom dritten Paar (t und zwei entsprecliende 
Stralilen in dieser Linie vereinigt sind; auch sind ferner je zwei ent- 
sprechende Strahlen von r und oder § und perspectivisch, und ihr 
Projectionspunct liegt in der Axe A^ oder A; dagegen erzeugen je zwei 
entsprechende Strahlen von t und , ein einfaclies Hyperboloid, und die 
Hyperboloide dieser Scliaar haben die vier Geraden A, A^, x, t^ gernein." 

b) Ein eigenthiimlicher Fall, der zwar, wie man sehen wird, schon 
in clem vorstelienden Gesetz mit inbegriffen ist, verdient wegen seines 
Einflusses auf sphere Resultate hier noch nalier erortert zu werden. Es 
kann namlich gefragt werden, welches in jeder der zwei Ebenen s, der 
Ort derjenigen Puncte sei, deren entsprechende in der anderen Ebene un- 
endlich entfernt liegen? Diese Frage lasst sich folgendermassen leicht be- 
antworten: 

Alle Projectionsstrahlen, welche nach den unendlich entfernten Puncten 
einer der zwei Ebenen, z. B. der Ebene e, gerichtet sind, sind nothwen- 
digerweise mit ihr parallel, und liegen folglich in einem hyperbolischen 

*) Gehen die Geraden 1, Ij dnrch die Pnncte r und gi , oder ^ und tfi , so sind sie 
in zwei bestimmten Lagen projectiviscb abnlicii, geben sie aber durcb die Puncte 
t und ji, so iindet dieses nur in einer Lage statt. 
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Paraboloid (§ 52, I, 2, e), welches von der Ebene Sj in einem Kegel- 
sclinitt, und zwar im Allgemeinen in einer Hyperbel geschnitten wil'd. 
Dieser Kegelschnitt, der durch [QJ bezeichnet werden mag, geht offenbar 
durcli die drei Puncte weil durch jeden dieser Puncte ein der 

Ebene s paralleler Projectionsstrahl geht (denn auch der Stralil x, welcher 
durch den Punct geht, ist als dieser Ebene parallel anzusehen). Auch 
folgt, dass eine Asymptote des Kegelschnitts [QJ, oder im Fall er eine 
Parallel ist, dass seine Axe der Durchschnittslinie ee^ parallel sei, weil 
namlich s eine Asymptotenebene des Paraboloids ist (§ 52). (Aus gleichen 
G-riinden folgt, dass die andere Asymptotenebene derjenigen Geraden pa- 
rallel ist, in welcher die Ebene von derjenigen Ebene geschnitten wird, 
die durch A oder Aj geht und mit Aj oder A parallel ist.) 

Da nun aber jedem, dem Hauptdreieck nmscluiebenen 

Kegelschnitt irgend eine Gerade in s entspricht (a), so sind demnach alle 
unendlich entfernten Puncte der Ebene s als in einer Geraden Q liegend 
anzusehen*), welcher namlich jener Kegelschnitt [QJ entspricht. Aehn- 
licherweise muss den unendlich entfernten Puncten der Ebene s^, oder 
ihrer unendlich entfernten Geraden, welche heissen mag, ein be- 
stimmter Kegelschnitt [R] in s entsprechen, welcher dem Hauptdreieck 
r^t umsehrieben ist, u. s. w. Wenn insbesondere einer der zwei Kegel- 
schnitte [R], [QJ eine Parabel ist, so ist es der andere ebenfalls, was 
leicht nachzuweisen ist; u. s. w. 

Also folgt: 

„Den unendlich entfernten Puncten jeder der beiden Ebe- 
nen s, entspricht ein bestimmter Kegelschnitt. [QJ oder 
[R] in der anderen Ebene, welcher dem Hauptdreieck um- 
schrieben ist, so dass also jene Puncte als in einer Geraden Q 
oder Rj liegend angesehen werden miissen; von jedem der zwei 
Kegelschnitte, die im Allgemeinen Hyperbeln sind**), ist eine 
Asymptote der Durchschnittslinie ee^ parallel; ist einer der- 
selben eine Parabel, so ist es auch der andere, und dann sind 
ihre Axen der Linie ee^ parallel.^ 

c) Ueber die vorstehenden Resultate (a, b) sind noch folgende nahere 
Umstiinde anzugeben: Wenn namlich der Geraden 1, wie sie in Fig. 55 
gezeichnet vorliegt, der Kegelschnitt [IJ entspricht, so wird jedem Kegel- 
schnitt der sie beruhxt und zugleich dem Hauptdreieck r§t umsehrieben 
ist, z. B. dem Kegelschnitt, der sie in a beriihrt und der dm'ch [T] be- 
zeiclmet werden mag, eine solche Gerade in entsprechen, welche 
den Kegelschnitt [IJ in demjenigen Puncte beriihrt, der jenem erst- 

*) Dieses ist in der Perspectivlehre ein bekannter alter Satz ; im zweiten Abschnitt 
wird er einfacher nnd klarer dargestellt werden. 

**) Die nnendlicli entfernten Pnnete dieser Hyperbeln entsprechen einander. 
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genannten Puncte a entspriclit; derni da 1 und [T] nur den einzigen Punct 
a gemein liaben, nnd da jedem Punct in s im Allgemeinen nur ein ein- 
ziger Punct in entspriclit, so konnen folglich aucli [IJ und Tj nicht 
melir als einen Punct gemein haben. 

Daferner die Stralilen ra und einander entsprechen, und da den 
Puncten der Geraden t^ = z einer und derselbe Punct Jj entspriclit, so 
sielit man, dass, wenn der Stralil ra sick um t dreht, bis a in den StraH 
gelangt, dann der Punct sick nack bewegen wird, bis er sick 
zuletzt mit ikm vereinigt, so dass alsdann dieser Stralil den Kegelscknitt 
Pi] 3i beriikrt. Ebenso wird die Tangente, welcke den Kegelscknitt 
[Ij] in beriikrt, durck den Stralil bestimmt und gefunden, welcker von 
§ nack dem Scknittpunct der Geraden I und rt kingekt. Und ebenso ist 
die Tangente im Puncte Jfj derjenige Strahl, welcker dem Strakle t]C 
entsprickt. Also : 

5 , Wenn in den zweiEbenen s, Sj irgend eine Gerade und der 
ikr entspreckende Kegelscknitt, z. B. die Gerade 1 in e und der 
Kegelscknitt [IJ in Sj, gegeben sind, so entsprickt jeder belie- 
bigen Tangente T^ des Kegelscknitts ein bestimmter Kegelscknitt 
[T] in der anderen Ebene, welcker jene Gerade 1 beriikrt, und 
zwarin demjenigen Puncte a, der dem Beriikrungspunct jener 
Tangente entsprickt; denjenigen Tangenten ab.er, welcke den 
gegebenen Kegelscknitt in den Hauptpuncten jj beriikren, 

entsprecken die Geraden durck r, §, t, die in der anderen Ebene die 
Ecken des Hauptdreiecks mit denjenigen Puncten verbinden, 
in welchen die gegeniiber liegenden Seiten x, y, z von der ge- 
gebenen Geraden 1 gescknitten werden." 

Fiir den vorerwaknten (b) Kegelscknitt [QJ findet man kiernack seine 
Tangente im Puncte ^ 1 , wenn man den Strahl durck ^ der Seite y pa- 
rallel ziekt, weil namlich in diesem Falle die ikm entspreckende Gerade 1 
(oder Q), und mitkin auck der Punct in y, unendlich entfernt ist. Ebenso 
wird dessen Tangente am Puncte und aknlickerweise wird dessen Tan- 
gente am Puncte 3:1 gefunden; oder die letztere kann auck mittelst der 
zwei erstern gefunden werden (§ 42, IV, 1 ). Gleiches folgt fiir den Kegel- 
scknitt pR.]. 

Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Rucksickt auf § 36, Ende 
und (b) kann man nun auck leickt erkennen, von welcker Art der Kegel- 
schnitt sei, welcker irgend einer Geraden in einer der zwei Ebenen s, 
entsprickt, namlick: 

„Der Kegelscknitt, welcker z. B. der Geraden 1 entsprickt, 
ist eine Hyperbel, oder eine Parabel, oder eine Ellipse, je 
nachdem die Gerade 1 den Kegelscknitt [R] schneidet, oder 
beriikrt, oder gar nicht trifft." 
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cl) Mittelst der bisherigen Resultate lassen sich mm weiter leicht die 
Haupteigenschaften derjenigen Figur angeben, welche irgend einer gegebenen 
krummen Linie entspricht. Derm angenommen es sei C eine beliebige 
Curve Grades in der Ebene s, und sei die ihr entsprechende in 
der Ebene s^, so wird, da C von jedem dem Hauptdreieck riSt umsclirie- 
benen Kegelsclinitt [x^t] im Allgemeinen und hoclistens in 2n Puncten 
gescbnitten werden kann, und da alien diesen Kegelsclinitten die gesammten 
Geraden in der Ebene entsprecben (a), die Curve C^ von jeder dieser 
Geraden im Allgemeinen und hocbstens ebenfalls in 2n Puncten ge- 
scbiiitten, und folglich wird diese Curve im Allgemeinen vom Grade 
2 n sein. 

Da ferner die Curve C jede der drei Seiten x, y, z des Hauptdreiecks 
im Allgemeinen in n Puncten schneidet, so muss die Curve C, die drei 
Hauptpuncte zu sogenannten singularen Puncten haben, nam- 

licli jeder derselben ist in Bezug auf sie ein n-facher Punct ( 1 ). Die 
n Tangenten der Curve Cj in jedem der drei Puncten sind ver- 

mbge der Durchscbnittspuncte, in welclien die Seiten x, y, z von der 
Curve C geschnitten werden, sehr leicbt zu finden, denn ist etwa 15 ein 
soldier Durchsclinittspunct, so ist der dem Stralile entsprechende 
Strahl ^jbj eine Tangente der Curve Cj im Puncte (c). Beriihrt die 
Ciu've C eine der drei Geraden x, y, z, so entspricht dem Beriihrungspunct 
ein Ruckkehrpunct in der Curve C^, und zwar, so oft eine jener Ge- 
raden von C beriihrt wird, so viele Ruckkehrpuncte der C^ sind in dem 
der jedesmaligen Geraden entsprechenden Puncte jj vereinigt. Die 

einem Ruckkehrpunct zugehorige Tangente ist, ebenso wie vorMn, leicht 
zu finden, sobald namlich der ihm entsprechende Beruhrimgspunct gegeben 
ist. (Sind unter den^genannten Riickkehrpuncten auch die W en dungs - 
Oder Beugungspuncte mit inbegriffen?) 

Der Grad der Curve C^ wird nothwendigerweise um 1 oder 2 oder 
3 Einheiten erniedrigt, wenn die ihr entsprechende gegebene Curve C durch 
1 oder 2 oder, alle 3 Hauptpuncte r, t geht (d. h. durch jeden nur 
einmal geht), weil namlich unter diesen Umstanden jeder der genannten 
Kegelschnitte [r§t] die Curve C, ausser jenen Puncten, nur in 2n — 1, oder 
2n — 2, oder 2n — 3 Puncten schneiden kann. 

Wenn insbesondere die gegebene Curve C nur vom zweiten Grad, also 
ein Kegelschnitt ist, so ist denmach die ilir entsprechende Curve im 
Allgemeinen vom vierten Grad und hat die drei Hauptpuncte ijj, jj zu 
Doppelpuncten*). Oder wenn man die besonderen Falle mit zusammenfasst, 


*) Beriihrt der gegebene Kegelschnitt C alle drei Seiten x, y, z des Hanptdreiecks 
r^t, so ist Cl, znfolge des Obigen, eine solche Curve vierten Grades, welche die drei 
Hauptpuncte fi, pi, gi zu Riickkehrpuncten hat; und Weiter foigt (mit Rucksicht auf 
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so kann man sagen: „es sei entweder vom vierten, oder dritten, oder 
zweiten, odei' ersten Grade, je nacMem der gegebene Kegelsclinitt C 
entweder durcli keinen der Hauptpiincte r, t, oder dnrcli einen, oder 
durcli zwei, oder durch alle drei geht.“ Der dritte Fall, wo namlicli 
vom zweiten Grade, und also auch ein Kegelsclinitt ist, folgt auch aus 
§51, IV, 9, wonach, wmn z. B. der gegebene Kegelsclinitt C durch die 
Puncte r, § geht, dann seine sammtlichen Projectionsstrahlen in eineiii 
einfachen Hyperboloid liegen, welches von der anderen Ebene Sj in einem 
Kegelsclmitt geschnitten wird, der nothwendigerweise durch die Puncte 
geht. Dasselbe folgt ubrigens auch aus der Eigenschaft, dass*die 
Strahlbiischel r und § und t und projectivisch sind (a). Denn 
geht der Kegelschnitt C etwa durch die Puncte §, t, so erhalten die Strahl- 
biischel 6, t durch ihn eine projectivische Beziehung (§ 38, III), da sie 
aber, wie schon bemerkt worden, beziehlich mit den Strahlbiisclieln hi, 
projectivisch sind, so sind folglich auch die letzteren unter sich projecti- 
visch und erzeugen einen Kegelschnitt Q, welcher durch ilire Mittelpuncte 
hi, iCj geht, und welcher offenbar dem Kegelschnitt C entspricht. Also: 

„Jedem Kegelschnitt C in der Ebene e, welcher durch irgend 
zwei der drei Hauptpuncte t, §, t geht (aber nur durch zwei), 
entspricht in der anderen Ebene ebenfalls ein Kegelschnitt 
C\, welcher durch die jedesmaligen zwei entsprechendeii Haupt- 
puncte hi, ?^i geht; und auch umgekehrt.^^ 

3) Die vorstehenden Eesultate (2) sind die Fundamentalsatze fiber 
die Abhangigkeit der Figui'en in den zwei Ebenen s, Sj von einander. Es 
lassen sich aus ihnen unnaittelbar eine grosse Keihe weiterer Folgerungen 
entwdckeln, die zu einigen interessanten Satzen fuhren. Nach der Art, 
wie die Figuren in den zwei Ebenen von einander. abhangen, ist namlich 
klar, dass gewisse Eigenschaften und Satze, welche Figuren oder Gebilden 
in der einen Ebene zukommen, also die moisten Eigenschaften, Satze, Auf- 
gaben etc., die im ersten und gegenwartigen dritten Kapitel fiber projec- 
tivische Gebilde und sonstige Figuren in der Ebene aufgestellt oder be- 
trachtet worden sind, auch auf irgend eine analoge Weise in der anderen 
Ebene (wenn auch bei ganz verscMedenartigen Figuren) stattfinden mfissen. 
Einige Beispiele werden hinreichen, dies zu eiiautern. 

Den Figuren und Gebilden, ihren Eigenschaften und den ihnen zu- 
kommenden Satzen und Aufgaben in der Ebene s entsprechen folgender 

42, IV, 1, links), dass die drei Tangenten in den drei Riickkelirpuncten 
der Curve Ci einander allemal in irgend einem Puncte treffen. — Findet 
dieses letztere bei jeder beliebigen Curve vierten Grades, welche drei Ruckkehrpuncte 
hat, statt? Oder: entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche dem Hauptdreiseit 
xjz eingeschrieben werden konnen, auch die gesammten Curven vierten Grades, welche 
die drei Puncte yi, ^ zu Ruckkehrpuncten haben? 
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Gestalt die Figuren und GebUde, deren Eigenscliafteii, Siitze und Aufgaben 
in der Ebene s^: 

In der Ebene £ ... entsprechen ... in der Ebene £, 


1) Einem bestimmten 
Puncte a: 

2) Den einzelnen Eckpunc- 
fen r, t des Hauptdreiecks: 

3) Den drei Strablbuscheln 
X, §, t: 

4) Einer Geraden 1, welclie 
durch keinen der drei Haupt- 
puncte X, ^5 t gebt: 

5) Vier liarmonischen Punc- 
ten der Geraden 1 (vermoge 3): 

6) Irgend zwei Puncten 
a, c; der durcli dieselben be- 
stimmten Geraden 1; und dem 
durcli dieselben und durcb die 
Hauptpuncte r, §, t bestimm- 
ten Kegelscbnitt [T]: 

7) Irgend einem Stralil- 
buschel 23, d. h. der Scbaar 
Gerader die durcli irgend einen 
Punct S geben: 

8) Da sicb unter den Strab- 
len dieses Strablbiiscbels 23 
im Allgemeineii und bocbstens 
zwei befinden, welcbe den 
oben (2, c) genannten Kegel- 
scbnitt [R] berubren: 

9) Irgend vier barmoniscben 
Strablen des Strablbuscbels 
23, also vier barmoniscben 
Geraden a, b, c, d: 

Diese vier Geraden scbnei- 
den jede andere Gerade 1 in 
vier barmoniscben Puncten 

(§ 8, n): 

Steiner’s Werke. L 


1) Ein bestimmter Punct 

2) Sammtlicbe Puncte der 
Seiten r^, Sj, t^ des Hauptdrei- 
.ecks. 

3) Die drei Strablbiiscbei 
Si? ^1? 

4) Ein Kegelscbnitt [IJ, 
der durcb die drei Haupt- 
puncte j,, t),, j, gebt. 

5) Vier barmoniscbe Puncte 
des Kegelscbnittes [IJ (§43,11). 

6) Zwei bestimmte Puncte 

ttj, c^; der durcli sie und durcb 
die Hauptpuncte ge- 

bende Kegelscbnitt [IJ; und 
die durcb bestimmte Ge- 
rade Tj. 

7) Eine Scbaar Kegel- 

scbnitte [23J, die durcb die 
Hauptpuncte q und durcb 

einen bestimmten vierten 
Punct 25i geben. 

8) So befinden sicb unter 
der Scbaar Kegelscbnitte [23j], 
welcbe durcb vier gegebene 
Puncte jj, q, 23^ geben, im 
Allgemeinen und bocbstens 
zwei Parabeln. 

9) Vier barmoniscbe Kegel- 
scbnitte [aj, [bj], [Cj], [dj der 
Scbaar Kegelscbnitte [SJ. 

Diese vier Kegelscbnitte 
scbneiden jeden Kegelscbnitt 
[IJ in vier barmoniscben Punc- 
ten; 


27 
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Und jeden Kegelschnitt [T], 
der durcli iliren MittelpunctS 
geht, ebeafalls in vier harmo- 
nisclien Puncten: 

10) Liegt der Mittelpunct 33 
des Strahlbiiscliels insbeson- 
dere in einer der drei Seiten 
X, y, z des Hauptdreiecks, etwa 
in tj in der Seite y: 

11) Den projectivisclien Be- 
zielinngen der Geraden und 
Strahlbuscliel , den Eigen- 
scliaften des vollstandigen 
Tierecks und Vierseits und 
iiberhaupt den meisten Satzen, 
Aufgaben und Porismen, wel- 
cbe im ersten Kapitel unter- 
sucht worden: 

U. s. w. 

1) Einem Eegelschnitt [T]; 
der Schaar Gerader g, die ilin 
beriiliren, und iliren Beriih- 
rungspuncten: 

2) Da sich unter dieser 
Sckaar Gerader g im Allge- 
meinen und hochstens vier 
befinden, welche den Kegel- 
schnitt [E] beriihren, d. L ge- 
meinschaftliclie Tangenten der 
Kegelschnitte [T], [R] sind: 

3) Irgend vier von diesen 
beriibrenden Geraden g, die 
harmoniscli sind (§ 43, 11): 

Sie schneiden jede der 
iibrigen zur Schaar g gehd- 
rige Gerade in vier harmoni- 
schen Puncten; 

Und ihre Beruhrungspuncte 
sind vier harxnonische Puncte 
des Kegelschnittes [Tj: 


Und jede Gerade T, die 
durcli ihren vierten' Durch- 
sclinittspunct SSj geht, auch in 
vier harmonischen Puncten. 

10) So vereinigt sich der 

vierte Punct 33j mit dem 
Hauptpunct Schaar 

Kegelschnitte [©J hat im 
Puncte eine gemeinschaft- 
liche Tangente 

11) Analoge Beziehungen, 

Eigenschaften, Satze, Aufga- 
ben und Porismen bei Kegel- 
schnitten d. h. bei Ke- 

gelschnitten, welche durch die 
drei Hauptpuncte Jj, bn 

hen. 

U. s. w. 


1) Eine Gerade ; die 
Schaar Kegelschnitte [gj, die 
sie beriihren, und ihre Beruh- 
rungspuncte. 

2) So befinden sich unter 
der Schaar Kegelschnitte [gJ, 
die durch drei Puncte Jj, bn 
gehen und eine Gerade T be- 
riihren, im Allgemeinen und 
hochstens vier Parabeln. 

3) Yier von diesen beriili- 
renden Kegelschnitten [gJ, die 
harmonisch sind; 

Sie schneiden jeden der 
iibrigen zur Schaar [gJ ge- 
horigen Kegelschnitte in vier 
harmonischen Puncten; 

Und ihre Beruhrungspuncte 
sind vier harmonische Puncte 
der Geraden T (1). 
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4) Da irgend zwei Kegel- 
schnitte [M], [N] von vier be- 
stimmten Geraden a, b, c, d 
beriihrt werden: 

5) Den zablreichen Siitzen 
und Aufgaben, die oben von 
§ 42 bis § 48 aufgestellt sind, 
und welcbe sicli auf einen Ker- 
gelscbnitt [T] und auf dessen 
Secanten und Tangenten so- 
wie auf beliebige andere 
Gerade bezieben, z. B. den 
Satzen - liber die dem Kegel- 
schnitt [T] um- und einge- 
scbriebenen Sechsecke, Fiinf- 
ecke, Yierecke und Dreiecke, 
liber barmonisclie Pole und 
Polaren, u. s. w.; 

1) Einem Kegelscbnitt der 
durch irgend zwei der drei 
Hauptpuncte r, t geht, etwa 
einem Kegelschnitt [r^], der 
durch r, geht; den sammt- 
lichen Geraden g die ihn be- 
beruhren, und ihren Beruh- 
rungspuncten: 

Da von der Schaar Gerader 
g im Allgemeinen und hoch- 
stens vier den Kegelschnitt 
[R] beruhren: 

2) Den vorerwahnten Satzen 
und Aufgaben (B, 3 und 5). 

3) Der Schaar Kegelschnitte, 
welche durch die vier Puncte 

§5 8) 9 (Fig- 55) gehen: 

4) Der Schaar Kegelschnitte, 
die durch zwei Hauptpuncte 
r, § und durch einen beliebi- 
gen Punct ^ gehen und irgend 
eine Gerade 1 beriihren: 


4) So giebt es vier Kegel- 
schnitte [aj, [bj, [cj, [dj, wo- 
von jeder irgend zwei gege- 
bene Gerade M, N beruhrt 

5) Analoge Satze und Auf- 

gaben, die sich sammtlich auf 
die Gerade T und auf die sie 
schneidenden und beruhren- 
den Kegelschnitte so- 

wie auf andere bestimmte Ke- 
gelschnitte beziehen. 


1) Ein Kegelschnitt der 
durch die entsprechenden zwei 
Hauptpuncte geht, also ein 
Kegelschnitt [jiQi]; die sainmt- 
lichen Kegelschnitte [gj die 
ihn beruhren, und ihre Beriih- 
rungspuncte: 

So befinden sich unter der 
Schaar Kegelschnitte [gj im 
Allgemeinen und hochstens 
vier Parabeln. 

2) Analoge Satze und Auf- 
gaben. 

3) Die Schaar Kegelschnitte^ 
welche in den Puncten Jj, 
zwei gemeinschaftliche Tan- 
genten haben. 

4) Die Schaar Kegelschnitte, 
welche durch die drei ent- 
sprechenden Puncte 

gehen und einen bestimmten 
Kegelschnitt [Ij] beruhren. . 

27 * 
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Oder cler Schaar Kegel- Die Schaar Kegelschnitte, 

schnitte, welche durch r, ^ ge- welclie durch Ijj gelien und 

lien imd die Gerade 1 in einem einen Kegelschnitt [IJ in einem 

gegebenen Puncte a beiiiliren: Piincte beriiliren. 

Oder der Schaar Kegel- Die Schaar Kegelschnitte, 

schnitte, welclie durch r, § ge- welche durch gehen und 

hen und irgend zwei gegebene zwei bestimmte Kegelschnitte 
Gerade M, N beriihren: fMJ, [NJ beriihren. 

Oder der Schaar Kegel- Eine Schaar Parabeln, wel- 

schnitte, welche durch r, § ge- che durch gehen, und de- 
hen und den Kegelschnitt [R] ren Axen parallel nach einem 
in irgend einem Punct q be- unendlich entfernten Punct q^, 
riihren: gerichtet sind. 

* U. s. w. 

5) Da irgend zwei Kegel- 5) So werden irgend zwei 

schnitte [r§] im Allgemeinen . Kegelschnitte 
von vier bestimmten Geraden bestimmten K egels chnitten 
a, b, c, d beruhrt werden: WrM, [cj, [dj beriihrt. 

U. s. w. 

D. 

1) Einem beliebigen Kegel- 1) Eine bestimmte Curve 

schnitt C; den ihn beriihren- vierten Grades; die sie beriih- 
den Geraden g; ihren Beriih- renden Kegelschnitte [gj; ihre 
rungs puncten: Beruhrungspuncte. 

2) Den Satzen. und Aufga- 2) Analoge Satze, Aufgaben 
ben von §42 bis §48, nament- und Porismen. 

lich den Porismen in §47: 

Hiernach sieht man, dass, wie schon erwahnt, die meisten Resultate, 
welche bei friiheren Betrachtungen entwickelt worden, und welche sich auf 
Figuren in der Ebene beziehen, und zwar vorzugsweise das Netzgewebe- 
artige derselben betreffen, sich nach den vorstehenden Scliematen auf melu- 
fache Weise travestiren lassen; namlich diejenigen Satze, Aufgaben etc., 
wobei bloss Puncte und Gerade (Vielecke, Vielseite, projectivische Gerade 
und ebene Strahlbiischel etc.) vorkommen, nach (A); kommt ausser diesen 
Elementen noch ein einzelner Kegelschnitt oder eine gewisse Schaar Kegel- 
schnitte vor, nach (B, C undD); und kommen in den Satzen etc., ausser 
jenen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach (D). Auch lassen sich 
die neuen Resultate wiederum auf dieselbe Weise umwandeln u. s. w. 
Wollte man jedoch diese Umwandlungen welter wiederholen, so warden 
sie in’s Langweilige fiihren, sie wiirden nichts wesentlich Neues enthalten, 
mithin weniger wichtig sein, als die einfachen Elementarsatze, von wel- 
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clien sie hergeleitet, und yon welclien sie im Grunde nur als Carricatui'en 
erscMenen. 

Die obigen Satze (rechts), welche meist nur aiigedeutet sind, mid 
man leiclit vollstandig aussprechen kbnnen*). Uebrigens ftilirt der Gang 
der Betracbtung projectivischer Ebenen und StraHbiischel nocb von einer 
anderen Seite nothwendigerweise auf dieselben zuriick, wo sie alsdann 
theils umfassender, tbeils mebr in’s Einzelne und Besondere eingehend 
dargestellt werden soUen. 

IIL Der vorliergelienden Betrachtung (II) steht, wie es der in diescm 
Werk uberall beobachtete Gegensatz erheischt, die folgende Betrachtung 
zur Seite, von welcher icii aber nur sehr kurz einige wesentliclie Haupt- 
momente andeuten werde. 

1) Bringt man namhch mit den Doppelgebilden A, (I) irgend zwei 
Strahlbiischel 3), 33 ^ in Verbindung, so lassen sicli diese, mittelst des den 
ersteren zugehorigen Strahlsystems entsprechenderweise auf einander be- 
ziehen, wie vorhin die Ebenen s, s^. Denn dm'ch jeden Strahl des Stralil- 
systems [AAJ geht im Allgemeinen eine Ebene sowohl des einen als des 
anderen Strahlbiischels 3), 3)i, z. B. durch einen bestimmten Strahl a wird 
eine bestimmte Ebene a in S3 und eine bestimmte Ebene in 3)^ 
gehen; je zwei solche Ebenen soUen ^entsprechende Ebenen^^ (oder 
jede soil die ^schiefe Projection"* der anderen) heissen. Jeder Ebene 
in einem der zwei Strahlbiischel 3), 33j entspricht demnach kgend eine 
bestimmte Ebene im anderen Strahlbiischel, und von diesem allgemeinen 
Gesetz finden, wie man sogleich sehen wird, nur wenige Ausnahmen statt. 

Zuvorderst mogen fiir gewisse Elemente besondere Bezeichnungen und 
Benennungen festgesetzt werden. Kamlich es sollen die zw^ei Ebenen in 3), 
welche durch die Axen A, A^ gehen, durch p, a; und ihre Durchschnitts- 
linie durch x, und andererseits sollen die zwei Ebenen in 3)^, welche durch 
A, Aj gehen, durch C^, und ihre Durchschnittslinie durch t^ bezeichnet 
werden; x imd t^ sind also diejenigen Strahlen der Stralilbiischel 3), 33^, 
welche beide Axen A, Aj schneiden, und folglich zugleich dem Strahlsystem 
[AAJ angehbren. Ferner soil diejenige Ebene in 3), welche dm’ch den 
Strahl tj in S3i geht, dui'ch t, und die Durchschnittslinien, welche sie mit 
den Ebenen p, a bildet, sollen durch y, z, imd andererseits soli diejenige 
Ebene in S3i, welche durch den Strahl x in 3) geht, durch und ihre Durch- 


*) Es bedeutet namlich bei den obigen Satzen (was iibrigens auch schon aus dem 
ganzen Znsammenliang zu schliessen ist), z. B. das Zeicben [jibiJi]: ein oder mehrere 
Kegelscbnitte, welche durch die drei Hanptpuncte gi, bi? h gehen; [gihi]* ein oder 
mehrere Kegelschnitte, welche durch die zwei Hanptpuncte gehen ; [Nj] oder [ai] 

Oder [gi]: ein Hegelschnitt, welcher durch die drei Hanptpuncte h goht und 

einer bestimmten Geraden N oder a oder g in e entspricht; u. s. w, Aehnliches gilt 
von Ej. 
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schnittslinien mit den Ebenen Cu sollen durcb s^, i\ bezeichnet werden. 
Die Ebenen p, a, t und Ci, Si sollen fortan die „Hauptebenen“, die 
Strahlen z, y, x und r^, Sj, tj die „Hauptstrahlen^^, oder die Dreiflache 
p{yT und Ci>3iSi sollen die „IIauptdreiflaclie^^ der StraUbiischel £) und 
S)j heissen. Aucb mdgen die Ebenenpaare p und Cj, und x und 
entsprecbende Hauptebenen, und die Strahlenpaare z und r^, y und s^, 
X und entsprecbende HauptstraUen genannt werden. Endlich soli 
derjenige StraM, welcben beide StraUbuschel 2), S)j gemein haben (die 
Gerade durch ibre Mittelpuncte S), ©J, durcli ee^ bezeiclmet werden. 
Sodann lassen sich die vorgenannten Ausnaltmen folgender Gestalt angeben 
(vergl. n, 1): 

„Die sammtliclien Ebenen der Ebenenbiiscliel z, y, x und r^, 
Sj, tj haben beziehlicli die einzelnen Hauptebenen Si und 

p, a, X zu entsprechenden Ebenen; und ferner: jede Ebene des 
Ebenenbiischels eCj entspricht sich selbst, oder es sind in ihr 
zwei entsprechende Ebenen vereinigt.“ 

IMittelst der Hauptebenen p, cy, x und Ci, v]i, lasst sich zu jeder 
gegebenen Ebene des einen oder anderen Strahlbiischels S), 2)i die ihr 
entsprechende Ebene finden (ahnlicherweise wie oben entsprechende Puncte 

(n, 1)). 

2) Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in einem der zwei Strahl- 
biischel S), irgend ein bestimmtes System von Ebenen gegeben ist, 
welchem Gesetz dann die ilmen entsprechenden Ebenen im anderen Strahl- 
biischel unterworfen seien? Die Antwort Merauf ergiebt sich sehr leicht: 

a) Man denke sich zunachst irgend einen Ebenenbuschel 1 im Strahl- 
biischel S), so werden dessen Ebenen a, p, . . . durch solche Strahlen 
a, b, c, . . . des Strahlsystems [AAJ gehen, welche in einem einfachen 
Hyperboloid liegen ((I) oder (§ 51)) , und daher werden die ihnen ent- 
sprechenden Ebenen aj , pj , Ti , . . - in ® j ii'gend eine bestimmte Kegel- 
flache zweiten Grades [IJ umhiillen (§ 51, IV, 4), welche nothwendigerweise 
dem Hauptdreiflach eingeschrieben ist, weil dui'ch jeden der drei 

Hauptstrahlen z, y, x (in S)) eine Ebene des Ebenenbiischels 1 geht, und 
weil diesen Ebenen jene Ebenen Cj, Si entsprechen (1); (auch beriihi't 
die Kegelflache [IJ diejenige Ebene l(eej), welche durch die Axe 1 und 
durch den Strahl eCi geht, weil dieselbe sich selbst entspricht (1)). Also: 

„Den gesammten Ebenen irgend eines Ebenenbiischels in 
einem der zwei StrahlbiischelfS), ©i, wie etwa den Ebenen des 
Ebenenbiischels 1 in 2), entsprechen im anderen Strahlbiischel 
2)j die gesammten Beriihrungsebenen irgend einer bestimmten 
Kegelflache zweiten Grades [IJ, und zwar befinden sich unter 
den letzteren allemal die drei Hauptebenen Cj, Sj.^ Oder: 
„Jedem Strahl in einem der zwei Strahlbiischel 2), Sj,* wie etwa 
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clem Strahl 1 in 2), entspricht im anderen Strahlbuschel S)j ir- 
gend eine- bestimmte Kegelflache zweiten Grades [IJ, welche 
dem Hauptdreiflacli eingeschrieben ist, und auch umge- 

kehrt; so dass also den gesammten Strahlen des einen Strabl- 
biiscliels, die gesammten Kegelflachen zweiten Grades ent- 
spreclien, welche im anderen Stralilbiiscliel dem Hauptdrei- 
flach eingeschrieben sind.“ 

Bei diesem aUgemeinen Gesetz finden folgende Ausnahmen statt: 
Liegt die Axe des genannten Ebenenbiischels 1 in einer der drei Haupt- 
ebenen p, cj, t, so entspricht ihm in ©j ebenfalls ein Ebenenbiischel Ij, 
dessen Axe beziehlich in einer der drei Hauptebenen Ci, (die 

Ebenenbiischel 1, 1^ sind projectivisch, liegen ihre Axen in p nnd Ci, oder 
in d und so sind sie perspectivisch, liegen dieselben aber in x nnd 
so erzeugen jene ein einfaches Hyperboloid, welches allemal durch die vier 
GeradenA, A,, x, t^ geht; alle moglichen zusammengehorigen Axen 1 und 
Ij erzeugen drei Paar projectivische ebene Strahlbuschel p und ^ nnd 
T und (in 2) und ©j), wovon die zwei ersten Paare perspectivisch 
sind, namlich sie haben A, A^ zu perspectivischen Durchschnitten und 
jedes hat den Strahl ee^ zur Projectionsaxe u. s. w.). 

b) Denkt man^sich nun weiter ein System von Ebenen in 2), welche 
irgend cine Kegelflache K vom n*®“ Grade umhiillen, und fragt, was fiir 
eine Kegelflache die ihnen entsprechenden Ebenen in beriihren, so 
ergiebt sich die Antwort ebenfalls sehr leicht. Derm da irgend eine Kegel- 
flache zweiten Grades [T], welche dem Hauptdreiflach pcjx eingeschrieben 
ist, mit der gegebenen Kegelflache in K im Allgemeinen und hochstens 
2n(n — 1) gemeinschaffcliche Beruhrungsebenen hat, so gehen durch einen 
bestimmten Strahl (der jener Kegelflache [T] entspricht (a)), in 2)i 
ebon so viele Ebenen, welche die Kegelflache Kj beriihren, und folglich 
ist die letztere im Allgemeinen von der 2n(n — 1)^®^ Classe (§41, III, 
Note). Da ferner durch jeden der drei Hauptstrahlen z, y, x in 2) im 
Allgemeinen n(n— 1) Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelflache 
K beriihren, so muss die Kegelflache Kj jede der drei Hauptebenen Cj, 
Tjj, im Allgemeinen n(n — l)mal beriihren; u. s. w. *) 

Ist die gegebene Kegelflache K insbesondere nur vom zweiten Gr|.de, 
so ist die ihr entsprechende Kegelflache Kj im Allgemeinen von der 
vierten Classe und beriihrt jede der drei Hauptebenen Ci, doppelt; 

oder es ist in diesem Falle die Flache Kj entweder von der vierten, dritten, 


*) Ist z. B. die gegebene Kegelflache K vom zweiten Grade, und geht sie durch die 
drei Hauptstiahlen z, y, x, so ist die ihr entsprechende Kegelflache K^ von der vierten 
Classe und hat drei Wendungsstrahlen, in welchen sie von den drei Hauptebenen 
Cl , , Cl beriihrt wird, und welche in einer Ebene liegen; u. s. w. (vgl. oben H, 2, d, Note). 
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zweiten oder ersten Classe, je nacMem jene Flache K entweder keine, 
eine, zwei oder alle drei Hauptebenen p, cj, t bertilirt. Also: 

„ Jeder Kegelflache zweiten Grades Kin©, welclie irgend zwei 
der drei Hauptebenen p, of, t berulirt, entspricht in ebenfalls 
eine Kegelflache zweiten Grades K^, welche die zwei entsprechen- 
den (1) Hauptebenen Cj, Si beriihrt; und auch umgekehrt.'' 

3) Mittelst der vorstehenden- Fundamentalsatze (1 und 2) iiber die 
gegenseitige Beziehung der zwei Stralilbiischel ©, ©^ lassen sicli nun 
ahnlicherweise, wie oben (II, 3) bei den Ebenen s, s^, die daselbst an- 
gezeigten Reihen von Eigenschaften, Satzen, Aufgaben, u. s. w. [wenn diese 
zuerst, (vermoge §33 und §48) auf einen der zwei Strahlbiischel fiber- 
tragen werden], auf eine neue Art travestii’en; ich begniige micli aber 
danait, hier darauf aufmerksam gemacht zu haben; im Nachstfolgenden 
(IV) sollen einige dahin gehorige Beispiele wenn auch unter abgeanderter 
Gestalt herausgehoben werden. 

IV. Die Resultate, welche durch die zwei vorhergehenden Betrach- 
tungen iiber die zwei Paar Gebilde s und s^, © und ©j entwickelt worden, 
lassen sich (zufolge § 33) unmittelbar von jedem Paar dieser Gebilde auf 
das andere iibertragen, d. h. die von den Ebenen s, Sj aufgefundenen 
Eigenschaften (H) lassen sich auf die Strahlbiischel ©, ©j, und die von 
diesen angedeuteten Eigenschaften (HI) lassen sich unmittelbar auf Jene 
libersetzen. 

1) Namlicli werden z. B. die Stralilbiischel ©, ©j, nachdem sie nach 
obiger Ai't (IH) mittelst des Strahlsystems [AAJ auf einander bezogen, 
durch zwei beliebige neue Ebenen s, Sj geschnitten, so miissen in diesen 
entsprechende Hauptelemente entstehen, wie sie jenen zukommen. d. h. es 
entstehen in den Ebenen s und zwei Hauptdreiseite rst und z^y^x^, 
deren Seiten r, s, t und z^, y^, Xj Hauptgerade, und deren Eckpuncte 
(nach der Ordnung, in der sie den Seiten gegeniiber stehen) und 

Hauptpuncte sind, und diese Hauptelemente werden beziehlich 
durch die Hauptdreiflache pax und Ci'J^iSj, Hauptebenen p, a, x und Q, 
Sj, imd Hauptstralilen z, y, x und s^, \ der Strahlbiischel © und 
©j (HI, 1) bewirkt; ferner wird z. B. eine Kegelflache zweiten Grades, 
welche einem der zwei Hauptdreiflache eingeschrieben ist, in der zu- 
gehorigen Ebene einen Kegelschnitt erzeugen, welcher dem Hauptdrei- 
seit eingeschrieben ist, u. s. w., so dass also zwischen den zwei schnei- 
denden Ebenen s, folgende Beziehung stattfindet: 

Den Elementen und Gebilden 

in der Ebene s ... entsprechen ... in der Ebene 

A. 

1) Irgend einem Strahl a • 1) Ein bestimmter Strahl a^. 
(Gerade) : 
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2) Dem unendlicli entfern- 2) Ein bestiminter endlicli 

ten Strahl Q (II, 2, b): entfernter Strahl Qj. 

3) Einem gewissen beson- 3) Der unendlicli entfernte 

deren Strahl R: Strahl R^. 

4) Den einzelnen Seiten r, 4) Die gesammten Strahlen 

s, t des Hauptdreiseits (als der Strahlbiischel tj, 

Strahlen angesehen): 

5) Den gesammten Strahlen 5) Die einzelnen (Haiipt-) 

der Strahlbiischel j:: Strahlen z^, y^, x^. 

6) Den drei Hauptgeraden 6) Die drei Hauptgeraden 

r, s, t (als Gebilde angesehen): Zp yp Xp 

7) Irgend .einem Strahlbii- 7) Ein bestimmter Kegel- 

schel 35, d. h. irgend einem schnitt [25J, der dem Haupt- 

Puncte 35 und den gesammten dreiseit z^, y^ x^ eingeschrie- 

durch ihn gehenden Strahlen: ben ist, und dessen sammt- 

liche Tangenten (III, 2, a); 

Oder schlechthini 

Irgend einem Puncte 33, Ein bestimmter Kegel- 

welcher nicht in einer der schnitt [SBJ, welch er dem 

drei Hauptgeraden r,. s, t liegt: Hauptdreiseit einge- 

schrieben ist; 
und also: 

Den gesammten Puncten, Die gesammten Kegel- 

welche nicht in den drei schnitte [ziiJ^xJ, welche dem 

Hauptgeraden r, s, t liegen: Hauptdreiseit z^y^x, eingo- 

schrieben sind; 

Den Puncten in den drei Die Puncte in den drei 

Hauptgeraden r, s, t*): Hauptgeraden Zp yp 

8) Irgend einer Geraden g, 8)Eine Schaar Kegelschnitte 

d. h. der Schaar Puncte, die [gj, d. h. alle Kegelschnitte, 

in irgend einer Geraden g lie- welche die drei Hauptgeraden 

gen: ’ z^, y^, x^ und eine bestimmte 

vierte Gerade gj bertihren. 

9) Jener besonderen (3) 9) Die Schaar Parabein [RJ, 

Geraden R: d, h. alle Parabeln, welche dem 

Hauptdreiseit z^y^Xj einge- 
schrieben werden konnen. 

10) Da die Gerade g (8) 10) So befindet sich unter 

der besonderen Geraden R nur der Schaar Kegelschnitte [gj, 

Und zwar sind die Geraden r nnd Zj, s nnd yi, t und Xi, in Ansebnng der 
entsprecbenden Pnnctepaare, projectixisch. 
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ID einem einzigen Punct be- 
gegnet: 

11) Geht die Gerade g durch 
eiuen der drei Hauptpuncte g, 
f (5): 

U. s- 'w. 


1) Irgend zwei Stralilen a, b; 

dem durch sie bestimmten 
Puuct 25, d. h. ilirem Durcli- 
schnittspuDct; 

und dem durch sie und 
durch die Hauptgeraden r, s, t 
bestimmteu Kegelschnitt [$]: 

2) Irgend einem Kegel- 
schnitt [£] (der dem Haupt- 
clreiseit rst eingeschrieben ist); 

irgend einem Punct ^ in 
dessen Umfang: 

und dem ihn in diesem 
Puncte beriihrenden Strahl a: 

3) Irgend einem Kegel- 
schnitt [$]; 

der Schaar Puncte die 
in seinem Umfange liegen: 

und den gesammten Strah- 
len, die ihn beriihren: 

4) Da von der Schaar Puncte 

die in dem Kegelschnitte 

[£] liegen (3), im Allgemeinen 
und hochstens zwei in die be- 
sondere Gerade fallen: 


(welche vier Gerade z^, y^, 
g^ beriihren) nur eine einzige 
Parabel. 

11) So vereinigt sich die 
Gerade g^ mit einer der drei 
Hauptgeraden z^, y^, x^, die 
dann von der Schaar Kegel- 
schnitte [gj in einem be- 
stimmten Punct beruhrt wird. 
U. s. w. 

B. 

1) Zwei bestimmte Strah- 
len a^, b^ ; 

der durch sie und durch die 
Hauptgeraden ' Zj, y^, x^ be- 
stimmte Kegelschnitt [25J; 

der durch sie bestimmte 
Punct, d. h. ihr Durchschnitts- 
punct Sj. 

2) Ein bestimmter Punct 

ein bestimmter Kegel- 
schnitt [^J, der durch ihn geht 
(und dem Hauptdreiseit z^y^x^ 
eingeschrieben ist); 

der in ihm von die- 
sem Kegelschnitte beruhrte 
Strahl a^. 

3) Ein bestimmter Punct 

die Schaar Kegelschnitte 
[5pj, die durch ihn gehen; 

die gesammten Stralilen 
des Strahlbiischels 2^. 

4) So sind unter der Schaar 
Kegelschnitte [PJ, (welche 
drei Gerade z^, y^, beriihren 
und durch einen Punct 
gehen), im Allgemeinen und 
hochstens zwei Parabelm 
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5) Da irgencl zwei Kegel- 
schnitte [907], [97] (die dem 
Dreiseit rst eingeschriebcB 
sind) einander im Allgemeincn 
und hochstens in vier Puncten 
a, b, c, b sclineiden: 

U. s. w. 


5) So giebt es im Allge- 
meinen und boclistens vier 
Kegelsclinitto [aj, [b,], [cj, [b,], 
welche diirch zwei bestimmte 
Puncte SRi, gelien (und drei 
Grerade z^, y^, Xj beriiliren). 

U. s. w. 


1) Irgend einem Kegel- 
sclinitt, der irgend zwei der 
drei Hauptgeraden r, s, t be- 
riihrt, z. B. irgend einem Ke- 
gelschnitt [rs], der r, s beriilirt: 
der Scbaar Puncte die in 
seinem Umfange liegen; (und 
der Schaar Strablen a, die ilin 
beriiliren): 

2) Da von der Schaar Puncte 
^ (1) des Kegelschnittes [rs] 
im Allgemeinen und hochstens 
zwei in der besonderen Gera- 
den R liegen: 


3) Da irgend zwei Kegel- 
schnitte [rs] einander im All- 
gemeinen in vier Puncten a, 
b, c, b schneiden: 

U. s. w. 

1) Irgend einer beliebigen 
Curve C des n*®“ Grades: 

Da durch jeden der drei 
Hauptpuncte g, tj, y im Allge- 
meinen n(n — 1) Strahlen ge- 
hen, welche die gegebene 
Curve C beruhren: 


1) Ein bestimmter Kegel- 
schnitt, der die entsprechen- 
den zwei Hauptgeraden 
(Zj, Yj, Xj) beriilirt, also z. B. 
ein bestimmter Kegelschnitt 
[ZjyJ; die Schaar Kegelschnitte 
[^j], die ihn beriihren; (und 
die Schaar Strahlen a^, die 
ihn (und diese Kegelschnitte) 
beriihren). 

2) So sind unter der Schaar 
Kegelschnitte [^J, (die einen 
Kegelschnitt [z^yj, zwei Tan- 
genten Zj , y^ desselben und 
eine dritte Gerade Xj beriih- 
ren), im Allgemeinen zwei Pa- 
rabeln. 

3) So konnen irgend zwei 
Kegelschnitte [ZjyJ im Allge- 
meinen von vier bestimmten 
Kegelschnitten [aj, [bj, [cJ, 
[b,] beriihrt werden. U. s. w. 

D. 

1) Eine bestimmte Curve 
Cj der 2n(n — 1)*®” Classe (III, 

2, b). 

So muss jede der drei 
Hauptgeraden Zj, yj, Xj im All- 
gemeinen n(n — 1) mal von der 
genannten Curve Cj beriihrt 
werden. 


U. s. w. 
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2) Eine bestimmte Curve 0^ 
vierter Classe, die jede der 
drei Hauptgeraden Zj, ji, 
doppelt beriilirt; 

die Schaar Kegelsclinitte 
[$J, die sie beriibren, und die 
Scliaar Tangenten a^, die sie 
mit diesen (in den Beriihrungs- 
puncten) gemein hat. 

3) Eine seiche Curve C^ 
vierter Classe, die drei singu- 
lare Puncte hat, in denen sie 
von den drei Hauptgeraden 
Zj, Vi, Xj beriihrt wird, und die 
in einer Geraden liegen. 

U. s. w. 

Hiernach sielit man, wie die gegenseitige Beziehung der Ebenen s, e^, 
(Oder der Strahlbiisohel £), 2)J, mit der gegenseitigen Beziehung der 
neueii Ebenen s, (II) einerseits ubereinstimmt, und andererseits sich von 
dieser unterscheidet; namlich sie stimmt dem Umfange nach ganz mit 
der letzteren uberein, so dass alle jene Eigenschaften, Satze, Aufgaben etc., 
von welchen oben (II, 3) Erwahnung geschah, sich eben so vielfaltig durch 
sie umwandeln lassen, und dass iiberhaupt alle daselbst gemachten Be- 
merkungen auch auf sie Anwendung finden; dagegen aber unterscheidet 
sie sich von der anderen durch die Art der entsprechenden Elemente, 
und zwar dergestalt, dass wenn z. B. irgend ein Satz iiber Figuren in den 
Ebenen s, Sj gegeben ist, dann der entsprechende Satz in den neuen Ebenen 
£, Sj (oder in den Strahlbiischeln 3), ©J umnittelbar daraus abgeleitet 
werden kann, wenn man hier iiberall: Gerade, Punct, Hauptdreiseit , 
eingeschriebener Kegelschnitt, u. s. w. (oder bei 25, Ebene, 
Stralil, Hauptdreiflach, eingeschriebene Kegelflache etc.) setzt, 
wo dort, respective: Punct, Gerade, Hauptdreieck, umschriebener 
Kegelschnitt, u. s. w. steht; und auch umgekehrt. Das Zugleichstatt- 
jfinden der einander entsprechenden Eigenschaften und Satze in den ver- 
schiedenartigen und verschiedenartig auf einander bezogenen Gebilde- 
Paaren s und s^, ® und ist eine nothwendige und natiiidiche Folge 
davon, dass die beiderseitigen Beziehungen durch das Strahlsystem [AAJ 
bewirkt worden. Aus denselben Griinden findet librigens auch sogar eine 
Abhangigkeit zwischen den Eigenschaften irgend zweier ungleichartigen 
Gebilde statt, was, wie folgt, gezeigt werden kann. 

2) Man kann namlich auch zwei imgleichartige Gebilde, z. B. die 
Ebene s und den Strahlbiischel S)^, mittelst des Strahlsystems [AAJ auf 


2) Irgend einem beliebigen 
Kegelschnitt C, der keine der 
drei Hauptgeraden r, s, t be- 
riihrt, 

der Schaar Puncte die 
in seinem Umfange liegen, und 
der Schaar Strahlen a, die ihn 
in diesen Puncten beruhren: 

3) Irgend einem beliebigen 
Kegelschnitt C, welcher durch 
jeden der drei Hauptpuncte g, 

U. s. w. 
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einander beziehen. Werden m diesem Endzweck die Piincte, in welcben 
£ von den Axen A, A^ getroffen wird, wie oben (11), durch r, der dnrcli 
sie gehende Strati durcb x, und werden andererseits die Ebenen in S)j, 
welcbe dnrcb die Axen A, A^ geben, wie oben (III) durch C^, ihre 
Durchschnittslinie durch t^, wird ferner der Punct, in welchem s vom 
Sti'ahle getroffen wird, durch t, und werden die Geraden, in welchen 
sie von den Ebenen Cj, geschnitten wird, durch z, y; und wird endlich 
diejenige Ebene in ©j, welche durch den Strahl x geht, durch und 
werden die Strahlen, in welchen sie die Ebenen Cj, tQi schneidet (oder 
welche durch jene Puncte r, § gehen), durch i\, Sj bezeichnet: so kann, 
in almlichem Sinne, wie oben (11 und III), das Dreieck Hauptdreieck 
der Ebene s, und das Dreiflach Hauptdreiflach des Strahlbiischels 
©i, und ferner konnen z. B. derjenige Punct a in s und diejenige Ebene 

in welche beide durch irgend einen und denselben Strahl a des 
Strahlsystems [AAJ bestinunt werden, entsprechende Eleniente der 
Gebilde s, genannt werden, u. s. w., so dass sich alsdann zwischen 
diesen zwei Gebilden eine analoge Beziehungstabelle aufstellen lasst, wie 
oben zwischen gleichartigen Gebilde-Paaren; was etwa durch folgende ein- 
zelne Beispiele erlautert werden mag: 

a) Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene s ... entsprechen . . . im Strahlbiischel 2)^: 

1) Irgend einem Puncte a 1) Eine bestimmte Ebene a^. 

(im AUgemeinen): 

2) Irgend einer .Geraden 1, 2) Eine bestimmte Kegel- 

d. h. den gesammten Puncten, flache [IJ, d.h. die gesammten 

die in irgend einer Geraden 1 Beriihrungsebenen einer Ke- 

liegen, welche durch keinen gelflache zweiten Grades, wel- 
der drei Hauptpuncte r, t che dem Hauptdreiflach 

geht: eingeschrieben ist. 

3) Irgend einem Strahlbii- 3) Eine bestimmte Schaar 

schel S3, d.h. den gesammten Kegelflachen [SSJ zweiten Gra- 

Geraden, die durch irgend ei- des, welche ausser den drei 

nen Punct S3 gehen, welcher Hauptebenen Ci, yjj, ^ine be- 

in keiner der drei Hauptgera- stimmte vierte Ebene 33^ be- 

den z, y, x liegt: riihren. 

4) Irgend einem dem Haupt- 4) Ein bestimmter Strahl 

dreieck r^t umschriebenen Ke- Ij (oder Ebenenbiischel I^), der in 

gelschnitt [1]: keiner der 3 Hauptebenen Cj, 

^ 1 , Si Hegt. 

5) Irgend einem Kegel- 5) Eine Kegelfliiche zweiten 

schnitt, welcher durch irgend Grades, welche die entspre- 
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zwei Hauptpuncte geht, etwa chenden zwei Hauptebenen be- 
einem Kegelsclinitt riibrt, also eine Kegelflaclie 

Ki’j,]- 

Oder denkt man sicli nun eine neue Ebene , welche den Stralil- 
biiscliel schneidet, und behalt die oben (1) fiir die Hauptelemente 
derselben festgesetzten Bezeiclinungen und Benennmigen bei, so bat man 
zwischen den Ebeneii s, Ej folgende gegenseitige Beziehung: 


P) Den Elementen und Oebilden 
in der Ebene s ... entsprecben ... in der Ebene E^: 


1) Irgend einem Punct a 
im Allgemeinen: 

2) Den gesammten Puncten, 
welcbe in einer der drei 
Hauptgeraden x, y, z liegen; 

3) Den einzelnen Haupt- 
puncten r, ^5 t: 

4) Einem gewissen beson- 
deren Punct 3ft: 

5) Irgend einer Geraden g, 
welche durch keinen der drei 
Hauptpuncte r, t gelit; der 
Scbaar Puncte, die in ibr 
liegen: 


1) Irgend eine bestimmte 
Gerade aj. 

2) Eine und dieselbe Ge- 
rade, namlicb eine der drei 
Hauptgeraden Xj, y^, z^. 

3) Die sammtlichen Strab- 
len der Hauptstrablbiiscbel tj, 

^1, tj. 

4) Die unendlich entfernte 
Gerade R^. 

5) Ein bestimmter Kegel- 
scbnitt [gi], welcber dem 
Hauptdreiseit z^y^Xj einge- 
schrieben ist; die Scbaar Ge- 
rader, dfe ibn beriihren. 


Daber: 


Den gesammten Geraden 
(in der Ebene): 

6) Der unendlich entfernten 
Geraden Q: 

7) Irgend einer Geraden, 
welche durch einen der drei 
Hauptpuncte r, t gebt; der 
Scbaar Puncte, die in ibr 
liegen: 


Die gesammten Kegel- 
schnitte [z^y^xj. 

6) Ein bestimmter besonderer 
Kegelscbnitt [Q^]. 

7) Ein bestimmter Punct, 
der in einer der drei Haupt- 
geraden Zj, y^, x^ liegt; die 
Scbaar Gerader, die durcb ibn 
geben. 


Oder: 


Irgend einer Geraden, wel- 
che durch einen der drei 
Hauptpuncte r, t geht: 


Ein bestimmter Strahlbii- 
scbel, dessen Mittelpunct in 
einer der drei Hauptgeraden 
Zi, Ji, \ liegt. 
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Und 

Den gesammten Strahlen 
eines .der drei S tralilbuscliel 
r, t: 

8) Irgend einem Strahlbn- 
scliel 33, d. L den gesammten 
Geraden, welche durcli irgend 
einen Punct 33 gehen, (der in 
keiner der drei Hauptgeraden 
z, y, X liegt): 

9) Dem besonderen Strahl- 
biischel 51 (4): 

10) Da von den Stralilen 
des Strablbiischels 33 (S) nur 
ein einziger durch den beson- 
deren Punct 5i gebt: 

11) Irgend einem Kegel- 
scbnitt [T], welcher dem 
Hauptdreieck r^t umsclirieben 
ist; der Scliaar Piincte, welche 
in ihm liegen; und der Scliaar 
Gerader, welche ihn beriihren: 


also: 

Die gesammten Piincte der 
entsprechenden Hauptgeraden 
Zi: Xl* 

8) Eine Schaar Kegel- 
sclinitte [BJ, d. L alle Kegel- 
schnitte, welche ausser den 
drei Hauptgeraden Zj, y^, Xj 
noch eine be^timmte vierte 
Gerade beriihren. 

9) Die Schaar Parabeln [RJ, 
(welche dem Hauptdreiseit 
ZjyiXi eingeschrieben werden 
konnen). 

10) So befindet sich unter 
der Schaar Eegelschnitte [BJ, 
welche irgend vier Gerade z^, 
yj, Xj, Bj beriihren, nur eine 
einzige Parabel (9). 

11) Ein bestimmter Punct 
$ 3 ^; die Schaar Gerader, die 
durch ihn gehen (d. i. der Strahl- 
buschel Sj); und die Schaar 
Kegelschnitte [$J, die durch 
ihn gehen (und dem Haupt- 
dreiseit Zj^yjXj eingeschrieben 
sind). 


Daher: 

Den gesammten Kegel- 
schnitton 

12) Da der Kegelschnitt [T] 

(11) im Allgemeinen undhoch- 
stens von zwei Strahlen des 
Strahlbiischels 51 (9) beriihrt 
wird: 

13) Der Schaar Kegel- 
schnitte [P], welche durch ir- 
gend einen Punct ^ gehen, 

(und dem Hauptdreieck r§t 
umschrieben sind): 


Die gesammten Puncte. 

12) So sind unter der Schaar 
Kegelschnitte [$J, welche 
durch einen Punct gehen 
und drei Gerade Zj, yj, x^ be- 
riihren im Allgemeinen zwei 
Parabeln [RJ. 

13) Die Schaar Puncte 
welche in irgend einer Gera- 
den Pj liegen, (die durch keinen 
der drei Hauptpuncte 

geht). 
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14) Der Schaar Kegel- 
sclinitte [Gr], wclclie irgencl eine 
G-erade G beriihren (und dem 
Hauptdreiect umschrieben 
siiul): 

15) Der Scliaar Parabelii [Q], 
die clem Hauptdreieck r^t um- 
schrieben werden konnen: 

. 16) Unter der Scliaar Kegel- 
schnitte [P], welclie durcli vier 
gegebene Puncte r, t, ^ ge- 
lien (13), befinden sicli im All- 
gemeinen zwei Parabeln; 

17) Da irgencl zwei Kegel- 
schnitte [M], [K], (welche dem 
Hauptdreieck umschrieben 
sind), im Allgeineinen und 
liochstens von vier Geraden 
a, b, c, d beriihrt werden: 

18) Durch drei gegebene 
Puncte r, 0, t gehen im Allge- 
meiiien und liochstens vier 
Kegelschnitte [a], [b], [c], [d], 
wovon jederirgend zwei gege- 
bene Gerade M, N beriihrt: 

D- s. w. 


14) Die Schaar Puncte 

welche in einem bestimmten 
Kegelschnitt [©J liegen, (der 
dem Hauptdreiseit ein- 

gescliriehen ist). 

15) Die Schaar Puncte 

des besonderen (dem Haupt- 
dreiseit eingeschriebe- 

nen) Kegelschnittes 

16) Weil die Gerade P, mit 
dem Kegelschnitt [£}^] im All- 
ffemeinen und hochstens zwei 

o 

Puncte gemein hat. 

17) So giebt es im Allge- 
meinen und hochstens vier 
Kegelsclinitte [aj, [b,], [q], [bj, 
welche drei gegebene Gerade 
Zj, y-j, Xj beriihren und durch 
zwei gegebene Puncte 
gehen. 

18) Weil irgend zwei Ke- 
gelschnitte [Sroj, welche 

dem Hauptdreiseit ZjyjXj ein- 
geschrieben sind, einander 
im Allgemeinen und hoch- 
stens in irgend vier Puncten 
a,, b„ c„ bj schneiden. U. s. w. 


■ Wenn insbesondere die Ebene E, mit der Ebene s zusammenfallt, 
dann deckeu sich das Hauptdreiseit z,yiXj und das Hauptdreieck r§t, und 
es finden sodann einige merk^viirdige TJmstande statt, welche spater be- 
riicksichtigt werden mbgen. Ebenso giebt es eine besondere gegenseitige 
Lage fur die Ebene s und fur den Strahlbuschel £),, durch welche eigen- 
thumliche interessante Umstande verursacht werden, und welche gehorigen 
Orts (im zweiten Abschnitte) ausfuhrlich entwickelt werden sollen. 

3) Es kann nun femer noch erinnert werden, dass, da alles, was so- 
ehen fiber die zwei Ebenen e, Ej hemerkt worden, ahnlioherweise von zwei 
Strahlbfischeln 2), D^, oder da fiberhaupt alles, was in den vorstehenden 
Betrachtungen fiber Ebenenpaare s und (II), E und E, (1), s und 
Ej (2) gesagt und angedeutet worden, ahnlicherweise von Strahlbfischel- 
paaren 2) und 2), (HI), D und D^, 2) und gilt, dass also, sage ich, 
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die gesamraten Resultate, welche in den vorstelienden Betracli- 
tungen (von II bis Merher), theils entwickelt, theils bless ange- 
deutet worden, sich mittelst der Strahlbuschelpaare ® und Sj, 
D und Dj, £) und Dj auf die Kugelflaclie xibertragen las sen (siehe 
Anmerk. § 34 und § 48). 

V. Bei den vorstebenden Betrachtungen sind, ahnlicherweise wie bei 
vielen friiheren Betracbtungen, verscMedene besondere Fiille moglich, die 
namlich dadurch entstehen, dass man den Axen A, Aj und den Gebilden 
£ und Sj, 2) imd u. s. w. eigenthiimlicbe Lage zukoinmen lasst, dass 
man z. B. die eine oder andere Axe, oder das eine oder andere Gebilde 
in unendliclie Feme versetzt, u. s. w.; dadurch erhalten dann auch die 
Resultate eigenthiimliche Aussagen, wodurch sie oft mehr Interesse erregen, 
als die allgemeinen Resultate. In der Folge wird sich Gelegenheit dar- 
bieten, alle diese Fffle zu erbrtern, wo alsdann nach vorangegangener 
Entwickelung der Eigenschaften projectivischer Ebenen und Strahlbiischel 
die Masse der Resultate etwas ausgedehnter und umfassender sein wird. 
Hier mag zum Schlusse mit den betrachteten Figui'en noch folgendes Ma- 
nover vorgenommen Tverdeh, wodurch einige Eigenschaften, die vorhin mit 
Stillschweigen ubergangen worden, klarer und bestimmter hervortreten, 
und wodurch man eines Theils eine freiere Uebersicht iiber die vorher- 
gehenden Betrachtungen, uber deren Zusammenhang und iiber die daraus 
entsprungenen Resultate gewinnt. 

Das den obigen Betrachtungen zu Grunde liegende StraHsystem [AAJ, 
welches einerseits durch zwei- Gerade A, A^, und andererseits durch zwei 
Ebenenbuschel A, A^ erzeugt wird, indem namlich jeder Strahl desselben 
sowohl durch irgend zwei Puncte dieser Geraden, als durch irgend zwei 
Ebenen dieser Ebenenbiischel bestimmt wird, kann durch Veranderung 
der Lage dieser Gebilde in folgende besondere Falle iibergehen. Man kann 
namlich einerseits die Geraden, fiir sich betrachtet, so legen, dass sie ein- 
ander schneiden, mithin in irgend einer Ebene liegen, die durch Sg be- 
zeichnet werden mag, wodurch dann‘ offenbar alle Strahlen in diese Ebene 
hineingezogen werden, und zw^ar dergestalt, dass sie genau die gesammten 
Strahlen (Geraden) dieser Ebene sind; und andererseits kann man die 
Ebenenbuschel, fiir sich betrachtet, so legen, dass ihre Axen sich schneiden, 
dass sie mithin in irgend einem Strahlbuschel liegen, der durch 2)^ 
zeichnet werden mag, wodurch dann oflfenbar alle jene Strahlen in diesen 
Strahlbuschel zusammengedrangt werden, und zwar dergestalt, dass sie 
genau, oder einfach, die gesammten Strahlen dieses Strahlbiischels sind. 
Denkt man sich nun nebst diesen zwei besonderen Strahlsystemen und 
3)2 auch noch zugleich jenes urspriingliche Strahlsystem [Ai^], und be- 
zeichnet das letztere, um anzudeuten, dass es im Raume beliebig liege, 
durch R, so findet alsdann zwischen den drei Strahlsystemen R, 

Steiner’s Werke. 1. 28 
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die Beziehung statt, dass jedem belieWgen Strahl in einem derselben, ir- 
gend ein bestimmter Strahl, sowoH in dem einen, als in dem anderen, 
der zwei tibrigen (Strahlsysteme) entspricht; z. B. irgend einem Strahl a 
in R, welcher die Geraden A, in den Puncten a, dj trifft, nnd in wel- 

chem sich die zwei Ebenen a, der Ebenenbiischel A, Aj schneiden, ent- 
spricht in ein bestimmter Strahl aaj, und in ©3 bestimmter Strahl 
accj (d, i. die Durchschnittslinie der Ebenen a, aj. Daher ist leicht zu 
erachten, dass gewisse Eigenschaften, welche einem der drei Strahlsysteme 
znkommen, auch in irgend einer entsprechenden Form auf die jedesma- 
ligen beiden tibrigen Systeme hbergehen miissen, und zwar beruht diese 
Abhangigkeit vornehmiich auf den projectivisclien Eigenschaften der Grund- 
gebilde, d. h. auf den vielfaltigen projectivischen Beziehungen der Geraden 
A, Aj und der Ebenenbuschel A, Aj. Man denke sich z. B. im ersten 
Strahlsystem R ii*gend eine Schaar Strahlen, welche in einem einfachen 
Hyperboloid liegen, so werden dnrch sie einerseits die Geraden A, und 
andererseits die Ebenenbuschel A, projectivisch auf einander bezogen, 
und daher werden im Allgemeinen die ihnen entsprechenden Strahlen in 
£., einen Kegelschnitt umhiillen, welcher die Hauptgeraden A, Aj beriihrt 
(§ 38, IV), und die ihnen entsprechenden Strahlen in S)^ werden in einer 
Kegelflache zweiten Grades liegen, welche durch die Axen (der Haupt- 
ebenenbtischel) A, geht*(§38, H). Werden diejenigen zwei Puncte 
der Geraden A, A^ in £ 3 , welche in ihrem gegenseitigen Duixhschnitte 
vereinigt sind, durch e, Cj, und werden diejenigen zwei Ebenen der Ebenen- 
biischel A, A^ in ©2 5 welche aufeinander fallen, durch tj, bezeichnet, 
und wird ferner angenommen, es sei e derjenige Strahl in R, welcher zu- 
gleich einerseits die Puncte e, der Geraden A, A^ verbindet, und an- 
dererseits die Durchschnittslinie der Ebenen tj, tJj der Ebenenbuschel A, 
Aj ist, so werden also, im Falle dieser Strahl e zu der Schaar Strahlen 
des genannten Hyperboloids gehort, einerseits die Hauptgeraden in Sg , und 
andererseits die Hauptebenenbiischel in © 3 , allemal perspectivisch sein, 
so dass folglich in jedem solchen Falle dem Hyperboloid in R irgend ein 
Punct 25 (der Projectionspunct der Hauptgeraden A, Aj) in £ 3 , und irgend 
eine Ebene p (der perspectivische Duxchschnitt der Hauptebenenbiischel 
A, AJ in 3)3 entsprieht- Einem Hyperboloid aber, welches nicht durch 
den Strahl e geht, wird in £3 irgend ein Kegelschnitt, welcher dem Winkel 
AAj eingeschrieben und in ©g irgend eine Kegelflache zweiten Grades, 
welche dem Winkel AA^ mnschrieben ist, entsprechen. Es ist klar, dass, 
wenn man umgekehrt die Hauptgeraden A, Aj in £3 von irgend einem 
Puncte 25 aus perspectivisch, oder mittelst eines sie beriihrenden Kegel- 
schnittes [AAJ projectivisch auf einander bezieht, dass dann diesem Punct, 
oder diesem Kegelschnitt, irgend ein einfaches Hyperboloid in R entspricht, 
welches im ersten FaUe durch den Strahl e geht; und dass Entsprechendes 
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in Hinsicht der Hauptebenenbiischel A, Aj in 2)., stattfindet. Denmacb 
entsprechen den gesammten einfachen H^^perboloiden in R, welche den 
Strahl e gemein liaben, einerseits die gesammten Puncte der Ebene s.,, 
und andererseits die gesammten Ebenen des Strahlbiischels den ge- 
sammten Hyperboloiden in R aber, welche nicht dnrch den Strahl e gehen, 
entsprechen in Sg die gesammten Kegelschnitte, welche dem Winkel AA^ 
eingeschrieben , nnd in die gesammten Kegelflachen zweiten Grades, 
welche dem Winkel AAj iimschrieben sind. U. s. w. 

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also zwischen den drei Strahl- 
systemen R, Sg, S).j ahnliche Beziehungstabellen aufstellen, wie oben 
(11, III u. lY). Die Form dieses Papiers gestattet aber nicht, die ent- 
sprechenden Eigenschaffcen alter drei Systeme neben einander zu stellen, 
wie es vermbge ihres Zusammenhanges eigentlich sein sollte. Sie sollen 
dalier nur paarweise neben einander gesetzt werden, und zwar nur die 
zwei Paare R und Sg, Sg und ©g. Die Fundamental eigenschaften, auf 
denen die Beziehung dieser zwei Paare beruht, sind folgende: 


a) Den Elementen und Figuren 
in Sg ... entsprechen ... in R: 

1) Irgend einem Strahle a: 1) Irgend ein Strahl a. 

(Dem unendlich entfernten' (Der unendlich entfernte 

Strahle Q:) , Strahl Q.) 


2) Irgend einem Puncte 18 
als Mittelpunct eines Strahl- 
buschels angesehen: 

3) Also den gesammten 
Puncten: 

4) Irgend einer Geraden g, 
das heisst, der Schaar Puncte, 
welche in ihr liegen: 

f 

(Der unendlich entfernten 
Geraden Q:) 

5) Irgend einem Kegel- 
schnitt [AAj], welcher die 
Hauptgeraden A, A^ beriihrt: 

6) Irgend einer Curve C; 
irgend einem Puncte P in der- 
selben; und der sie in dem- 


2) Irgend ein einfaches Hy- 
perboloid [58], welches durch 
A, A^ und den Strahl e geht. 

3) Die gesammten einfachen 
Hyperboloide, welche die drei 
Strahlen A, Aj, e gemein haben. 

4) Eine Schaar einfacher 
Hyperboloide [G], welche 
ausser A, A^, e, irgend einen 
vierten Strahl g gemein haben. 

(Die gesammten hyperbo- 
lischen Paraboloide, welche 
durch die drei Strahlen A, A^, 
e gehen.) 

5) Irgend ein einfaches Hy- 
perboloid [AAj]. 

6) Irgend eine geradlinige 
Flache C; irgend ein sie be- 
rtihrendes einfaches Hyper- 

28?*' 



436 


Allgemeine Aumerkiing. 


59, V. 


selben bertilirenden Tangente boloid P; und der Strahl, langs 
X: dessen es dieselbe beruhrt 

U. s. w. U. s. w. 

P) Den Elementen und Figuren 
in So . . . entsprechen ... in : 


1 ) Jedem Strabl (Gera- 
den) a; 

2) Jedem Punkt oder 
Strablbiiscliel 35: 

3) Jeder Geraden g, als Ge- 
bilde, welclles eine Schaar 
Punkte enthalt, angeselien: 

(Der nnendlicji entfernten 
Geraden Q:) 

4) Einem Kegelsclinitt [AAJ, 
der die Hauptgeraden A, A^ 
beriihrt; 

6 ) Irgend einem beliebigen 
Eegelschnitte C: 

6 ) Irgend einer beliebigen 
Curve C; irgend einem Punkte 
SS derselben; und der zuge- 
liorigen Tangente T; 

U. s. w. 


1 ) Irgend ein Strahl a. 

2) Eine Ebene oder ein 
ebener Strahlbiiscliel [3. 

3) Irgend ein Ebenenbii- 
sckel Y- 

(Ein bestimmter Ebenen- 
biischel.) 

4) Eine Kegelflaclie [AAJ 
zweiten Grades, die durcb die 
Hauptstrablen A, Aj gebt. 

5) Irgend eine Kegelflache 
zweiten Grades y- 

6 ) Irgend eine bestimmte 
Kegelflacbe y; irgend eine sie 
beriilxrende Ebene und ihr 
Beruhrungsstrahl t. 

U. s. w. 


Wird der Strahlbiiscliel durch irgend eine Ebene E^ geschnitten, 
so beruht die Beziehung der Ebenen S 2 nnd E 2 auf folgenden Fundamental- 
eigenschaften: 

y) Den Elementen und Figuren 
in £3 ... entsprechen ... in Eg: 


1 ) Jedem Punkt oder 
Stralilbiischel 33: 

2) Jedem Strahl oder je- 
der Geraden g: 

(Der unendlich entfernten 
Geraden Q:) 

3) Jedem Punct S3, und ir- 
gend einem durch ihn gehen- 
den Strahle a: 

4) Irgend einer Curve C; 
irgend einem Punct ^ der- 
selben; und der Tangente T in 
diesem: 


1 ) Ein Strahl oder eine Ge- 
rade b. 

2) Ein Punct oder ein 
Strahlbiischel 

(Ein bestimmter Punct £l.) 

3) Eine Gerade b, und ir- 
gend ein in ihr liegender 
Punct SI. 

4) Irgend eine Curve (5; ir- 
gend eine Tangente p dersel- 
ben; ihr Beriihrungspunct £. 
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Daher: 

5) IrgencI einer Curve C vom 5) Eine Curve (5 vom 

Grade: n(n — 1 )^®° Grade, oder von der 

U. s. w. Classe. 

U, s. w. 

Wenn bei den Ebenenbiischeln A, in wie vorMn angenommen 
worden, die Ebenen tj, yjj aufeinander liegen, dagegen die Geraden A, A^ 
in £3 so gelegt werden, dass statt der Puncte e, irgend zwei andere 
Puncte, etwa b, bj, in ilirem Diirchschnitte vereinigt sind, und wenn so- 
dann die gegenseitige Beziehung der Strahlsysteme £ 3 , in Riicksicbt 
auf ihre entsprechenden Elemente, wie diese bei ihrem urspriingliclien 
Zusammenhange in R bestimmt werden, betracbtet wird, so ist diese Be- 
ziebung gleicb derjenigen, welche zwischen den obigen Gebilden s, 2)^ 
(IV, 2, a) stattfand. Das vorsteliende Beziehungssystem (y) ist daber 
nur ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, P). (Ebenso erbalt man, wenn 
man das Strablsystem R durcb irgend eine Ebene £j scbneidet, ein Be- 
ziebungssystem zwiscben den Ebenen £3 und Sj , Welches, ein besonderer 
Fall des obigen (JV\ 2, p) ist) 

Das vorstebende Beziehungssystem ( 7 ) entbalt iibrigens die Funda- 
mentalsatze , auf denen die sogenannte „ Theorie des polaires redprogues^ 
beruht, welche Theorie gewohnlich mittelst eines Hulfskegelschnitts dar- 
gestellt wird (§ 44), wobei nothwendigerweise beide Systeme von Figuren 
in einer und derselben Ebene liegen (d. h. die Ebenen £ 3 , £3 liegen auf- 
einander), Hier steUen sich diese Eigenschaften auf allgemeinere Weise 
unabhangig vom Kegelschnitt dar, und zwar, wie schon bemerkt worden, 
nur als besonderer Fall des obigen Beziehungssystems (IV, 2, p). In- 
dessen gebiihrt das Verdienst, die genannte Theorie zuerst freier, unab- 
hangig vom Kegelschnitt, aufgefasst zu haben, dem griindlichen Forscher 
Mobius (Barycentr. Calcul). 

Aus der vorstehenden Betrachtung sieht man, dass dem Strablsystem 
R, welches bei den obigen Betrachtungen (11, III u. IV) nur als Mittel 
diente, selbst alle Eigenschaften auf bestimmte entsprechende Weise zu- 
kommen, welche dort von anderen Gebilden entwickelt und angedeutet 
worden. In der That sind die Figuren in den obigen Ebenen e, (II) 
als beliebige Schnitte (dieser Ebenen und) des Strahlsystems R anzusehen, 
•so dass also ihre Eigenschaften nur als Folgen der Eigenschaften des letz- 
teren erscheinen; ebenso sind die ’ Strahlbuschel 2), 2)i (III) nur mittelst 
der Eigenschaften des Strahlsystems R auf einander bezogen worden, u. s. w. 
Da hiernach gewisse netzgewebeartige Eigenschaften (fast sammtliche Re- 
sultate des ersten und dritten Kapitels) in jedem der 9 Gebilde £, s^, 
2), 25i, E, E^, D, D^ und R auf bestimmte entsprechende Weise statt- 
finden, so sind also die Eigenschaften des Strahlsystems R keine eigent- 
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licli raiimliclien, wiewohl dasselbe den ganzen Raum erfiillt, sondern sie 
siiid bloss solcliG, welche ihi’em wahren Wesen nach der Ebene (s), odei 
dem Strahlbiischel (2)) angehoren. (Von eigentlich raiimlichen Eigen- 
schaften der Art wird im dritten und vierten Absclinitte die Rede sein.] 
Audi ist zxifolge der Yorstehenden Betrachtung das Strahlsystem R in 
der That einerseits als eine durch den ganzen Raum ausgebreitete Ebem 
und andererseits als ein aufgeloster, durcli den ganzen Raum ausge- 
streuter Strahlbuschel 2)^ anzusehen. In diesem Sinne lassen sich iibri- 
gens auch jene fruheren Gebilde e, s^, E, E,, 2), 2),, D, D, als Umwand- 
lungen der Strahlsysteme £3 und S), (oder des Strahlsystems R) ansehen. 
wo durcli der Zusammenhang alier dieser Gebilde von einer neiien Seite 
sich offienbart, und zwar, me folgt: 

Werden namlich die zwei Geraden A, A, , so wie sie Mer oben in 
eine Ebene gelegt worden, zum zweiten Mai in dieselbe; oder in irgend 
eine andere Ebene £3 gelegt, jedoch so, dass nicht die namlichen zwei 
Punkte e, in ihrem Durchschnitte vereinigt sind, wie das erste Mai, sc 
findet zwischen den Strahlsystemen s^, 83 , bis auf einige Nebenumstande. 
offenbar dieselbe Beziehung statt, wie oben zwischen den Ebenen s, 
(IV, 1). Bezeichnet man die zwei ebenen Strahlbiischel, in welchen die 
oben genannte Ebene E 2 (y) die Hauptebenenbiischel A, A^ in 2)3 schneidet, 
durch 18, und denkt man sich dieselben zum zweiten Mai (in der- 
selben, oder) in irgend einer anderen Ebene Eg so gelegt, dass nicht mehi 
die namlichen zwei Strahlen derselben vereinigt sind, wie dort in so 
findet zwischen den Ebenen E 3 , Eg in Ansehung ihrer entsprechenden 
Elemente ahnliche Beziehung statt, wie oben zwischen den Ebenen e, Sj 
(II), Entsprechendes findet statt, wenn man die obigen Ebenenbtische] 
A, Aj in zwei verschiedenen Lagen, in einem und demselben, oder in 
zwei verschiedenen Strahlbuscheln 2 ) 3 , festhalt und auf einander be- 
zieht. In dieser Hinsicht hatten also alle vorhergehenden Beziehungs- 
systeme unmittelbar an die obigen Fundamentalsatze (§ 38) angeschlossen 
werden konnen. Im fiinften Abschnitt wird diese letzte Betrachtungsweise 
ausfuhrlicher erortert und mit Erfolg angewandt werden. 

Zum Schlusse bemerke ich nochmals, dass alle vorhergehenden Be- 
ziehungssysteme auf verschiedene andere, zum Theil einfachere und leichtei 
zu fassende Weisen erzeugt und betrachtet werden konnen, wobei eines 
Theils ebenfalls projectivische Eigenschaften (wie liier oben), anderen Theils 
aber andere Bestimmungen zur Grundlage dionen, was durch die spateren 
Entwickelungen ausfuhrlich gezeigt werden wird. Es werden alsdaun die 
Beziehungssysteme in solcher Allgemeinheit dargestellt, dass sie auch die- 
jenigen Falle umfassen, wo einige von den Hauptelementen (Hauptpuncte, 
Hauptgerade u. s. w., .siehe oben II, III und IV), welche bei der gegen- 
wartigen Betraohtung immer reell waren, imaginar sind, Auch werden 
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clann ahniiche Bezieliungssysteme im Raume vorkommen, wo namentlicli 
in gewissen besondere^i Fallen zwei Raume so auf einancler bezogen werden, 
dass jeder Ebene in dem einen Raume irgend eine Flacbe zweiten Grades 
im anderen Raume entspricht, wodurch man sodann in Stand gesetzt wird, 
mit Leichtigkeit alle Flaclien zweiten Gi'ades unter gewissen Bedingungen 
zu erzeugen und ihre Eigenscbaften aus den Eigensohaften der ihnen ent- 
sprecbenden Ebenen abzuleiten*). 


A n h a n g. . 

Aufgaben und Lebrsatze. 

60. Die nacbfolgenden Aufgaben und Lehrsatze sind zu dem Zwecke 
hierher gesetzt,' urn denjenigen Lesern, welcbe sich selbstthatig mit der 
in diesem Werke aufgestellten Metbode beschaftigen wollen, Gelegenbeit 
zu geben, sicb an zweckmassigen Beispielen zu uben. SoUten sicli in der 
That Liebhaber finden, welche dem einen oder anderen dieser Satze ihre 
Aufmerksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welche selbst andere dahin 
gehorige Satze aufsuchten und bewiesen, und sollte ilmen daran* gelegen 
sein, sie mir mitzutheilen, um sie bekannt zu machen, so wiirde ich gern 
bei der nachsten schicklichen Gelegenheit darauf Riicksicht nehmen, oder, 
im FaUe sie nach einer anderen Methode behandelt, aber von allgemeinem 
Interesse waren, wiirde ich sie Herrn Crelle ubergeben und ihn ersuchen, 
dieselben in sein Journal fiir Mathematik aufzunehmen. Die Zusen- 
dungen miissten jedoch, wie es sich von selbst versteht, portofrei ge- 
schehen, und konnten nach Belieben an den Herrn Redacteur des ge- 
nannten Journals oder an mich adressirt werden. 


*) In Bezug auf die gegenwartige Betracbtung mogen hier nock folgende Beispiele 
YOU besonderen Beziehungssystemen erwahnt ^werden. Zufolge jedes der zwei ersten 
(neben einander stehendeu) Satze in § 46, 1 bat man ntoMcb ein Beziebungssystem 
zwiscben zwei auf einander liegend gedacbten Ebenen, wo z. B. nacb dem Satze rechts, 
die Beziebung darin bestebt, dass jedem beliebigen Puncte Sg in der einen Ebene 
irgend ein bestimmter Kegelscbnitt [5333ij in der anderen Ebene entspricht,* welcber 
durcb drei bestimmte feste Puncte 33, (AAi) gebt; u. s. w. Eine andere Art, wo- 
durcb solcbe besondere Beziebungssysteme zu Stande gebracbt werden, babe icb bereits 
im Jabre 1828 in einzelnen Lebrsatzen angedeutet (Journal fur Mathematik, Bd. III. 
S. 211, Lehrs. 22—25). (Cf. S. 178 dieser Ausgabe, Lebrsatz 12—15.) — Wie auf diese 
Weise andere zusammengesetztere Systeme der Art aufgestellt werden konnen, ist leicbt 
zu seben. Namlicb durcb jedes Porisma, worin z. B. die Abhangigkeit zweier Puncte 
von einander so beschaffen ist, dass wahrend der eine sich langs irgend einer Geraden 
(oder Curve) bewegt, der andere irgend eine bestimmte Cuiwe durcblauft, entstebt ein 
solcbes Beziebungssystem 5 u. s. w. 
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1) Wenn in einer Geraden A vier hannonisclie Puncte und in einem 
ebenen Strablbiiscliel SS vier barmonische Strahlen gegeben sind, so sind 
die zwei Gebilde A, 25 in Anseliung dieser gegebenen Elemente auf 8 
verscHedene Arten projectivisch (§ 8, 1, p), nnd konnen in Riicksicbt auf 
jede Art in perspectivisclie Lage gebracht werden (§ 6). Wenn nun in 
einer Ebene die Lage 


der Geraden A als fest angenommen 
imd der Strablbiiscliel 25 auf alle 
Arten mit ibr perspectiviscb gelegt 
•wil'd, -welcbe gegenseitige Beziebimg 
haben dann die 8 (oder 16) Puncte, 
in welcbe sein Mittelpunct fallt? 


des Strahlbiiscbels 25 als fest an- 
genommen und die Gerade A auf 
alle Arten mit ibm perspectiviscb 
gelegt wird, welcbe gegenseitige 
Beziehung baben dann die 8 (oder 
16) Geraden, in welcbe sie zu lie- 
gen konnnt? 


2) Die der vorstebenden Aufgabe (1) entsprecbende Aufgabe im 
Strablbiiscbel ©, wenn namlicb bier in einem ebenen Strablbiiscbel 25 
und in einem Ebenenbiiscbel A vier barmoniscbe Elemente gegeben sind 
(§ 53, 15). 


3) Weim in einer Ebene zwei 
beliebige Gerade A, A^ und in je- 
der irgend vier barmoniscbe Puncte 
gegeben sind, so bestimmen die 
letzteren, paarweise genommen, 16 
Strablen s, diese schneiden sicb in 
72 Puncten p, u. s. w. ; welcbe Eigen- 
scbaft baben die Strablen s in Hin- 
sicbt ibrer gegenseitigen Lage, und 
welcbe die Puncte p? wie oft liegen 
von den letzteren 3, und wie oft 6 
in einer Geraden? u. s. w. (Giebt 
es z. B. 8 Kegelscbnitte, wovon je- 
der die gegebenen Geraden A, Aj 
und 4 Strablen s berubrt? Liegen 
unter anderen von den Puncten p 
8 mal 6 in einer Geraden, imd 
scbneiden sicb von diesen 4 und 4 
in einem Punct? u. s. w.) 


3) Wenn in einer Ebene zwei 
beliebige Strablbiiscbel 25, 23 ^ und 
in jedem irgend vier barmoniscbe 
Strablen gegeben sind, so sclineiden 
sicb die letzteren, paarweise ge- 
nommen, in 16 Puncten p, diese 
bestimmen 72 Strablen s, u. s. w.; 
welcbe Eigenscbaft baben die Puncte 
p in Hinsicbt ibrer gegenseitigen 
Lage, imd welcbe die Strablen s? 
wie oft geben von den letzteren 3, 
und wie oft 6 durcb einen Punct? 
u. s. w. (Giebt es z. B. 8 Kegel- 
scbnitte, wovon jeder durcb die 
Mittelpuncte 25, 25j und durcb 4 
Puncte p gebt? Geben unter an- 
deren von den Strablen s 8 mal 6 
durcb einen Punct, und liegen von 
diesen 4 und 4 in einer Geraden? 
u. s. w.) 


4) Die den vorstebenden (3) abnlicben Aufgaben im Raume, wenn 
namlicb in zwei festen Geraden A, Aj, oder in zwei festen Ebenenbiiscbeln 
jB, vier barmoniscbe Elemente gegeben sind. 
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5) Die den vorstehenden (3) ahnlichen Aufgaben, wenii in einem 
Kegelschnitt zweimal vier liarmonische Pimcte, oder zweimal vicr har- 
monisclie Tangent en gegeben sind (§ 43, II). 

6) Hierher die obigen Aufgaben (§ 21, lY). 

7) Die den Torstehenden (6) entsprecbenden Anfgaben im Strahl- 
buscliel 2), wenn namlicli drei projectivische ebene Strahlbiischel S3, SSj, 
SBg und drei projectivische Ebenenbuschel A, A^, A^ gegeben sind. 


8) Wenn drei iinter sich pro- 
jectivische Gerade a, a^, a., im 
Raume belie big liegen, so bestim- 
men je drei entsprechende Puncte 
derselben eineEbene ; welche krunime 
Flache wird von alien diesen Ebenen 
beriihrt? 

9) Wenn vier unter sich pro- 
jectivische Gerade im Raume be- 
lie big liegen, wie oft befinden sich 
dann vier entsprechende Puncte der- 
selben in einer Ebene? 


8) Wenn drei unter sich pro- 
jectivische Ebenenbuschel A, Aj, 
A^ im Raume beliebig liegen, so 
schneiden sich je drei entsprechende 
Ebenen derselben in einem Punct; 
in welcher knimmen Linie liegen 
alle diese Puncte? 

9) Wenn vier imter sich pro- 
jectivische Ebenenbuschel im Raume 
beliebig liegen, wie oft treffen sich 
dann vier entsprechende Ebenen 
derselben in einem Punct? 


10) Zwei beliebige projectivische Gerade a, in einer Ebene so 
zu legen, dass sie einen Kreis erzeugen (§ 40, 1). 

11) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbiischel 33, 33^, oder 
zwei beliebige projectivische Ebenenbuschel A, A^ im Strahlbiischel 2) 
so zu legen, dass sie einen geraden Kegel erzeugen. 

12) Zwei beliebige projectrasche Gerade a, a.^ oder zwei beliebige 
projectivische Ebenenbuschel A, A^ im Raume so zu legen, dass sie ent- 
weder a) ein rundes einfaches Hyperboloid (dessen Strahlen den Strahlen 
eines geraden Kegels parallel sind (§ 51, lY)), oder b) dass sie das in 
(§ 53, n, 1) beschriebene besondere einfache Hyperboloid erzeugen. 

13) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbiischel 33, SSj in einer 
Ebene so zu legen, dass sie entweder a) die dem Kreise am nachsten 
kommende Ellipse, oder b) die am meisten von der gleichseitigen ab- 
weichende Hyperbel erzeugen (§ 40, 11). 

14) Einen gegebenen Kegel zweiten Grades oder ein gegebenes ein- 
faches Hyperboloid (mittelst einer Ebene) in einem Ki-eise zu schneiden; 
oder: Wenn zwei projectivische Ebenenbuschel A, A^ in beliebiger fester 
Lage gegeben sind, sie mittelst einer Ebene e so zu schneiden, dass die 
dadurch entstehenden ebenen Strahlbiischel 33, 33^ gleich und gleichliegend 
sind, und mithin einen Kreis erzeugen (§40,11); (desgleichen wenn in 
einem Strahlbiischel 2) irgend zwei projectivische ebene Strahlbiischel p, 
Pi gegeben sind). 
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15) Werm im Raume vier beliebige feste Ebenen gegeben sind,. wel- 
oliem geometrisclien Orte werden dann alle Geraden, dm Yon denselben 
in einem und demselben gegebcncn Doppelvei'baltniss gesclinitteii werden, 
angehoren? 

Dieser Anfgabe steht eine andere zurSeite; welcie? Was findet ins- 
besondere statt, Y’enn das gegebene Doppelverlialtniss barmonisch ist? 

16) Drehen sicli zwei beliebige, der Grdsse nacb unveranderlicbe 
Winkel (ab), (a^bj (Fig. 56) in einer Ebene dergestalt urn ihre festen 
Scheitelpuncte 23, 23i , die in einem gegebenen Kegelschnitte liegen, dass 
der Durchschnittspunct a zweier ihrer Scbenkel a, diesen Kegelschnitt 
diirchlauft, so beschreibt jeder der drei librigen Pancte B, c, b, in denen 
sich. ihre Scbenkel paarweise scbneiden, einen Kegelschnitt, welcber durcb 
die zwei festen Scbeitel 23, 23^ gebt. ~ Hierzu gebort ein Gegensatz; 
welcber? 


•17) Drehen sich zwei der Grdsse nacb gegebene Flachenwinkel (ap), 
(a,pj urn ibre festen Kanten A, A, dergestalt, dass die Durchschnittslinie 
(accj) zweier Seiten -Ebenen a, stets eine gegebene feste Gerade A^ 
trijBft, so beschreibt jede der drei iibrigen Durchschnittslinien (ppj, (apj, 
(paj, welche die Seiten-Ebenen paarweise bilden, ein einfacbes Hyperboloid, 
welches durcb die festen’ Kanten A, A^ gebt. — Hierzu der Gegensatz; 
wie beisst er? 


18) Wenn die Grundlinie eines 
Dreiecks der Grdsse und Lage nacb 
gegeben ist, und wenn entweder 
a) die Summe, oder b) der Unter- 
schied der an derselben liegenden 
Winkel gegeben ist, so ist der Ort 
der Spitze des Dreiecks: a) auf 
z-wei gleicbe Kreise bescbrankt, 
welcbe die Grundlinie zur gemein- 
schaftlichen Sebne baben, oder b) 
auf zwei gleicbe gleicbseitige Hy- 
perbeln, welcbe ebenfalls die Grund- 
linie zur gemeinschaftlicben Sebne 
baben. 

19) Wenn ein Kantenwinkel (ab) 
eines dreikantigen Kdrperwinkels 
(a be) der Grdsse und Lage nacb 
gegeben, und wenn entweder a) 
die Summe, oder b) der Unter- 
sebied der beiden daran liegenden 
Flachenwinkel gegeben ist, so ist 


18) Wenn der Winkel an der 
Spitze eines Dreiecks der Grdsse 
und Lage nacb gegeben ist, und 
wenn entweder a) die Summe, oder 
b) der UnterscHed der ibn ein- 
scbliessenden Seiten gegeben ist, so 
beruhrt die Grundlinie in alien ihr 
zukommenden Lagen stets eine von 
vier Parabeln, welche dem gegebe- 
nen Winkel (und dessen Neben- und 
Scbeitelwinkel) eingesebrieben sind, 
und woven 2 und 2 (die in den 
Scheitelwinkeln liegen) gleich sind. 

19) Wenn ein Flachenwinkel (ap) 
eines dreiflachigen Kdrperwinkels 
(ap^) Grdsse und Lage nacb 
gegeben, und wenn entweder a) die 
Summe oder b) der Untersebied der 
beiden daran liegenden Kantenwin- 
tel gegeben ist, so beriibrt die dritte 
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der Ort der dritten Kante c auf 
vier bestimmte (und besondere) 
Kegelfiachen zweiten Grades be- 
schrankt, welcho dem gegebenen 
Kantenwinkel (ab) umsclirieben, und 
woven zwei und zwei einander gleich 
sind. 


Seitentiache y, in alien ihr^ zukom- 
menden Lagen stets eine von vier 
bestimmten Kegelfiachen zweiten 
Grades, welche dem gegebenen 
Flachenwinkel eingeschrieben, und 
wovon zwei und zwei gleich sind. 


Oder: 


Wenn die Grundlinie eines spha- 
rischen Dreiecks der Grbsse und 
Lage nach gegeben, und wenn ent- 
weder a) die Summe, oder b) der 
Unterschied der daran liegenden 
zwei Winkel gegeben ist, so ist der 
Ort der Spitze des Dreiecks auf vier 
bestimmte sphmsche Kegelschnitte 
beschrankt, welche jene Grundlinie 
zui' gemeinschaftlichen Sehne liaben, 
und wovon zwei und zwei einander 
gleich sind. 


Wenn zwei Seiten eines sphm- 
schen Dreiecks in zwei gegebenen 
Hauptkreisen liegen sollen, und wenn 
entweder a) ihre Summe, oder b) 
ihr Unterschied gegeben ist, so be- 
riihrt die dritte Seite in alien ihr 
moglicherweise zukommenden La- 
gen stets einen von vier bestimmten 
spharischen Kegelschnitten, welche 
jene Hauptkreise beruhren, und wo- 
von zwei und zwei einander gleich 
sind. 


20) Bewegen sich zwei Ebenen a, a^, die sich um zwei feste Gerade 
A, Aj drehen, dergestalt, dass entweder a) die Summe, oder b) der 
Unterschied der Winkel, welche sie mit einer festen dritten Ebene e, die 
jenen beiden Geraden parallel* ist, bilden, constant bleibt, so beschreibt 
ihre Durchschnittslinie (aaj ein einfaches Hyperboloid, welches durch die 
festen Geraden A, A^ geht. — Wie lautet der hierzu gehbrige Satz? 

21) Bewegen sich zwei Ebenen a, aj, die sich um zwei feste Gerade 
A, Aj drehen, dergestalt, dass sie stets irgend zwei zugeordneten Durch- 
messern eines gegebenen festen Kegelschnittes parallel sind, so beschreibt 
ihre Durchschnittslinie (aaj ein einfaches Hyperboloid (vergk § 53, II, 2). 
Liegen die Geraden A, A^ in einer Ebene, so tritt an die Stelle des 
Hyperboloids eine Kegelflache zweiten Grades. 


22) Wenn ein Kantenwinkel 
eines dreikantigen Korperwinkels 
der Grosse und Lage nach, und 
wenn der ihm gegeniiberliegende 
Flachenwinkel der Grosse nach ge- 
geben ist, in welcher Kegelflache 
befindet sich dann die Kante des 
letzteren bei aUen ihren verschie- 
denen Lagen? 


22) Wenn ein Flachenwinkel 
eines dreiflachigen Korperwinkels 
der Grosse und Lage nach, und 
wenn der ihm gegeniiber liegende 
Kantenwinkel der Grosse nach ge- 
geben ist, welche Kegelflache be- 
rulirt dann die Ebene des letzteren 
in alien ihren verschiedenen Lagen? 



444 


Anhang. 


60 . 


Die^e Aufgaben sind BediirMss in der Stereometrie. Wenn auch die 
genannten Kegelfiacben vom vierten Grade sind, so sind sie ■vielleicht von 
soldier besonderen Ai't, dass sie deshalb docli bequem bei verscMedenen 
Constriictionen angewandt werden konnen. Wie lauten die den vorstehen- 
den. entspredienden sphmsdien Aufgaben? (§ 34 und § 48.) 

23) Wenn ein der Grosse nadi 23) Wenn ein der Grosse nacb 

iinveranderlidier Winkel (aaj sich iinveranderlidierFlachenwinkel(aaj) 

so um seinen festen Sclieitel drelit, sidi dergestalt bewegt, dass seine 

dass seine Sdienkel a, stets irgend Seitenfladien a, stets durdi irgend 

zwei feste Gerade A, A^ im Raume zwei feste Gerade a, a^ im Raume 

sdineiden, welche krumme Fiadie gelien, weldie krumme Flache wird 

■vvird dann von der diirdi die Duixli- dann von seiner Kante (aaj) be- 

solinittspuncte gehenden Geraden be- sckrieben? 

sdirieben? 

24) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade A und ein 
ebener Strahlbiischel S3, in beliebiger schiefer Lage in einer Ebene, und 
man zieht diircli jeden Punct der Geraden einen Strahl, welclier entweder 
a) dem (deni jedesmaligen Punct) entsprechenden Strahl des Strahlbuschels 
parallel ist, oder b) welcher zu ihm rechtwinklig ist, so beriihi'en alle 
solche Strahlen eine bestimmte Parabel, welche auch yon der gegebenen 
Geraden A beriihrt wird. 

25) Befinden sich dieselben Gebilde A, 33 (24) in beliebiger schiefer 
Lage im Raume, und zieht man durch die Puncte in A Strahlen, welche 
den entsprechenden Strahlen in 33 parallel sind, so liegen dieselben in 
einem hyperbolischen Paraboloid (§ 52); und fallt man aus den Puncten 
in A senkrechte Ebenen auf die ihnen entsprechenden Strahlen in 33, so 
beruhren alle diese Ebenen einen bestimmten parabolischen Cylinder (§40, III). 

26) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade A und ein 
Ebenenblischel a, in schiefer Lage, und MIt man aus den Puncten in A 
Lothe auf die ihnen entsprechenden Ebenen in a, so liegen alle diese Lothe 
in einem hyperbolischen Paraboloid. — Was findet statt, wenn man durch 
die Puncte in A Ebenen legt, die den entsprechenden Ebenen in a pa- 
rallel sind? 

27) Liegen zwei projectivische ebene Strahlbiischel S3, 33^ beliebig im 
Raume, und legt man durch irgend einen gegebenen Punct. 2) Ebenen, 
woven jede irgend zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbiischel parallel 
ist, so umhiillen sie eine Kegelflache 2) zweiten Grades; oder legt man 
durch 2) solche Gerade, woven jede zu irgend zwei entsprechenden Strahlen 
der Strahlbiischel der Richtung nach rechtwinklig ist, so liegen sie in einer 
Kegelflache zweiten Grades. 

28) Sind im Raume irgend zwei Gerade A, A^ und irgend ein Ebenen- 
biischel a in fester Lage gegeben, und eine andere Gerade g bewegt sich 
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langs jenen beiden so, dass sie stets zu irgend einer Ebene des Ebenen- 
biischels senkrecht ist, so bescbreibt sie ein gleicbseitiges liyperbolisclies 
Paraboloid (§ 52, II). 

29) Ist irgend ein Kegel z^eiten Grades und sind irgend zwei Gerade 
A, A^, die auf zwei beHebigen Berubrungsebenen desselben senkrecht stehen, 
gegeben, und eine dritte Gerade a bewegt sicb so, dass sie stets jene zwei 
Geraden scbneidet und bestandig zu irgend einer Beriihrungsebene des 
Kegels recMwinklig ist, so bescbreibt sie ein einfacbes Hyperboloid. 

30) Alle Ebenen, w^elcbe durch ngend eineii festen Punct S) geben 
und ein gegebenes einfacbes Hyperboloid in gleicbseitigen Hyperbeln scbnei- 
den, berubren einen Kegel ® zweiten Grades*). — Beim byperboliscben 
Paraboloid ist dieser Satz immer moglicb (§ 52 und § 53, 4, links). 

31) Alle Ebenen die durcb irgend einen gegebenen Punct geben und 
irgend eine gegebene Flacbe- zweiten Grades in abnlicben Cuiwen scbneiden, 
umbiillen was fin eine Kegelflacbe? 

32) „Beini einfacben Hyperboloid liegen alle Normalen langs irgend 
eines Strables desselben in einem gleicbseitigen byperboliscben Paraboloid. 
— Dieser bekannte Satz lasst sicb leicbt durcb projectiviscbe Eigenscbaften 
beweisen (§ 52 und § 53). 

33) Bei jeder Elacbe zweiten Grades sind die Normalen langs irgend 
eines ebenen Scbnittes derselben jedesmal den Strablen irgend eines Kegels 
zweiten Grades parallel. 

34) Wie viele Normalen sind im Allgemeinen von einem beliebigen 
Puncte aus auf irgend eine gegebene Flacbe zweiten Grades moglicb, und 
welche Beziebung baben sie unter sicb? 

35) Im Allgemeinen stebt auf jedem Durcbmesser einer Flacbe zweiten 
Grades ein bestimmter, ibm zugeordneter, anderer Durcbmesser senkrecbt. 
Alle Durcbmesser, welcbe zu solcben anderen, die in ngend einer Durcb- 
messer-Ebene s (d. i. eine Ebene, die durcb den Mittelpunct der Flacbe 
gebt) liegen, zugeordnet und recbtwinklig sind, befinden sicb in einer 
Kegelflacbe zweiten Grades, welcbe durcb den jener Ebene s zugeordneten 
und durcb den auf ibr senkrecbt stebenden Durcbmesser der Flacbe gebt. 

36) Alle Durcbmesser-Ebenen einer Flacbe zweiten Grades, die zu 
solcben Durcbmessern zugeordnet sind, welcbe in irgend einer Kegelflacbe 
zweiten Grades liegen, berubren eine andere Kegelflacbe desselben Grades; 
und aucb umgekebrt. 

37) In jeder Durcbmesser-Ebene einer Flacbe zweiten Grades liegen 
im Allgemeinen zwei zugeordnete, zu einander recbtwinklige Durcbmesser; 

*) Alle Ebenen, welche dnrch irgend einen gegebenen Punct S) geben und irgend 
eine gegebene Elache zweiten Grades in Parabeln scbneiden, umhullen einen Kegel 
zweiten Grades, welcher dem Asymptoten-Kegel jener Elache gleicb und mit ihm pa- 
rallel ist. ^ 
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•welches ist der Ort der letzteren hei einem Durchmesser-Ebeneabiischel A 
(d. h. bei einer Schaar Ebenon, die durch einen Durclimesser A der 
Fliiche gehen)? 

“ 4 ! * 


38) Weun im Raume irgend zwei Gerade A, Aj und irgend eine 
ebene Curve Grades C gegeben sind, und es bewegt sich eine dritte. 
Gerade a so, dass sie stets jene drei festen Elemente A, A,, C schneidet, 
so beschreibt sie eine Flache vom 2n*™ Grade, welche jedoch von un- 
zjihligen Ebenen a, p, 7 , ... in Curven vom n*®” Gerade geschnitten wer- 
den kann, imd zwar bilden alle solchc Ebenen einen bestimmten Ebenen- 
buschel. — Es giebt einen anderen Satz, vvelcher diesem zur Seite steht; 
•svie lautet er? 

39) Denkt man sich urn ein gegebeues' Dreieck eine Schaar (d. i. 
alle moglichen) almlicher Kegelsclinitte von irgend einer bestimmten Gattung 
beschrieben, so werden dieselben allemal von irgend einer bestimmten 
Curve viertk Grades C umhullt (beriihrt), welche die drei Eckpuncte des 
Dreiecks 3 zu singularen Puncten hat. Derjenige Punct, in -wel- 
chem jeder Kegelscimitt von der Curve C beruhrt wird, und derjenige 
Punct, in -welchem er den dem Dreieck fpj umschriebenen Kreis K zum 
vierten Mai schneidet (ausser den Puncten p, 3 ), sind allemal Endpuncte 
eines und desselben Durchmessers des Kegelschnittes. Der Kreis K 'wird 
in jedem Punct von zvrei der genannten Kegelsclinitte geschnitten, und die 
z-wei Puncte, in welchen diese von der Curve C beriilirt werden, liegen 
allemal in einer gleichseitigen Hyperbel, die dem Dreieck umschrieben 
ist; u. s. TV. In Hinsicht der Curve C linden folgende wesentliche Grenz- 
falle statt: a) Geht die Schaar Kegelschnitte in Kreis e iiber, so fallen 
sie ahe in einen einzigen zusammen, in "welchen ebenfalls die Curve C 
iibergeht, und welcher der dem Dreieck umschriebene Kreis K ist; 
b) verwandein sieh die Kegelschnitte in Parabein, so geht die Curve C 
in eine unendlich entfernte Gerade fiber; und c) sind die Kegel- 
schnitte gleichseitige Hyperbeln, so reducirt sicb die Curve C auf 
einen Punct, namlich auf denjenigen, in welchem sich die drei Hohen 
des Dreiecks schneiden, d. h. „durch diesen Punct geht jede der genannten 
Hyperheln“. 

Welches ist der Ort der Mittelpuncte, und welches ist der Ort der 
Brennpuncte der vorgenannten Schaar Kegelschnitte? 

40) Degt man an je zwei von drei Kreisen a,'p, 7 (Fig. 57), welche 
irgend einem Dreiseit xjz eingeschrieben sind, eine (vierte) gemeinschaft- 
liche Tangente A, Ai, A^, so hilden diese ein Dreiseit A A, Aj , in welches 
sich unzahlige Dreiecke aOiOj so heschreiben lassen, dass ihre Seiten jene 
Kreise beriihren; legt man namlich aus einem beliebigen Punct a in A 
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eine Tangente aa^ an den Kreis 7 , aus dem dadiircli bestimmten Puncte 
in Aj ferner eine Tangente an den Kreis a, so beriilii’t allemal 
die Gerade aa^ den Kreis p. — Man erbalt einen ahnliclxen Satz, wenn 
man nocli den vierten Kreis 8 , welclier dem gegebenen Dreiseit xyz ein- 
gesckrieben werden kann, zu Hiilfe nimmt. Beide Satze sind jedoch nur 
besondere Falle des folgenden allgemeinen Satzes (rechts). 

41) Werden einem gegebenen 41) Werden einem gegebenem 

Dreieck beliebige n Kegel- Dreiseit xyz beliebige n Kegel- 

sclmitte umscbrieben , imd beriick- schnitte eingesclirieben und legt 

sichtigt man die n Puncte SB, SB^, man an je zwei, nach der Beilie 

SBg, . . . , in welclien je zwei, nach immittelbar aiif einander folgende 

der Reihe umnittelbar auf einander Kegelsclmitte eine (yierte) gemein- 

folgende Kegelsclmitte sich schnei- schaftliche Tangente A, A^, A.,, 

den, so lassen sich unzahlige n-Ecke so lassen sich unzahlige n-Ecke so 

so beschreiben, dass ihre Seiten beschreiben, dass ihre Ecken nach 

nach der Reihe durch jene Puncte der Reihe in jenen Tangenten lie- 

gehen, und dass ihre Ecken nach gen, imd dass ihre Seiten nach der 

der Ordnung in jenen Kegelschnitten Ordnung jene Kegelschnitte be- 

liegen. riihren. 

Wofern man eine oder zwei Gerade als Kegelschnitt betrachtet, so 
sind in diesen Satzen, unter anderen, auch die obigen Siitze (§ 23, II und 
HI) und (§ 42, 1) als besondere Falle enthalten. Ausserdem entstehen 
auch merkwurdige besondere Falle, wenn angenommen wird, von den ge- 
gebenen Elementen j:? S y? z sollen einige imaginar oder un- 

endlich entfernt sein. 

42) Wenn in einer Ebene ein beliebiges n-Seit und alle Ecken eines 
n-Ecks, bis auf zwei, gegeben sind, so sollen diese zwei imter der Bedin- 
gung gefunden werden, dass sodann unendlich viele n-Ecke moglich sind, 
welche zugleich jenem n-Seit eingeschrieben und jenem n-Eck umschrieben 
sind. (Der Ort der *zwei gesuchten Eckpuncte ist auf zwei bestimmte 
Gerade beschrankt, welche durch dieselben project! visch getheilt werden, 
so dass also die sie verbindende Seite, in alien ihren moglich verschie- 
denen Lagen, stets einen bestimmten Kegelschnitt beriihrt.) — Wie heisst 
die dieser Aufgabe entgegenstehende Aufgabe? Beide Aufgaben hnden 
auch statt, wenn das gegebene n-Seit und n-^Eck nicht in einer Ebene, 
sondern im Raume (§ 55) sich befinden, wozu insbesondere die nach- 
erwahnte Aufgabe gehort. 

43) Hierher die Aufgabe und der Satz in § 58, Note. 

44) Wenn in der Ebene ein beliebiges n-Eck gegeben ist, ein anderes 
zu beschreiben, welches jenem zugleich um- und eingeschrieben ist — 
Moebius hat gezeigt, dass diese Aufgabe beim Dreieck und Viereck noch 
nicht moglich ist (Journ. f. Mathem.). Die in § 25 gegebene Auflosung 
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nrnss dies bestatigen, wenn man die beiden Vierecke gleich werdeu und 
anf einander fallen lasst; man wird dann finden, dass bei den auf ein- 
ander liegenden projectivischen Geraden A, keine entsprecbenden Puncte 
vereinigt sind. Ebenso muss man j&nden k 6 nnen,.ob die vorgelegte Auf- 
gabe fiir clas Fiinfeck u. s. w. moglicb ist. 

45) Wenn im Raume irgend ein ii-Flacli (§ 55) und irgend ein n-Eck 
gegeben sind: 

Ein n-Eck (ini Raume) zn be- Ein n-Flach (im Raume) zu be- 

sclireiben, welches dem n-Flach ein- sclireiben, welches jenein n-Flach 
geschrieben und jenem n-Eck urn- eingeschrieben und dem n-Eck um- 
schrieben ist. schiieben ist. 

Oder: 

Wemi im Raume n beliebige Ebenen und n beliebige Puncte gegeben 
sind, ein n-Eck im Raume (§ 55) so zu besclmeiben, dass seine Ecken 
nach cler Reihe in jenen Ebenen liegen, und seine Seiten nach der Reihe 
durcli jene Puncte gehen. — Diese Aufgabe lasst im Allgemeinen wieviel 
Auflosungen zu (vergL § 25 Note)? Giebt es Falle, wo alle diese Auf- 
losungen zugleich moglich sind, oder verhalt es sich damit so, dass, wah- 
rend ein Theil derselben moglich ist, die anderen nicht stattfinden konnen? 
Dasselbe kann bei § 25 und § 56, 4 gefragt werden. 

46) Zweimal drei zugeordnete 46) Zweimal drei zugeordnete 

harmonische Pole in Bezug auf einen Harmonische in Bezug auf einen ge- 
gegebenen Kegelschnitt (§ 44) lie- gebenen Kegelschnitt (§ 44) beruh- 
gen allemal in irgend einem andern ren allemal irgend einen andern Ke~ 
Kegelschnitt. . gelschnitt. 

47) Haben irgend drei Kegel- 47) ‘ Haben irgend drei Kegel- 

schnitte K, Kj, Kg in einer Ebene schnitte in einer Ebene 

zwei gemeinschaftliche (reelle oder zwei gemeinschaftliche (reelle oder 

imaginare) Puncte r, A, so ist der imaginare) Tangenten r, s, so be- 

Ort desjenigen Punctes dessen riihrt jede Gr^de g, deren drei har- 

drei Harmonische in Bezug auf die- monische Pole in Bezug auf diesel- 

selben (§ 44) sich in irgend einem ben (§ 44) in irgend einer andern 

Punct schneiden, so wie der Geraden g^ liegen, so wie auch diese 

Ort dieses letzteren Punctes, ein letztere Gerade, stets einen und 

und derselbe bestimmte vierte Ke- denselben bestimmten vierten Ke- 
gelschnitt Kg, welcher mit jenen gelschnitt ^ 3 , welcher mit jenen 

dreien die namlichen zwei Puncte dreien die namlichen zwei Tangen- 

gemein hat; und ferner: die Gerade ten gemein hat; und ferner: der 

geht stets durch einen be- Punct (ggj liegt stets auf einer be- 
stimmten festen Punct Q, welcher stimmten festen Geraden Q, welche 

der harmonische Pol der Geraden die Harmonische des Duxchschnitts- 
in Bezug auf den yierten Kegel- punctes (rs) in Bezug auf den vier- 
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schnitt Kg ist, und in welchem sich 
die drei Sekanten, welche die drei 
gegebenen Kegelschnitte, paarweise 
genommen, gemein baben (ausser 
der Sekante r^), schneiden; u. s w. 

48) Wemi in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben sind, 
welches ist dann der Ort desjenigen 
Pimctes dessen drei Harmonische 
in Bezug auf die Kegelschnitte sich 
in irgend einem anderen Puncte 
schneideh? nnd welche Cinwe wird 
von der Geraden beriihrt? 


ten Kegelschnitt ^3 ist, und in 
welcher die drei Durchschnittspuncto 
der cKei Paar Tangenten, welche die 
drei gegebenen Kegelsclmitte, paar- 
weise genommen, gemein haben, 
iiegen; 11 . s. w. 

48) Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben sind, 
welche Curve wird dann von der- 
jenigen Geraden g, deren drei har- 
monische Pole in Bezug auf die 
Kegelschnitte in irgend einer anderen 
Geraden g^ Iiegen, beriilirt? mid 
welches ist der Ort des Diirch- 
schnittspunctes (ggj? 


49) Wie steht es mit den vorstehenden Satzeii (47) und Auf- 
gaben (48) in den besonderen Fallen, wo statt jedes gegebenen Kegel- 
schnittes zwei Gerade (links) oder zwei Puncte (rechts) angenommen 
werden ? 


50) Haben irgend vier gegebene 
Flachen zweiten Grades einen (re- 
ellen oder imaginaren) Kegelsclmitt 
K gemein, so ist der Ort desjenigen 
Punctes dessen vier harmonische 
Ebenen in Bezug auf dieselben sich 
in irgend einem anderen Punct 
schiieiden, so wie der Ort des letz- 
teren Punctes, eine und dieselbe 
bestimmte fiinfte Flache desselben 
Grades, welche mit jenen vieren den 
namlichen Kegelschnitt K gemein 
hat; und ferner: die Gerade 
geht stets durch einen bestimmten 
festen Punct £), welcher der har- 
monische Pol der Ebene K in Be- 
zug auf die funfte Flache 1 st, und 
durch welchen die Ebenen der sechs 
Kegelschnitte gehen , welche die 
vier gegebenen Flachen , paar- 
weise genommen, gemein haben; 
u. s. w. 

Steiner’s Werke. 1. 


50) Haben irgend vier gegebene 
Flachen zweiten Grades einen ge- 
meinschaftlichen Beriihrungskegel 
so beriihrt jede solche Ebene s, 
deren vier harmonische Pole in 
Bezug auf jene Flachen in irgend 
einer anderen Ebene Sj liegeii, so 
wie auch diese letztere Ebene, stets 
eine und dieselbe bestimmte funfte 
Flache desselben Grades, welche 
mit jenen vieren den namlichen 
Beruln’ungskegel £ gemein hat; und 
ferner; die Gerade (esj liegt stets 
in einer bestimmten festen Ebene 
X, welche die harmonische Ebene 
des Punctes ^ in Bezug auf die 
funfte Flache ist, und in welcher 
die Mittelpuncte der sechs Beriih- 
rungskegel Iiegen , welche die 
vier gegebenen Flachen , paar- 
weise genommen, gemein haben; 
u, s. w. 
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51) Wenn Tier beliebige Flacben 51) Weiin vier beliebige Flachen 

zweiten Grades gegeben sind, wel- z-weiten Grades gegeben sind, wel- 
ches ist dann der Ort desjenigen che krumme Flache wird dann von 

Punctes dessen vier harmonische derjenigen Ebene s beriilirt, deren 
Ebenen in Bezng auf dieselben sich vier harmonische Pole in Bezug aul* 

in irgend einem anderen Pnnct dieselben in irgend einer anderen 

schneiden? und welches ist der Ort Ebene liegen? und welches ist 

der Geraden (P^Pi)?*) der Ort der, Durchschnittslinie 

(sej?*) 

52) Haben irgend zwei Kegel- ‘52) Haben irgend zwei Kegel- 

schnitte vier gemeinschaftliche schnitte vier gemeinschaftliche Tan- 

Puncte, und gehen von den acht genten, und liegen von den acht 

Tangenten, von welchen sie in den- Puncten, in welchen sie von den- 

selben beriihrt werden, drei durch selben beriihrt werden, drei in ii’- 

irgend einen Punct, so geht allemal gend einer Geraden, so liegt alle- 

noch eine vierte Tangente durch mal noch ein vierter Punct in der- 

denselben Punct, und es gehen als- selben Geraden, und es liegen als- 

dann auch die vier iibrigen Tan- dann auch die vier ubrigen Puncte 

genten durch irgend einen und den- in irgend einer und derselben Ge- 

selben Punct. raden. 

Solche Bezieliung, wie hier die zwei Kegelschnitte, hat bei den obigen 
Satzen (47) der vierte Kegelsclmitt zu jedem der drei gegebenen. 

53) Haben irgend zwei Flachen 53) Haben irgend zwei Flachen 

zweiten Grades zwei gemeinschaft- zweiten Grades zwei gemeinschaft- 
liche Kegelschnitte, und haben von liche Beruhrungskegel, und liegen 

den vier Kegelflachen, von welchen von den vier Kegelschnitten, in wel- 

sie in denselben beruhi't werden, chen sie von denselben beriihrt wer- 

zwei einen und denselben Mittel- den, zwei in einer und derselben 

punct, so haben auch die zwei Ebene, so liegen auch die zwei 

iihrigen Kegelflachen irgend einen ubrigen Kegelschnitte in irgend einer 

Punct zumgemeinschaftlichen Mittel- und derselben Ebene. 

punct. 

Solche Beziehuug, wie hier die zwei Flachen zweiten Grades, hat bei 
den obigen Satzen (50) die fiinfte Flache zu jeder der vier gegebenen. 

54) „Irgend 6 Puncte eines be- 54) „Irgend 6 Tangenten eines 

liebigen Kegelschnittes bestimmen heliebigen Kegelschnittes bestimmen 

60 eingeschriebene einfache Sechs- 60 umschriebene einfache Sechsseite 

*) Welche Eigenthumlichkeiten findeii bei diesen Aufgaben, sowie bei den Satzen 
(50) statt, wenn far jede angegebene Flache insbesondere eine KegeMache zweiten Gra- 
des Oder zwei Ebenen angenommen werden? 
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ecke (§ 19); in jeclem der letzteren (§ 19); in jedem der letzteren gelien 
liegen die drei Puncte, in welclien die drei Diagonalen, welclie die ge- 
die gegeniiber liegenden Seiten sick geniiber stehenden Ecken verbinden, 
sclineiden5ineinerGeradenG-(§42,I), durcb einen Punct ^ (§42,1), so 
so dass also 60 solcher Geraden G dass also 60 soldier Puncte ^ statt- 
stattfinden; von diesen 60 Geraden finden; von diesen 60 Puncten lie- 

gehen drei und drei dnrch irgend gen drei und drei in irgend einer 

einen Punct P, so dass 20 soldier Geraden ®, so dass 20 soldier Ge- 
Puncte P entstehen; und von diesen raden ® entstehen; und von diesen 

20 Puncten liegen 15nial 4 in einer 20 Geraden gehen 15 mal 4 durch 

Geraden g, so dass jeder in drei einen Punct so dass jede durdi 

soldien Geraden liegt.“ (WeldieBe- drei soldie Puncte gelit.“ (IVeldie 

zidiung baben diese 15 Geraden g Beziebung baben diese 15 Puncte p 
weiter zu einander? welter zu einander?) 

„Sind bei einem und demselben Kegelscbnitt die gegebenen secbs 
Puncte (links) zugleicb die Berubrungspuncte der gegebenen secbs Tan- 
genten (recbts), so sind: 

die 60 Geraden 6 die Harmoniscben der 60 Puncte $ (§ 44), 
die 20 Puncte P die barmoniscben Pole der 20 Geraden 
die 15 Geraden g die Harmoniscben der 15 Puncte p in Bezug auf 
den Kegelscbnitt. “*) 

55) Wenn bei dem vorbergeben- 55) Wenn bei dem vorbergeben- 

den Satze (54) die 6 Puncte insbe- den Satze (54) die 6 Tangenten 

sondere so angenommen werden, dass insbesondere so angenommen wer- 

sie , paarweise , in drei Geraden den, dass sie sicb, paarweise, in drei 

liegen, welcbe durcb irgend einen Puncten scbneiden, welcbe in'ii'gend 

und denselben Punct geben: welcbe einer und derselben Geraden liegen: 

besondere Lage baben alsdann die welcbe besondere Lage baben als- 

60 Geraden G, die 20 Puncte P, und dann die 60 Puncte die 20 Ge- 

die 15 Geraden g? raden ®, und die 15 Puncte p? 

56) Bestebt, in Betracbt der Satze (54), der gegebene Kegelscbnitt 
links aus zwei Geraden und recbts aus zwei Puncten, so bat man ferner 
insbesondere folgende Satze (§ 23, III): 

5 , Wenn in jeder von zwei Ge- „Wennin jedem von zwei Stralil- 

raden A, , die in einer Ebene biiscbeln 33, 33j , die in einer Ebene 

liegen, drei beliebige Puncte ange- liegen, drei beliebige Stralilen an- 

*) Bei der ersten Bekaroitiriachiing dieser Satze (Annales de MatMmatiques^ t. XYIII, 
Of. S. 224 dieser Aixsgabe) hatte sich in Betreff der Geraden g und der Puncte p eine 
Unrichtigkeit eingeschlichen. - Hulfsmittel, durch welcbe die Satze sich beweisen 
lassen, sind im gegenwartigen Theile enthalten (§ 42 und § 46). — Die Satze (56) habe 
ich ebendaselbst zuerst bekannt gemacht. 
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nommen werclen, so lassen sich. durch 
iliese, paarweise, 9 Gerade G legen, 
welclie sicli, paarweise, in ISPuncten 
P schneiden, wovon 6 mal 3 in einer 
Geraden g liegen, und von diesen 
6 Geraden g gehen 3 und 3 durcli 
einen Punct.“ 


genommeii werden, so schneiden sicli 
diese, paarweise, in 9 Puncten 5]3, 
durcli welclie sich, paarweise, 18 Ge- 
rade ® legen lassen, wovon 6 mal 3 
durcli einen Piinct p geheii, und von 
diesen 6 Puncten p liegen 3 und 3 
in einer Geraden. 


57) Wenn in Ansehung der obigen Satze (54): 


Von den angenommenen sechs 
Puncten fdnf fest bleiben, walirend 
der secbste den Kegelschnitt durch- 
liiuft: wie bewegen sich dann die 
60 Geraden G, wie die 20 Puncte P, 
imd wie die 15 Geraden g? 


Von den angenommenen sechs 
Tangenten fiinf fest bleiben, wah- 
rend die sechste sich um den Ke- 
gelschnitt herumbewegt: wie bewe- 
gen sich dann die 60 Puncte wie 
die 20 Geraden ®, und wie die 15 
Pimcte p? 


58) Die Satze (54) beziehen sich auf sechs gleichartige Elemente 
eines Kegelschnittes , welche eigentliiimlichen Satze finden bei sechs uii- 
gleichnamigen Elementen statt, d. h., wenn 5, 4, 3, 2, 1 Puncte und 
respective 1, 2, 3, 4, 5 Tangenten eines Kegelschnittes gegeben sind? 

59) Denkt man sich im Raume irgend zwei rechtwinklige Coordi- 
natensysteme urn einen und denselben Anfangspunct, so findet Folgen- 
des statt: 


Die 6 Coordinatenaxen liegen Die 6 Coordinatenebenen beruh- 

allemal in irgend einer Kegelflache ren allemal ii’gend eine Kegelflache 
zweiten Grades. zweiten Grades. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines umfassenderen Satzes. Auch 
kann er auf entsprechende Weise, wie der obige (54), weiter ausgedehnt 
werden (§ 33 und § 48). 

60) Wenn irgend 9 Puncte einer Flache zweiten Grades gegeben sind, 
beliebige andere Puncte derselben (durch Construction) zu findeii; oder; 
„ Welche Relation findet zwischen irgend 10 Puncten einer Flache zweiten 
Grades statt? 

Die zweite Frage ist bereits zweimal von der Brusseler Akademie 
als Preisaufgabe gegeben worden, aber beidemal, so viel ich weiss, ohne 
Erfolg. 

61) Wenn von der Durchschnittscurve zweier Flachen zweiten Grades 
irgend acht Puncte gegeben sind, beliebige andere Puncte derselben (durcli 
Construction) zu finden: 

62) Dui'ch acht beliebige gegebene Puncte im Raume eine Kegel- 
flache zweiten Grades zu legen. — Lasst im Allgemeinen vier Auf- 
losungen zu. 
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63) Welches ist der Ort der Mittelpmiete (Scheitel) aller Kegelfli^chen 
zweiten Grades, welche diircli irgend 6 oder 7 gegebene Pancte im 
Raume gehen? 

64) Wenii acht beliebige Gerade im Raume gegebeii siiid, eine Kegel- 
Hache zweiten Grades zu finden, welclie dieselben beriilirt. 

65) Welches ist der Ort der Mittolpiinctc (Scheitel) aller Kegelflacheii 
zweiten Grades, welche irgend 6 oder 7 gegebene Gerade im Raume 
beriihren? 

66) Welches ist der Ort aller Ebenen, welche irgend 6 oder 7 ge- 
gebene Gerade im Raume so schneiden, dass das diirch die Durchscliiiitts- 
puncte bestimmte vSechseck oder Siebeueck irgend einem Kegelsclinitt um- 
schrieben ist? 

67) Der Ort der Mittelpuncte aller Kegelflikjhen zweiten Grades, welche 
irgend einem gegebenen Sechseck im Raume (§ 55) eingesclirieben siiid (d. h. 
dessen Seiten beriihren), ist ein einfaclies Hyperboloid. 

Dieser Satz und die vorhergehenden Autgaben (60 bis 66) haben ihre 
zugeordneten; wie lauten sie? 

68) Welches ist der Ort des Mittelpunctes der geraden Kegelflaclie, 

a) welche durch irgend 4 oder 5 gegebene Puncte im Raume geht, oder 

b) welche ii'gend 4 oder 5 gegebene Gerade im Raume beriilirt? 

69) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises, a) welcher irgend 
4 Oder 5 gegebene Ebenen beriilirt, oder b) welcher irgend 4 oder 5 ge- 
gebeiie Gerade im Raume schneidet? 

70) Welche Eigenschaften hat eine Schaar ahnlicher Spharoide, welche 
durch irgend 4 oder 5 gegebene Puncte im Raume gehen; z. B. yon wel- 
cher krummen Flache werden sie unihiillt (vergl. 39), welches ist der Oi’t 
ihrer Mittelpuncte oder ihrer Breimpuncte? u. s. w. 

71) Welches ist der Ort der Mittelpuncte aller einfachen Hyperbo- 
loide, welche dm’ch die Seiten eines gegebenen Vierseits im Raume (§ 55) 
gehen? 

72) „Eine Kugel zu finden, welche hgend vier gegebene Gerade im 
Raume beriihrt.^^ 

73) Eine Flache zweiten Grades zu finden, welche kgend 9 gegebene 
Gerade im Raume beriihit. (Wi^ viele Auflosungen sind moglich?) 

74) Die Axen (d. i. die di*ei zu einander rechtwinkligen conjugii’teu 

Durchmesser) eines gegebenen schiefen KegeLs zweiten Grades zu finden. 

* * 

75) Werden zwei beliebige Ebenen s, mittelst irgend eines Strahl- 
biiscbels 35 aufeinander projicirt, so dass jedem Punct der einea ein be- 
stimmter Punct in der andern entspricht, und werden sofort die Ebenen 
in beliebige andere (scliiefe) Lage gebracht, so entstelit die Frage, welchem 
Gesetz sodann die Projectionsstrahlen, d. b. die Geraden, welche die ent- 
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sprechendeE Puncte verbinden, unterworfen seien, oder welche krumme 
Flache von ibnen beriihrt werde? — Diese Aufgabe, nebst dei ihr zuge- 
ordneten, werden durcb die Betrachtnngen des zweiten Abschnittes geldst 
werden. 

76) Wenn man Polyeder nur in Hinsicht der Art oder Gattung ibrer 
Grenzfiaclien von einander unterscheidet, d. h., je nacbdem diese Dreiecke, 
Vierecke, Piinfecke, n. s. w. sind, so giebt es bekanntlich nur einen vier- 
flacliigen, zwei funfflMiige, und sieben sechsflachige Kdrper* * ). „Wie 
viel verscMedene 7, 8, 9, ... n flachige Korper sind in dieser Hinsicht 
moglich ?“"***) 

77) Wenn irgend ein convexes Polyeder gegeben ist, lasst sich dann 
immer (oder in welchen Fallen nur) irgend ein anderes, welches mit ihm 
in Hinsicht der Art und der Zusammensetzuiig der Grenzflacheii iiberein- 
stimmt (oder von gleicher Gattung ist), in oder um eine Kugelflache, oder 
in oder um irgend eine andere Flache zweiten Grades besclireiben (d. li. 
dass seine Ecken alle in dieser Flache liegen, oder seine Grenzflachen alle 
diese Flache beriihren)? 

78) „FaIlt man aus den Ecken eines beliebigen viereckigen Korpers 
(dreiseit. Pyramide) Lothe auf die gegeniiber liegenden Grenzflachen, so 
liegen alle vier Lothe im Allgemeinen in einem Hyperboloid, und zwar 
gehoren sie zu einer und derselben Schaar Strahlen desselben, so dass es 
also unzahlige Gerade giebt, wovon jede alle vier Lothe schneidet (§ 51). 
Wemi insbesondere zwei der vier Lothe sich schneiden, so sclineiden sich 
auch die zwei uhrigen; nnd wenn insbesondere drei Lothe sich schneiden, 
so schneiden sich nothwendigerweise alle vier in einem und demselben 
Punct." 

In den besonderen Fallen geht offenbar das Hyperboloid in einen Grenz- 
fall (in zwei Ebenen, und in einen Kegel) uber. Bei der ersten Bekannt- 
machung dieses Satzes (Journal f. Mat hem. Bd. 11. S. habe ich 

die besonderen Falle umichtig angegeben. 

Es findet ein dem vorstehenden zugeordneter Satz statt; wie heisst er? 

79) „Haben hgend zwei vierflachige Korper (dreiseitige Pyramiden) 
solche Lage, dass die vier Lothe, welche aus den Ecken des einen in be- 
stimmter Ordnung auf die Grenzflachen des anderen gefallt werden, in 
irgend einem Punct znsammentreffen, so gehen allemal auch diejenigen 
vier Lothe, welche man in entsprechender Ordnung ans den Ecken des 
zweiten auf die Grenzflachen des ersten fallt, durch irgend einen und den- 
selben Punct. Oder: 

*) Sielie System der Geometrie von Schweins. 

Diese Aufgabe babe ich schon an einem anderen Orte {Annales de Math€m, 
tom. XIX. p. 36. Cf. S. 227 dieser Ausg.) gegeben, aber es ist nocb keine Losung erfolgt. 

Cf. S. 128 dieser Ausgabe, Lehrsatz 10. 
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a) man axis einem beliebigen Pnixct E auf ,die Grenzflachen 
ABC, ABD, ACD, BCD irgend eines gegebenen Tetraeders ABCD Lothe 
Ed, Ec, Eb, Ea, nimmt in diesen Lothen \der beliebige Puncte d, c, b, a 
als Ecken eines zweiten Tetraeders deb a an, imd fallt auf dessen Grenz- 
flacben deb, dca, dba, eba aus den Ecken A, B, C, D des ersteren 
Lothe Ae, Be, Ce, De, so treffen diese einander allemal in irgend einem 
Puncte e/*^ Und ferner: 

b) „Nimmt man in den vier ersteren Lothen ahnlicherweise vier 
andere Puncte d^, c^, bj, a^ als Ecken eines diitten Tetraeders an, so 
wird diesem in gleicher Beziehung ein Punct entsprechen; und alsdann 
liegen die vier Durchschnittslinien a, p, 7 , 0 der vier einander ent- 
sprechenden Grenzflachenpaare des zweiten und dritten Tetraeders (d. i. 
die Durchschnittslinien der Ebenenpaare deb und d^Cjb^, dca und 
djCjEj, dba und d^bja^, eba und Cjb^aj), allemal in irgend einer Ebene 
(apyS); und 

c) diese Ebene (ap^o) steht allemal auf derjenigen Geraden ee^, 
welche durch jene zwei genannten Puncte e, geht, senkrecht/‘ 

Diesen Satz, nebst den zwei analogen Satzen in der Ebene und auf 
der Kugelflache, bei welchen namlich, statt wie hier Tetraeder, ahnlicher- 
weise Dreiecke in Betracht kommen’®'), habe ich schon an einem anderen 
Orte zu beweisen vorgelegt (Journal f. Mathem. Bd. 11. S. 287)**). AUe 
drei Satze sind ubrigens besondere Falie von etwas allgemeineren Satzen, 
wie man zu seiner Zeit sehen wird. Auch haben alle drei Satze ihre zu- 
geordneten Satze; wie lauten diese? 

80) a) „Sind in einer Ebene irgend zwei einander nicht schneidende 
Kreise M^, Mg gegebenen, woven man sich den einen zunachst innerhalb 
des anderen liegend denken mag, und man beschreibt in dem zwischen 
beiden Kreisen Kegenden Raume eine Reihe Eheise mj , mg , m 3 , m^ . . . 
so, dass jeder jene zwei und den ihm unmittelbar vorangehenden beriihrt, 
so flndet einer von folgenden zwei Ffflen statt: entweder a) die Reihe 
verlangert sich ins Unendliche und ist tncommensm'abel, oder b) sie kehrt 
in sich selbst zuriick und ist commensurabel, d. h. nachdem sie in jenem 
Zwischenraum irgend eine Anzahl u Umlaufe zuriickgelegt hat, gelangt man 
zu einem n^®“ Kreise mn, welcher den ersten m^ beriihrt, diesen also zu 
seinem Nachfolgenden hat, so dass hier die Reihe sich schliesst.^^ 

P) „Von diesen zwei Fallen findet immer der namliche und zwar 
auf einerlei Weise statt, man mag den ersten Kreis m^ annehmen, wo 
man will, so dass also das Vorhandensein des einen oder anderen Falles 
lediglich von der Grosse und Lage der zwei festen Kreise Mj, Mg ab- 
hangt.“ 

*) Auch findet eiu analoger Satz im Strahlbuschel statt. 

**) Of. S. 157 dieser Ausgabe, Lehrsatz 1 — 3. 
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7) ^Bezeichnet man die Radien der Kreise M^, M3 durch Rj, Rg und 
den Abstand ilirer Mittelpnncte A^on einander durcli A, so hat man fiir 
den Fall, wo die genannte Kreisreihe auf die angegebene Art commen- 
surabel ist, folgende einfaclie Bedingungsgleichung: 

(R, q=E,)--*:p4R, R, taag^ ^ ® 

woraus jede der funf Grossen R, , A) ® gefunden wird, wenn die 

vier iibrigen gegeben sind. Liegen die Kreise Mj, in einander, so hat 
man die oberen, und liegen sie ausser einander die unteren Vorzeichen 
zu nehmen.^ 

81) „Bei Kreisen auf der KugeMache (so wie auch bei geraden Ke- ' 
gein im Strahlbiischel) finden analoge Umstande statt, wie im vorstelien- 
den Satze bei Kreisen in der Ebene, und zwar hat man die Bedingungs- 
gleichung: 

cos (R^=pR2)± 2 sin RjSinRo tang‘d = cosA.‘^ 

82) „Es seien irgend zwei Kugeln, wo von, zum leichteren 

Verstandniss, die eine M3 innerhalb der anderen gedacht werden soli, und 

ferner sei M, eine beliebige solche Kugel, welche im Zwischenraum zwischen 
jenen zwei Kugelflachen liegt und sie beruhrt/‘ 

5, Wil'd eine Reihe Kugeln mj, ni2, m3, ... so beschrieben, dass jede 
die drei Kugeln Mj, M.,, Mg beruhrt und dass sie einander der Ordnung 
nacli bertihren, so ist sie entweder commensurabel, oder nicht, d. h. ent- 
weder a) gelangt man, nachdem die Reihe u Umlaufe um die Kugel M^ 
gemacht hat, zu einer Kugel mn, welche wiederum die erste m^ 

beruhrt, oder b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe unendlich fort- 

gesetzt wird.“ 

„Auf diese zwei Umstande hat weder der Ort, wo die Kugel Mg an- 
genommen, noch die Lage, die der ersten Kugel m^ der Reihe angewiesen 
wird, Einlluss, d. h. es fiudet immer derselbe Fall auf dieselbe Weise 
statt, es mogen die Kugeln M^, mj unter den vorgenannten Bedingungen 
angenominen werden, wo man will, so dass also bloss die Grdsse und 
Lage der festen zwei Kugeln Mj, Mg fiber das Vorhandensein des einen 
Oder anderen Falles entscheidet." 

„Siud Rj, Rg die Radien der Kugeln Mj, Mg, und ist A der Ab- 
stand ihrer Mittelpuncte von einander, so hat man ffir den commensurabeln 
Fall (a): 

(R,±R3)=riil6R,R,sm=-^T: = Al 

Die unteren ZeicRen gelten fur den Fall, wo die festen Kugeln Mj, 
ausser einander liegen. 
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83) 5 ,Nacli Angabe des letzten Satzes (82) beruhren die drei Kugela 
M^, Mg, Mg einander der Reihe nacli, und jede von ihnen berdhrt die 
Reihe Kugein m^, m.,, nig, . . .. Es schliessen sich daran folgende weitere 
Eigenschaften.“ 

a) jjDie drei Kugein M^, Mg, Mg sind Glieder einer zweiten Kugel- 
reilie M^, Mg, Mg, M^, . . . woven jede alle Kugein jener ersten Reihe und 
zugleich die ilir unmittelbar vorhergehencle beriihrt.^ 

b) „Die Mittelpuncte jeder Kugelreilie, fiir sich genommen, liegen in 
einem Kegelschnitte ; die Ebenen der zwei Kegelschnitte sind zu einander 
senkrecht, und die Hauptscheitel eines jeden sind zu’gleich die Brenn- 
puncte des anderen, so dass'also entweder cc) beide Kegelschnitte (gleiche) 
Parabeln, oder p) der eine Ellipse und der aiidere Hyperbel ist/*^ 

c) „Beide Kugelreihen hangen so von einander ab, dass sie zu- 
gleich commensurabel, und zugleich incommensurabel sind; 

d) und zwar findet fiir den commensui’abeln Fall das folgende merk- 
wiirdige Gesetz statt, dass allemal 

_ L 

11 N ■“ 2 

ist, wobei namlich U die Zahl der XJmlaufe und N die Zahl der Glieder 
der zweiten Kugelreilie bezeichnet (82).“ 

Die Satze 80, 81 und 82 babe ich schon in den Annales de Mathem. 
tom. XVin*) und den Satz 83 im Journal fiir Matheinatik Bd. II, 
S. 192**) zum Beweisen vorgelegt. Im namlichen Bande des Journals babe 
ich (S. 290, Lehrs. 59, 60 und 61) ***) einige besondere Fffle des Satzes 82, 
so wie (S. 96) f ) eine Aufgabe, welche den Satz 80 zum Ziele hatte, auf- 
gestellt. In Folge dieser besonderen Falle und dieser Aufgabe hat Clause?!- 
im 6. und 7. Bande des Journals die Satze 80 und 81 anal^disch be- 
wiesen, ohne dass er von jenen Satzen in den Annalen Kenntniss ge- 
habt zu haben scheint; auch sind seine Ausdriicke der Form nach von 
den meinigen verschieden. Ein Theil des -Satzes 80, namlich (P), ist schon 
im ersten Bande (S. 256) des genannten Journals f f ) von mir bewiesen. Bei 
spateren Entwickelungen wird sich Gelegenheit darbieten, alle vier Satze 
so elemental' als moglich zu beweisen. — Es entstehen verschiedene in- 
teressante Falle, wenn man statt der einen festen Kugel (in 82 und 83)‘ 
eine Ebene, oder statt des einen festen Ej:eises (in 80 oder 81) eine Gerade 
oder einen Hauptkreis annimmt. 

Cf. S. 225 dieser Ausgabe. 

Cf. S. 135 dieser Ausgabe, Lebrsatz ILv 
Cf. S. 160 dieser Ausgabe, Lebrsatz 6 — 8. 
f) Cf. S. 127 dieser Ausgabe, Lebrsatz 4. 
ft) Cf. S. 43 dieser Ausgabe. 
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84) Wenn beira letzten Satze (83) die Kugelreilien commensurabel 
sind, so findet in jecler far je zwei Kugeln, die als fest angenommen 
werden, imd zwisclien denen nacli der Reibe nur eine andere Kugel 
liegt, wie z. B. fiir Mj, in der zweiten Reilie, die obige Bedingungs- 
gleiclning (82) statt. Es kann gefragt werden: ob auch fiir Kugeln, zwischen 
denen zwei, oder irgend eine Anzahl x, Kugeln liegen, in gleichem Sinne 
eine Bedingimgsgleicbung stattfinde? und welcbe es sei? 


A n m e r k u n g. 

85) Viele von den vorstebenden Aufgaben und Satzen lassen sicb 
mittelst der obigen Correlations-Systeme (§ 69), so wie aucb zufolge der 
Anmerkungen (§ 33, § 34 und § 48) auf verscbiedene Weise umwandeln. 
Welcbe sind es? und wie lauten die neuen Aufgaben und Satze? 


Ende des ersten Theiles. 
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Dies Werk ist im J. 1833 (zu Berlin bei Ferdinand Diimmler) erschienen. 



Einleitende Uebersicht. 


§ 1 . 

Die G-eometrie im engeren Sinne bedarf zu ihiren Constructionen zweier 
Instrumente, des Zirkels und des Lineals. Ein italieniscber Matbematiker, 
Mascheroni^ hat auf eine scharfsinnige Weise gezeigt*), dass alle geome- 
trischen Aufgaben mittelst des Zirkels allein gelost werden konnen. An- 
dererseits haben in der neuesten Zeit einige franzosische Mathematiker auf 
zahlreiche Aufgaben aufmerksam gemacht, deren Losung nur die Hiilfe 
des Lineals, oder das Ziehen gerader Linien zwischen gegebenen Puncten, 
erfordert. Ja es haben Einige sogar schon die Yermuthung ausgesprochen, 
dass mittelst des Lineals alle Constructionen ausfiihrbar seien, sobald in 
der Ebene irgend ein fester Hiilfskreis gegeben ist. Die vorliegende kleine 
Schrift hat zum Zweck, diese Yermuthung zu bestatigen. Und zwar wird 
dieser Zweck leichter erreicht, als ich anfangs glaubte und als es, nach 
dem Umfange des Gegenstandes, den Anschein hatte. Denn, wirft man 
einen strengen Blick auf die gesammten Constructionen, wie sie in der 
gewohnlichen Geometric, beim freien Gebrauch des Zirkels und Lineals 
vorkommen, so sieht man, dass sie, die Falle ausgenommen, wo das 
Lineal allein geniigt, im Grunde nur auf den folgenden zwei Hauptcon- 
structionen; 

a) „die Durchschnitte einer Geraden und eines Kreises^^ und 

b) „die Durchschnitte zweier Kreise zu finden“, 

beruhen, so zusammengesetzt sie iibrigens auch sein mogen. Fur die ge- 
genwartigen beschrankteren Hiilfsmittel zeigte es sich, dass ■ von diesen 
zwei Aufgaben die erste allein als Hauptaufgabe sich geltend macht, dass 
also die Losungen aller Aufgaben auf der einzigen Hauptaufgabe: 

A) „die Durchschnitte* einer Geraden und eines Kreises zu 
finden^^, 

beruhen, indem auch die vorstehende andere Aufgabe (b) auf diese zu- 
ruckgefuhrt werden muss und kann. Der Umstand aber, dass die Durch- 

*) Masdi&ronV^ „GebraTich des Zirkels" aus dem Italienischen ta’s Franzosische 
iibersetzt yon Carette und in’s Deutsche von Grilson, Berlin 1825. 



464 


Einleiteude Uebersicht. 


§ 2 . 


schnitte einer Geradea und des ‘gegebenen Hiilfskreises unmittelbar gegeben 
sind, bewirkt^ class man zunachst die folgenden, haalig vorkommendeii 
und ilireni Wesen nach die meisten Elementaraufgaben umfassenden Hillfs- 
aufgaben: 

c) , 5 parallele Gerade zu ziehen^^; 

d) „der Grosse nach gegebene Gerade beliebig zu verviel- 
fachen oder in beliebig yiele gleicbe Theile zu theilen^^; 

e) „zu einancier rechtwinklige Gerade zu ziehen^^; 

f) „diirch einen gegebenen Punct eine Gerade zu zieben, 
die init einer gegebenen Geraden einen Wink, el ein- 
schliesst, Avelcher einem der Grosse und Lage nacli ge- 
gebenen Winkel gleicb ist^^; 

g) „einen gegebenen Winkel zu halften, oder beliebig oft zu 
vervielfachen*^^ ; 

li) „an einen gegebenen Punct nacb beliebiger Richtung 
eine Gerade anzulegen, welcbe einer der Grosse und Lage 
nach gegebenen Geraden gleicli ist“, 
leicht losen kann. Die Art und Weise, wie diese Aufgaben gelost werden, 
weicbt natilrlfcherweise von der in dor Geometrie iiblicben ganz und gar 
ab, und zwar dergestalt, dass Mer einige von diesen Aufgaben dazu dienen, 
die obigen zwei Hauptaufgaben (a), (b), oder vielmehr die einzige Haupt- 
aufgabe (A) unter alien Umstanden zu losen, also auch die Durchsclinitte 
einer Geraden und eines nur der Lage und Gi'osse nach gegebenen Kreises 
(cL h. nur der Mittelpimot imd der Radius sind gegeben, der Kreis selbst 
nicht gezeichnet) zu finden, statt dass dort jene mittelst dieser gelost 
werden, 

Ob es mil’ gelungen sei, den voi'gesteckten Zweck auf die einfachste 
Weise zu erreichen, vermag ich nicht zu entscheiden, auch bin ich nicht 
einmal iiberzeugt, ob selbst bei dem von mir eingeschlagenen Weg iiberall 
die bequeinsten Constriictionen angewendet worden sind oder nicht. Wenn 
indessen der Gegenstand einiges Interesse erregen sollte, so wird bei dem 
eifrigen Betriebe der Geometrie in imserer Zeit das Fehlende bald von 
Anderen erganzt werden, und ich diirfte dann wohl auf einige Nachsicht 
rechnen. 

Sind die Mascheroni'^Ghm Constructionen fiir die Mechaniker und be- 
sonders zur Anfertigung astronomischer Instrumente . von grossem Vortheil, 
wie er behauptet, so durften dagegen die gegenwartigen far die Ingenieuxs 
und Eeldmesser von nicht geringerem Nutzen sein, wordber ich jedoch von 
diesen letzteren selbst das sachverstandige Urtheil erwarten will. 

§ 2 . 

Die Satze und Eigenschaften der Figuren, auf welchen die Losungen 
der vorgenannten Aufgaben (§ 1) beruhen, sind unter anderen theils im 
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ersten Theil der ,, Systematisclien Entwickelung der Abhangigkeit 
geometrisclier Gestalten von einander^*) und tkeils in der Abhand- 
lung „Einige geometrische Betrachtungen^^ (Journal fiir Matliematik, 
Bd. I, S. 161) **) enthalten, so dass also mit Beziebung auf dieselben die 
vorgelegten Aufgaben auf einem Raume von wenig Seiten eiiedigt werden 
konnten. Allein da das gegenwartige Werkcben leicbt in Vieler Hande 
kommen kann, welche jene Scbriften nicht besitzen, so Melt icli es fiir 
zweckmassig, jene Satze und Eigenschaften Mer kurz zu wiederholen, wo- 
bei icb micb benaiihte, sie so elementar als moglicb darzustellen. Diesem 
gemass besteht die gegenwartige Arbeit aus drei Kapiteln, die folgenden 
Inbalts sind: 

Erstes Kapitel. Einige Eigenschaften geradliniger Figuren in Riick- 
sicht auf Transversalen, harmonische Strahlen und Puncte; Constructionen 
mittelst des Lineals allein unter bestimniten Voraussetzungen, d. h. wenn 
entweder parallele oder in gegebeneno. Verhaltniss getheilte Gerade gegeben 
sind, so lassen sich and ere der Grosse und Lage nach gegebene Gerade 
beliebig vervielfachen und theilen, und andere Parallele ziehen (sowie 
auch rechte Winkel halften und beliebige gegebene Winkel vervielfachen). 

Zweites Kapitel. Vom Kreise. 1. Harmonische Eigenschaften des 
Ejreises. 11. Von den Aehnlichkeitspuncten (oder Projectionspimcten) 
zweier und mehrerer -Kreise. HI. Von der Potenz bei Kreisen; A. Ort 
der gleichen Potenzen; B. gemeinschaftliche Potenz in Beziehung auf die 
Aehnlichkeitspuncte. 

Drittes Kapitel. Losung aller geometrischen Aufgaben mittelst des 
Lineals, wenn irgend ein fester Hiilfskreis gegeben ist; enthaltend die obigen 
acht Aufgaben (§ 1, a bis h). Schlussbemerkung. 

Ausserdem werden in einem Anhange noch einige wesentliche Auf- 
gaben liber Kegelschnitte aufgestellt, welche als zweckmassige Beispiele 
der Anwendung der gegenwartigen Methode dienen sollen. 


Erstes Kapitel. 

Einige Eigenschaften geradliniger Figuren xmd darauf gegrundete Constructionen 
mittelst des Lineals allein. 

L Harmonische Strahlen und Puncte, Transversalen. 

I. Es sei ABC (Fig. 1) ein beliebiges Dreieck; aus der Spitze B 
gehe der StraH b durcb die Mitte b und der Strahl d parallel der Grund- 

*) Of. S. 229 dieser Ausgabe- 
**) Cf. S. 17 dieser Ansgabe. 

Steiner’s Werke. I. 


30 
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I.Kapitel. Eigenschaften geradlioiger Figuren. 


§ 6 . 


lirde AG, Zieht man dnrcii die Mtte B der Grundlinie irgend eine Gerade, 
Oder Transversale ab, so wird diese von den zwei Seiten c nnd von 
den StraMen 6, cl in den vier Puncten a, B, c, b so geschnittenj dass 

^]&:5b = ab : ab (weil AaJ.b co Aa5b), 

Cb:jSb = cb:cb (veil A cCb co AcSb), 

folglich, weil 

Jib = Ch 

ist, wil'd 

ab : ab = cb : cb, 

Oder 

a'b lie — ah: cb, 

das beisst: die Strecke ab wird so in drei Abschnitte getheilt, dass sich 
der erste ab zum zweiten be, wie die Ganze ab zum dritten cb verlialt. 

Vermoge dieser Eigenschaft werden die vier Puncte a, b, c, b „vier 
harmonisclie Puncte genannt, nnd zwar heissen a und c, sowie bund 
b „zugeordnete harmonische Puncte^^ Ebenso werden die vier 
Strahlen hj e, d „vier barmonisclie Strablen^ und sowoW a und 
Cj als b und d „zugeordnete barmonisebe Strablen^^ genannt. 

n. Werden die Strahlen a, by o, d als fest und unbegrenzt ange- 
nommen, so tbeilen sie niebt alleiu'jede Transversals, welcbe durcb den 
Punct b gebt, barmoniseb, sondern es wird offenbar jede beliebige Trans- 
versale von ihnen in vier barmoniseben Puncten gesebnitteu; denn in wel- 
cbem Puncte eine solcbe Transversals aucb dem Strable b begegnen mag, 
so kann man immer durcb denselben eine Gerade sicb denken, die der 
AC parallel ist, und sodann den vorstebenden Beweis anwenden. 1st ins- 
besondere die Transversale mit einem der vier barmoniseben Strablen 
ay by Cy parullel, wie zum Beispiel AC mit d, so liegt der Punct b, in 
welcbem sie den dem Parallelstrabl d zugeordneten barmoniseben Strabl 
b sebneidet, in der Mitte zwiseben den zwei Puncten a und c, in welcben 
sie von den zwei ubrigen Strablen a und c gesebnitton wird; und umge- 
kebrt; findet das Letztere statt, so ist die Transversale mit jenem Strable 
parallel. 

Werden andererseits die vier barmoniseben Puncte a, b, c, b als fest 
angenommen, so foigt ahniicberweise, dass jede vier Strablen by c, 
welcbe von irgend einem beliebigen Puncte B aus durcb dieselben geben, 
vier barmonisebe Strablen sind. 

in. Es ist leiebt zu seben, dass, wenn drei Strablen (die durcb einen 
Punct geben) gegeben sind, woven zwei als zugeordnet angenommen wer- 
den, alsdann nur ein einziger bestimmter Strabl mbglicb ist, welcber zu 
dem dritten Strable zugeordneter barmoniseber Strabl ist. Denn sind z. B. 
die drei Strablen a, c, d gegeben, und soUen etwa a und c zugeordnet 
sein, so denke man sicb irgend eine Gerade AC parallel dem dritten 
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Strakle dy so muss der vierte dem d zugeordnete StraH h dxircli die Mitte 
6 der Greradeu AC gehen, und ist also genau bestinimt. Oder durcli ir- 
gend einen Punct des dritten Strahls, wie etwa durcli den Punct b des 
StraMs hy wenn die drei StraMen ay by c als gegeben und a und c als 
zugeordnet angenommen werden, denke man sicb eine Gerade AC zwischen 
a und G so gezogen, dass sie durcli jenen Punkt b gehalftet wird, so wird 
alsdann derjenige Strahl dy welclier der Geraden AC parallel ist, der 
einzig mogliclie, dem b zugeordnete, yierte barmonische Strahl sein. Aehn- 
liches gilt von vier harmonischen Puncten a, b, c, b. 

IV. Wenn insbesondere das Dreieck ABC gleichschenklig ist, nam- 
lich BA = BCy so wird der Strahl by da er durch die Mtte b der Grund- 
linie AC geht, auf dieser, so wie auf dem Strahle dy senkrecht stehen 
xmd mit den Strahlen a und c gleiche Winkel einschliessen, so dass 
Winkel (oB) = (be ) ; und daher muss auch d mit a und c gleiche Winkel 
(ad) = (dc) bilden. I)as heisst: 

„Wenn von vier harmonischen Strahlen ay by Cy d einer, etwa 
by mit zwei zugeordneten a und c gleiche Winkel bildet, so 
findet dasselbe auch bei seinem zugeordneten Strahle d statt, 
und beide Strahlen b und d stehen auf einander rechtwinklig; 
und umgekehrt: wenn bei vier harmonischen Strahlen zwei zu- 
geordnete b und d auf einander rechtwinklig sind, so halften sie 
die von den zwei iibrigen Strahlen a, <? eingeschlossenen Winkel.“ 

§4. 

Irgend vier Gerade a, c, a^y (Fig. 2) in einer Ebene, die einander 
im Allgemeinen paarweise in seeks Puncten Ay Cy Fy Gy Hy I schneiden, 
heissen „ vollstandiges Vierseit". Ein solches Vierseit hat, wie man 
sieht, drei Diagonalen ACy GFy Hly die sich in den drei Puncten By Dy E 
schneiden. Es lasst sich leicht zeigen, dass diese drei Diagonalen ein- 
ander harmonisch schneiden, namlich wie folgt: 

Denkt man sich zu den drei Strahlen a, c, d den vierten, dem d zu- 
geordneten, harmonischen Strahl by und ebenso zu den drei Strahlen a^y 
c^y d^ den vierten, dem d^ zugeordneten, harmonischen Strahl b^^y so muss 
jeder der zwei Strahlen by die Diagonale ACD in demjenigen Puncte 
B schneiden, welcher ztj. den gegebenen drei Puncten Ay Cy D der vierte, 
dem D zugeordnete, harmonische Punct ist (§ 3); ebenso miissen beide 
Strahlen by \ die Diagonale EIE in demjenigen Puncte B schneiden, 
welcher zu den drei Puncten Hy ly E der vierte, dem E zugeordnete, 
harmonische Punct ist; da aber h und b^ nur einen einzigen Punct B ge- 
mein haben konnen, so muss folglich derselbe zugleich der Durchschnitts- 
punct der Diagonalen ACy HI seia, woraus denn heivorgeht, dass diese 
Diagonalen harmonisch geschnitten werden. Aehnlicherweise kann gezeigt 

SO’" 



468 I- Kapitel. Eigenschaffcen geradliniger Eiguren. § 5. 

■werden, dass die dritte Diagonale GF yon den zwei anderen in den Puncten 
Dj F harmonisch getheilt wild. Also: 

jjBei jedem vollstandigen Vierseit wird jede der dreiDiago- 
nalen von den zwei nbrigen harmonisch geschnitten, d, h. die 
PunctOj in welchen eine der drei Diagonalen von den zwei nbri- 
gen geschnitten wird, sind zu den Eckpuncten, welche sie ver- 
bindet, zugeordnete harmonische Puncte, znm Beispiel 
Cy JD sind harmonisch und B, D sind zugeordnete harmonische 
Puncte/^ 

§5. 

Von den zalilreichen Folgerungen und Anwendnngen, die sich aus 
dem letzten Satze (§ 4) ziehen lassen^ soUen hier nur einige und zwar 
zunachst folgende herausgehoben werden: 

1. „Zu irgend drei gegebenen Puncten in einer Geraden 
einen vierten harmonischen Punct mittelst des Lineals allein 
zu finden.^ 

a) Sind etwa die drei Puncte Gy Dy F (Fig. 2) gegeben, und es soil 
der dem D zugeordnete vierte harmonische Punct E gefunden werden, 
so ziehe man nach einem . beliebigen Punct A die Geraden AGy ADy AFy 
nehme in einen beliebigen Punct Cy ziehe die Geraden GCIy 
FCJSy wodurch man die zwei Durchschnitte I und E erhalt, und ziehe 
endlich die Gerade Ely so wird diese den verlangten Punct E angeben. 
Oder; 

b) Sind Gy Fy E gegeben, und es soli der dem E zugeordnete vierte 
harmonische Punct D gefunden werden, so ziehe man nach einem will- 
kiirlichen Punct A die Geraden FAy GAy schneide sie durch eine be- 
liebige, durch E gehende Gerade EIE m den Puncten /, jS, ziehe sofort 
die Geraden Gly FEy die sich in C kreuzen, imd ziehe endlich die Ge- 
rade ACy so wird diese durch den gesuchten Punct D gehen. 

n. „Zu irgend drei gegebenen Strahlen, die durch einen 
•Punct gehen, einen vierten harmonischen Strahl mittelst des 
Lineals zu finden." 

Sind etwa die drei Strahlen a, c, d (Fig. 2) gegeben, und soil der 
dem d zugeordnete vierte harmonische Strahl h gefunden werden, so ziehe 
man durch einen beliebigen Punct G des Strahls d irgend zwei Gerade 
GAy Gly welche die Strahlen a, c m Ay I, Cy H schneiden, ziehe sodann 
die Geraden ACy Ely die sich in B kreuzen, so wird FB der gesuchte 
Strahl sein. 

Auf dieselbe Weise wird, wenn die Strahlen a, by c gegeben sind, 
der dem b zugeordnete vierte harmonische Strahl d gefunden. 

ni. „Wenn ein rechter Winkel und ein anderer beliebiger 
Winkel einerlei Scheitelpunct und einen gemeinschaftlichen 



§ 5 . 


Harmonische Elemeate md Traasversalen. 


469 


Schenkel haben, so soil der letzte Winkel mittelst des Lineals 
verdoppelt werden/^ 

Angenommen, es sei (hd) (Fig. 1) der rechte und (he) der andere 
Winkel j so suche man zu den drei StraMen c, d einen vierten, dem c 
zugeordneten, harmoniseben StraM a (II) , so wird alsdann zufolge (§ 3, 
IV) Winkel (ah) = (he) und mithin Winkel (ac) der verlangte doppelte 
Winkel sein. 

IV. „Wenn von drei Strahlen, die durcb einen Punct geben, 
der eine mit den zwei anderen gleiche Winkel bildet, so soli 
mittelst des Lineals ein vierter Strabl gefunden vrerden, wel- 
cher ebenfalls mit den zwei letzteren gleicbe Winkel ein- 
scbliesst und mithin zu jenem ersten recbtwinklig ist. “ 

Die Losxmg dieser Aufgabe grundet sicb ebenfaUs auf (II) und (§ 3, 
rV), wie die vorige. 

V. „Werden irgend zwei Grerade a, c (Fig. 2) von beliebigen 

Geraden die durcb irgend einen Punct Gr gehen, 

geschnitten, und man verbindet die Durcbscbnittspuncte von je 
zwei der letzteren kreuzweise durcb ein Paar Gerade, wie etwa 
AC und El, AL und EM, so liegen alle Puncte, wie B, K, in 
welcben sicb diese Geradenpaare kreuzen, in einer bestimmten 
Geraden b, welcbe durcb den Durcbscbnittspunct F der zwei 
erstgenannten Geraden a, c gebt und welcbe zu diesen und zu 
der Geraden FC oder d die vierte, der letzteren zugeordnete, 
harmonische Gerade ist.“ 

Die Ricbtigkeit dieses Satzes folgt, wie man leiebt seben wird, aus 
(n) Oder (§ 4). 

VL „Durcb einen gegebenen Punct mittelst des Lineals 
eine Gerade zu zieben, welcbe mit zwei gegebenen Geraden 
nacb einem und demselben Puncte geriebtet ist, wenn namlicb 
dieser Punct vorbandener Hindernisse wegen .unzuganglicb ist.“ 

Es sei etwa B (Fig. 2) der gegebene Punct und AM, EL die gege- 
benen Geraden, welcbe aber niebt bis zu dem Puncte F, nacb welcbem 
sie geriebtet sind, sollen verlangert werden konnen. Man ziebe die Ge- 
raden AB, EB, welcbe die gegebenen Geraden m C, I sebneiden, und 
ziebe ferner die Geraden AS, IC, die sicb in kreuzen; durcb diesen 
Punct Gr lege man eine beliebige Gerade GrM (die niebt durcb B zu geben 
braucht), welcbe die gegebenen m M, L sebneidet, und ziebe sofort AL, 
EM, die sicb in K kreuzen , so wird die Gerade EJB der Aufgabe ge- 
nugen. Das Verfabren bleibt sicb gleicb, der Punct B mag zu den ge- 
gebenen Geraden AM, EL eine Lage haben, welcbe man will, wie z. B. 
die Lage von (?; ebenso konnen diese Geraden gegen einander eine Lage 
haben, welcbe man will, z. B. parallel sein. 
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Die Richtigkeit dieser Anflosimg beruht, wie man bemerken wird, auf 
dem vorliergelienden Satze (V). (Tergl. Abbang. geom. Gestalten. 
ThlL S. 77,)") 

n. Constrnctionen mittelst des Lineals unter gewissen 
Toraussetznngen. 

A. Wean Parallele, oder rational getheilte Strecken gegeben sind. 

§ 6 . 

In Ansehung der obigen Aufgabe (§ 5, I) findet ein wichtiger beson- 
. derer Fall statt, der naher betrachtet werden muss. 

Tritt namlich der besondere Fall ein, dass bei den drei gegebenen 
Pimcten Dj F der Punct D gerade in der Mitte zwischen den Puncten 
G xmd F liegt, so wird der vierte, ihm zugeordnete, harmonische Punct 
E sicb in’s TJnendliche entfernen, d. b. so muss die Gerade -H7, durch 
welcbe er gefunden wird, mit der gegebenen Geraden GDF parallel sein. 
Und umgekebrt: Schneidet man zwei Seiten AG^, AF ernes beliebigen 
Dreiecks GAF durcb irgend eine, der Grnndlinie GF parallele Gerade HI 
(Fig. 3), verbindet die Durcbscbnittspuncte Ey I mit den gegenilber liegen- 
den Ecken an der Grnndlinie durch Gerade FH, (?/, welcbe sicb im 
Puncte C kreuzen, und zieht durch diesen und durch die Spitze A des 
Dreiecks die Gerade ACDy so geht diese allemal durch die Mitte D der 
Grundlinie. 

Hierauf griinden sich die Auflosungen folgender Aufgaben: 

1. „Wenn in einer Geraden drei Puncte Gy Dy F (Fig. 3) ge- 
geben sind, wovon der eine, Dy in der Mitte zwischen den zwei 
ubrigen liegt, so soli (mittelst des Lineals allein) durch irgend 
einen beliebigen Punct i7.mit jener Geraden eine Parallele ge- 
zogen werden." 

Man ziehe die Geraden GHy FH, nehme in GE einen ^willkurlichen 
Punct A und ziehe ADy AF^ durch den Durchschnitt C der Geraden FE 
und AD ziehe man aus G die Gerade GCIy welcbe AF in I schneidet, 
so ist endlich El die geforderte Parallele. 

IL „Wenn irgend zwei parallele Gerade GFy HI (Pig. 3) ge- 
geben sind, so soil irgend eine gegebene Strecke in der einen 
Oder anderen, etwa die Strecke GFy gehalftet werden." 

Man ziehe aus einem willkiirlichen Puncte A nach den Endpuncten 
Gy F der gegebenen Strecke Gerade AGy AFy welche die andere Parallele 
in Hy I schneiden (im Falle der Punct A zwischen. den Parallelen lage, 
wie Cy Oder jenseits GFy musste man die Geraden AGy AF verlangern, 


') Of. S. 291 dieser Ausgabe. 
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bis sie HI schaitten); diese Durchschnittspuncte verbinde man mit jencn 
Endpuncten durch Grerade HF, IG-, die sich. in irgend einem Puncte C 
schneiden; durch diesen und durch jenen angenommenen Punct A lege 
man endlich die Gerade ACD, so wird diese durch die Mitte D der ge- 
gebeneri Strecke GF gehen. 

TTT . „Wenn irgend zwei parallele Gerade gegeben sind, so 
soil durch irgend einen gegebenen Punct eine dritte Parallele 
gezogen werden.“ 

Man halite nach (H) irgend eine beKebige Strecke in einer der zwei 
gegebenen Geraden, so ist alsdann die Aufgabe auf (I) zuruckgefiihrt. 

IT. „Wenn zvei parallele Gerade und in der einen irgend 
eine begrenzte Strecke gegeben sind, so soil man: 

a) in der namlichen Geraden eine andere Strecke, welche 
ein beliebiges Vielfaches, etwa das wfache von jener 
Strecke ist, von irgend einem gegebenen Puncte an, ab- 
stecken; oder 

b) die gegebene Strecke in irgend eine gegebene Anzahl 
gleicher Theile theilen, oder in zwei Theile tlieilen, die 
sich zu einander verhalten, wie zwei gegebene Zahlen; 
oder endlich 

c) eine andere Strecke linden (in der namlichen Geraden), 
die zu der gegebenen ein gegebenes rationales Verhalt- 
niss hat. “ 

Es seien BF, hf (Fig. 4) die gegebenen ParaUelen und etwa BC die 
gegebene Strecke. Man ziehe durch einen beliebigen Punct A eine dritte 
Parallele AG (HI) , und nach den Endpuncten der Strecke die Geraden 
AB, AC, welche die zweite Parallele ia b, o schneiden; sofort ziehe man 
die Gerade Cb, die der dritten ParaUelen in G begegnet und ziehe GcB, 
so wird, wie leicht zu sehen, BC^BC find folglich BB doppelt so 
gross, als die gegebene Strecke BC sein. Zieht man nun weiter die Ge- 
rade AB und sodann GdF, da n n lemer AE und darauf GeF u. s. w., so 
werden offenbar die Strecken BC, CB, BE, EF, ... gleich gross sein, so 
dass man aul diese Weise jedes beliebige Viehache der Strecke BC er- 
halt, wie zum Beispiel BF ihr Tierlaches ist. 

(a) SoU nun ein solches Vielfaches von irgend einem gegebenen 
Puncte X an abgeschnitten werden, so ziehe man die Gerade 'ZJ (oder 
Xf), verlangere sie, wenn es nothig ist, bis sie die AG in 7 schneidet, 
und ziehe YfZ, so wird XZ die verlangte wfache (hier vierfache) 
Strecke sein. 

(b) Soli die gegebene Strecke BC in n gleiche Theile getheilt wer- 
den, so ziehe man, wenn bf das wfache von be ist, die Geraden Cb, Bf, 
die 'sich in I kreuzen, und ziehe sofort ol-(, dib, eh, ..., so werden die 
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StrecLen O/, 7 S, 3s, ... einander gleicli, und zwar jede der Theil von 
der gegebenen Strecke BC sein. 

Soil die gegebene Strecke BC in zwei Abscbnitte getbeilt werden, 
die sich verbalten wie zwei gegebene ZaHen so muss hf das {jpA-q)- 
facbe von ho sein, und alsdann zahlt man von h m p Strecken he, cd, ... 
ab, ziebt vom Endpuncte der letzten, z. B. von die Gerade dlo^ so 
werden sicb die Abscbnitte C\ Bo verbalten wie p : q. 

(c) Soli endlicb eine Strecke gefunden werden, die sich za der ge- 
gebenen verbalt wie qip^ so ziehe man, wenn etwa fd^ dh sich ebenfalls 
wie q : p verbalten, die Geraden Bb, Cd, und aus dem Punct, in welcbem 
diese sicb kreuzen, ziebe man eine Gerade durcb /, so wird diese der 
Geraden BC in bgend einem Puncte, der W beissen mag, begegnen, und 
es ist sodann CW die verlangte Strecke, d, b. es wird sicb BC:CW=p:q 
verbalten. 

Anmerkung. Soil von der gegebenen Strecke BC bloss ein be- 
stimmter einfacber Tbeil abgeschnitten werden, d. h. ein Stuck abge- 
schnitten werden, Celebes sicb zur ganzen verbalt, wie lin^ wo ^ eine 
ganze Zabl ist, so kann man aucb wie folgt verfabren; 

Aus einem willkiirlicben Puncte A (Fig. 5) ziehe man nacb den End- 
puncten der Strecke die Geraden AB^ ACy welcbe mit der anderen Pa- 
rallelen die Durcbschnitte h^c bilden; sodann ziebe man die Geraden 
Cby die sicb in d sebneiden, und ziebe AdD^ so ist CD die Halfte 

der gegebenen Strecke BC. 

Wird nun ferner .die Gerade cD, die der Geraden Cb in e begegnet, 
und sofort AeE gezogen, so ist CE—^BC. Derm vermdge des voU- 
standigen Vierseits Aeed (dessen drei Diagonalen Ae, cd, CD sind) sind 
die vier Puncte By D, E, C harmoniseb (§ 4), so dass man bat 
CEiED = CBiDBy 

woraus folgt, da 

DB==^CD^^CBy 

dass 

CE = ^CB. 

Auf ahnlicbe Weise folgt, dass, wenn man weiter die Gerade cE ziebt, 
die Cb in / sebneidet, und sodann AfFy dass dann sei; und 

dass durcb dasselbe Verfabren man zu CG — ^CB gelangt, u, s. w. f. 

Dieses sinnreicbe Verfabren scheint von einem franzosiseben Artillerie- 
Capitain, Brianchony zuerst angewendet w.orden zu sein {Application de 
la Theorie des TransversaleSy Baris 1818, p. 37). Derselbe bebandelt 
aucb mehrere der vorhergebenden Aufgaben und zeigt besonders, welcbe 
vortheilbafte Anwendungen auf dem Felde, im Kriege u. s. w. sich von 
solchen Aufgaben macben lassen, wesbalb icb Militairs und Feldmesser 
auf seiae Arbeit verweise. 
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§ 7 . _ _ . 

„Weiin in einer Geraden zwei neben einander liegeiide 
Strecken BD, DC (Fig. 6) gegeben sind, die irgend ein gegebenes 
rationales Verlialtniss zu einander haben, so soil man (mittelst 
des Lineals allein) durcli irgend einen beliebigen Punct mit der 
gegebenen Geraden eine Parallele zielien. “ 

Da diese Anfgabe wobJ melir tbeoretisclies Interesse afe praktischen 
Nutzen haben mag, so will icli hier die Moglichkeit ihrer Losung nnr 
kurz andeuten und das Auffmden der leichtesten nnd beqnemsten Auf- 


losnng Anderen uberlassen. 

Die Anfgabe ist als gelost zu betrachten, sobald man in der gege- 
benen Geraden irgend drei Puncte gefunden hat, wovon der eine gleich 
weit von, den zwei hbrigen entfernt ist (§ 6, I). 

Das gegebene rationale Verlialtniss der gegebenen Strecken DC 
lasst sicli immer, in welcher Form es auch gegeben sein mag, dnrch zwei 
ganze Zahlen b ausdriicken, welche unter sich Primzahlen sind. An- 
genommen es sei a'y^h. Man construire zu den drei gegebenen Puncten 
Z>; C den vierten, dem D zugeordneten, harmonischen Punct E (§ 5, 
I), so hat man 

BD : CD = BE: CE, 

Oder, wenn man statt der Linien die ihnen entsprechenden Zahlen setzt 
und CE duroh die Zahl ^ ausdriickt, 


und folglich 


(X : h = (<6 -4~ b —j— X 


X 


b(a + h) 
a — h 


Wird BC==^a4-h . 


x:y^ 


V ffesetzt, so hat man 
^(^±0 : a + 6 


Oder 

(1) aiy — — 

das heisst: „Aus den gegebenen Strecken BD, CD, die sich Ter- 
halten wie die Zahlen a, h, lassen sich zwei neue Strecken BC, 
CD Oder y, x finden, die sich werhalten, wie die Differenz der 
gegebenen Zahlen a — h zu der kleineren Zahl d.“ Daher wird 
man durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens endlich zu zwei 
Strecken gelangen, die einander gleich sind , d. h. man wird drei Puncte 
haben, wovon der eine in der Mitte zwischen den zwei iibrigen liegt, und 
wodurch sodann die vorgelegte Aufgabe auf tdie obige (§ 6, I) zuriickge- 
bracht ist. Denn ist z. B. die Differenz a — b grosser als b, so wird man 
durch erne neue Construction zwei Strecken erhalten, die sich verhalten 
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wie h : {a — 25); und so kann man fortfakren, bis man zu zwei Strecken 
gelangt, die sick verkalten wie h : (a — ^^ 5 ), wo der Rest a — nh kleiner 
als h imd etwa = ist. Sodann findet man welter zwei Strecken, die 
sick verkalten wie c : 5 — u. s. w. f., was notkwendigerweise znletzt, da 
. . . ganze Zaklen sind, die der Reike nack immer kleiner werden, 
zu zwei Strecken filkren muss, die sick verkalten wie 1 : 1. 

Wird jDE oder — z gesetzt, so kat man, wenn statt x der 
obige Wertk gesetzt wird, 


a:z — a:h 


5(a-f-5) 


oder 

( 2 ) aiz~ a, — h :2h, 

das keisst: durck die namlicke Construction gelangt man zu zwei Strecken 
BD, DE, welcke sick vedialten, wie die Differenz der gegebenen Zaklen 
a~h m der doppelten kleineren Zakl 25, wodurck man in gewissen 
Fallen sick etwas sckneller dem verlangten Verkaltniss 1;1 nahern kann. 

Ist zum Beispiel 

(a) a == 2 und 5 = 1, 

so ist a? =3 und mithin G in der Mitte zwischen B und E\ und wenn 
(p) a = 3 und 5 = 1, 

so ist A’ = 2 und mitkin D in der Mitte zwiscken B und E, Jeder dieser 
zwei Falle erfordert also nur cine einzige Hulfsconstruction. 


B. Wenn zwei Paar Parallele, oder zwei rational getheilte Strecken, 
Oder Parallele und rational getheilte Strecken zugleich gegeben sind. 

§ 8 . 

1. „Wenn in einer Ebene irgend zwei Paar parallele Ge- 
rade, also irgend ein Parallelogramm gegeben ist, so soil man 
(mittelst des Lineals allein) 

a) nack alien Ricktungen parallele Gerade ziehen, d. k. mit 
irgend einer gegebenen Geraden durck irgend einen ge- 
gebenen Punct cine Parallele zieken, und 

5) jede beliebige gegebene Strecke nack irgend einem ge- 
gebenen Verkaltniss vervielfacken oder, theilen." 

Es seien AB und BCj AD und BC (Fig. 7) die gegebenen Parallelen 
und mitkin ABCD das gegebene Parallelogramm, dessen Diagonalen Jl C, 
BD sick in E sckneiden. Durck den Punct E lege man mit einem der 
zwei Paar Parallelen, etwa mit AD^ BC, eine dritte Parallele EF, so 
befindet sick diese offenbar in der Mitte zwiscken jenen zweien, d. k. sie 
ist von beiden gleich weit entfernt, so dass also diese drei Parallelen jede 
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andere Gerade (die nicht mit ihnen paraEel ist) in drei solclien Puncten 
schneiden, woven der eine in der Mitte zwischen den zwei iibrigen liegt, 
Ist nun eine Gerade, etwa GrE^ gegeben, so wird dieselbe von den 
drei Parallelen in den di'ei Puncten H gesclmitten, wovon der eine, 
Fy in der Mitte zwischen den zwei iibrigen, G und liegt, und wodurch 
also derPorderung (a): „diircli jeden willkurlichen Punct mit der Geraden 
GK eine Parallele zu zielien^^, zufolge § 6, 1, geniigt werden kann. 

Oder, anstatt die dritte Parallele EF zu ziehen, kann man aucb, wie 
folgt, verfahren: Durch die Puncte 1, in welcben die gegebene Gerade GK 
die Parallelen AB, DC schneidet, ziebe man die Geraden JjE7, KE^ 
welche diesen Parallelen in M begegnen, so wird die Gerade LM 
offenbar der IK parallel sein, und sodann kann durch jeden beliebigen 
Punct, zufolge § 6, III, mit IK eine Parallele gezogen werden. 

Die zweite Forderung (b) wird durch HiUfe der ersten und nach An- 
leitung von § 6, 11 erledigt. 

n. jjWenn in einer Ebene entweder: 

a) drei Parallele, welche irgend eine vierte Gerade in ge- 
gebenem rationalen Verhaltniss schneiden; oder 
F) in zwei Parallelen irgend zwei Strecken, welche ein ge- 
gebenes rationales Verhaltniss zu einander haben; oder 

c) irgend zwei Parallele und irgend eine in gegebenem ra- 
tionalen Verhaltniss getheilte Strecke; oder endlich 

d) zwei beliebige, nicht parallele Strecken, wovon jede in 
irgend einem gegebenen rationalen Verhaltniss ge- 
theilt ist, 

gegeben sind, so soli man: 

a) nach jeder beliebigen Richtung Parallele ziehen, und 
p) Jede beliebige gegebene Strecke nach jedem beliebigen 
rationalen Verhaltniss theilen oder vervielfachen." 

Fall a. Schneiden etwa die drei Parallelen AB^ CD^ EF (?ig, 8) 
eine vierte Gerade so, dass sich ihre Abschnitte CE verhalten 
wie ^ wo g relative Primzahlen sind, so vervielfache man in der 
einen Parallelen, etwa m AB^ eine wiUkurliche Strecke, und nehme AG 
gleich dem ^fachen und GB gleich dem gfachen dieser Strecke (§ 6, IV, a\ 
ziehe sofort die Geraden GC^ BE, so werden diese parallel sein (weil 
AC: CE=AG: GB=^p:q), und dadurch ist also die vorgelegte Auf- 
gabe auf die vorige (I) zuriickgefiihrt. 

Um ein anderes Paar Parallele zu erhalten, konnte man auch, zufolge 
§ 7, mit der in rationalein Verhaltniss getheilten Geraden AE irgend eine 
Parallele ziehen, was aber weitlauftiger sein wiirde, als das erste Verfahren. 

pall A Es seien AB, CD (Fig. 8) die gegebenen Parallelen und 
etwa AB, ES die gegebenen Strecken, welche sich verhalten wie zwei 
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gegebene Zablen q. Man ziebe durcb die Endpnncte der Strecken die 
Geraden AC, BE, die sick in irgend einem Puncte E scbneiden (man 
konnte ebenso die Geraden AH^ BC zieben), so wird man, vermoge der 
almlicben Dreiecke AEBy CEH^ z. B. baben 

AE:CE=AB:CH=p:q; 

mitbin ist auch das Verbaltniss der Strecken AC: CE gegeben, namlich 
— (^p — q):q^ so dass also dadurcb der gegenwartige Fall auf den vorigen 
{a) gebracbt ist. (Es ist dabei nicbt notbig, die dritte Parallele EF zu 
zieben, was leicbt zu seben ist.) 

Fall c. Sind etwa A, B (Fig. 9) die gegebenen Parallelen und CE 
die gegebene Strecke, welcbe in i) so getbeilt ist, dass die Abscbnitte 
CDj BE sich verbalten wie zwei gegebene Zablen p; q, Man ziebe durcb 
die Puncte C, By E drei Gerade, welcbe den Geraden Ay B parallel sind 
(§ 6, ni), so bat man alsdann den ersten Fall (a), 

Oder, man ziebe durcb irgend einen bebebigen Punct eine Parallele 
mit CE (§ 7), so bat man die Aufgabe auf die obige (I) gebracbt. 

Fall d. Sind etwa AC, DF (Fig. 10) die gegebenen Strecken, 
welcbe durcb die Puncte By E m gegebenem Verbaltniss getbeilt sind, so 
dass AB:BC—p:q und BE:EF—r:Sy wo p, g, Ty s gegebene Zablen 
sind, so ziebe man durcb irgend einen Punct eine Parallele mit AC und 
durcb (denselben oder) irgend einen anderen Punct eine Parallele mit BF 
(§ 7), so bat man die Aufgabe auf die obige (I) zuruckgeffibrt. Oder man 
ziebe durcb zwei Puncte der einen Geraden, etwa durcb Fy Ey mit der 
anderen Geraden AC Parallele (§ 7), so bat man die Aufgabe auf den 
Fall (a) gebracbt, und die Construction wird in den meisten Fallen im 
Ganzen etwas kiirzer sein als die vorige. 


C. Wenn ein Quadrat gegeben ist. 

§9. 

Ausser den Aufgaben, welcbe vorhin durcb Hiilfe eines beliebigen 
Parallelogramms sicb Ibsen liessen (§ 8, 1), kbnnen in dem besonderen 
Falle, wo das Parallelogramm ein Quadrat ist, unter anderen nocb folgende 
Aufgaben gelbst werden. 

„Wenn in einer Ebene irgend ein Quadrat gegeben ist, so 
soil man: 

a) auf irgend eine gegebene Gerade, aus irgend einem ge- 
gebenen Punct einen Perpendikel fallen; 

b) irgend einen gegebenen rechten Winkel balften; 

<?) irgend einen gegebenen Winkel beliebig oft verviel- 
facben.^ 
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Es sei ABCD (Fig. 11 ) das gegebene Quadrat, und E der Durch- 
schnittspimct seiner Diagonalen AC^ BD^ also sein Mttelpunct. 

Zieht man durcb den Mittelpunct eine beliebige Gerade GF, so ist 
es leicht, diejenige Gerade IK zu finden, welcbe im Mttelpunct E auf 
ilir senkrecht steht. Namlich man zieht aus F die Gerade FH parallel 
der Seite BC Oder AD (§ 6 , III), und sodann aus dem Punct H, in wel- 
chem sie die Seite AB trifffc, die Gerade HI parallel der Diagonale AEC 
(§ 6 , 1), so wird die Gerade lEK zu FEG senkrecht sein. Denn zufolge 
dieser Construction ist, wie leicht zu sehen, FC=HB — BI, und ferner 
ist BE=CE und Winkel EBI=^ECFy folglich die Dreiecke EBI un^ 
ECF einander congruent, daher Winkel BEI= CEF^ und folglich Winkel 
BEC = IEF = einem Rechten. 

Da aus der Congruenz der Dreiecke BEI und CEF ferner folgt, dass 
EI=EFy mithin das Dreieck lEF ein gleichschenkliges, so dass also 
die Gerade EL^ welche dessen Winkel an der Spitze E halftet, auf der 
Grundlinie IF senkrecht steht, so lasst sich dieser Winkel leicht halften. 
Denn zu diesem Endzweck ziehe man EN parallel IF und GK^ und 
ziehe nach der eben gezeigten Weise MEL rechtwinklig auf ENj so 
wird EL den rechten Winkel lEF halften. 

Wird nun verlangt, es soil auf eine beliebige gegebene Gerade gf\ 
aus irgend einem gegebenen Puncte i ein Perpendikel geffllt werden (a), 
so zieht man durch den Mittelpunct E die Gerade FG parallel fg^ er- 
richtet EE I rechtwinkKg auf FEG und zieht durch den gegebenen Punct ^ 
die Gerade ie parallel lEK (§ 6 , 1); so hat man offenbar die Forderung 
erfullt. Es ist klar, dass das Verfahren sich gleich bleibt, wenn aus dem 
Puncte e in der gegebenen Geraden/ 9 ^ auf dieser ein Perpendikel errichtet 
werden soil. 

Wird ferner verlangt, man soil irgend einen gegebenen rechten Winkel 
fei halften (5), so zieht man EF parallel ef und El parallel ei, halftet 
sofort den Winkel FEI mittelst der Geraden EL und zieht endlich durch 
den Punct e, mit EL parallel, die Gerade el^ so wird diese oiBfenbar der 
Forderung geniigen. 

Der Fall (c) endlich lasst sich mittelst des FaUes (d) und einer 
fruheren Aufgabe (§ 5, HI) leicht erledigen. Denn errichtet man aus dem 
Scheitel des gegebenen Winkels auf einen semer Schenkel, welche h 
heissen mogen, etwa auf 5, einen Perpendikel (wie soeben gezeigt worden 
(a)), so kann sofort dieser Winkel, nach Anweisung von § 5, III, ver- 
doppelt werden, d. h. man hat zwei Winkel (a 6 ), (&c), die einander gleich 
sind und den Schenkel h gemein haben, so dass der Winkel (ac) das 
Zweifache des gegebenen Winkels (<z 6 ) ist. Errichtet man nun weiter auf 
dieselbe Weise auf den Schenkel c einen Perpendikel und verdoppelt die 
an diesem Schenkel liegenden beiden Winkel (<?J), (ca), so erhalt man 



478 Kapitel. Ueber Eigenschaften des Kreises. § 10. 

zwei EteuG SdiGnkGl und ^gs ist d^s DroifocliG und (jxi) das 

Vierfache des gegebenen Winkels (a 6). Auf gleicbe Weise gelangt man 
aim mittelst eines Perpendikels auf den letzten Schenkel e zum 5-, 6-, 7- 
und Sfaclien des gegebenen Winkels, und sodann durcb einen neuen Per- 
pendikel zum 9- bis 16fachen u. s. w. f., namlich durch den Perpen- 
dikel gelangt man zum bis 2"’^^facben. 


Zweites Kapitel, 

Ueber einige Eigenschaften. des Kreises. 


L Von harmoniscben Eigenschaften*^). 

§ 10 . 

I. Sind a, 5, c, b (Fig. 12) irgeud vier harmonische Puncte, so sind 
jede vier Strahlen Cy hy Cy dy -welche von irgend einem Puncte B aus durch 
dieselben gehen, ebenfalls harmonisch (§ 3). Werden die vier Puncte als 
fest angenommen, und sollen von den Strahlen zwei zugeordnete, etwa a 
und Cy zu einander rechtwinklig sein, mithin die von den zwei librigen 
eingeschlossenen IVinkel halften, so dass Wink el (ab)~(ad) und (cb)—(cd) 
(§ 3, IV), so ist offenbar der Ort des Punctes B ein Kreis My welcher die 
Strecke ac zum Dorchmesser hat. 

Die Strahlen by d begegnen dem genannten Kreise M zum zweiten 
Male in e, f. Da Winkel (hG) — {dc)y so ist auch Bogen ec==fc. Daher 
folgt (wenn man die gleichen Sehnen ec, fc’zieht), dass Winkel y — ^ 
und Winkel ebc — fbc; und hieraus folgt weiter, dass der zu den drei 
Strahlen be, be, bf gehorige, dem be zugeordnete, vierte harmonische Strahl 
bq zu be senkrecht ist und mit den beiden ubrigen Strahlen be (oder b^B), 
bf gleiche Winkel bildet, namlich Winkel a = p, und dass ebenso der 
zu den drei Strahlen be, be, bf gehorige, dem be zugeordnete, . vierte har- 
monische Strahl bj: zu dem Strahle be senkrecht ist, . und mit den zwei 
ubrigen be, bf gleiche Winkel bOdet. Vermoge dieser harmonischen 
Strahlen folgt endlich weiter, dass b, f, B und ebenso By b, e, j: vier 
harmonische Puncte sind. 


*) Obschon diese Eigenschaften zu dem Hanptzwecke dieser Schrift (drittes Kapitel) 
wenig dienlich sind, so werden sie dennoch hier kurz entwickelt, und zwar deshalb, weil 
sie an und fur sich interessant sind, in den Lehrbuehem aber nooh fast ganzlich fehlen, 
und weil sie sich hier aus den vorhergehenden Betrachtungen leicht und elementar ab- 
leiten lassen. 
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Da bei dieser Betracbtung die vier Puncte a, B, c, b, sowie der Ki'eis 
My als fest vorausgesetzt sind, so sind aucli die Geraden bq imd bj:, wo- 
von die erste den Kreis in :p, q schneidet, fest, dagegen andern die Strali- 
len hy dy'b^^ht ihre Lage mit dem Puncte B zugleich, namlicb sie dreben 
sicb um die festen Puncte B, b, wabrend B den Kreis durcblauft. Da 
ferner die veranderlichen Winkel a und p stets einander gleicb* sind, so 
miissen B und f sich gleicbzeitig dem festen Puncte q nabern, so dass 
sie sicb zuletzt zugleicb mit ibm vereinigen, und dass folglicb die Gerade 
bq, in welcbe in diesem Falle der Strabl d ilbergebt, Tangente des Kreises 
ist, (Das Letztere folgt aucb daraus, dass, wenn man sicb den Punct B 
nacb dem festen Puncte q gelangt vorstellt, und sicb sodann die Strablen 
qa, qB, qc, qb denkt, diese barmoniscb sind;, und ausserdem qa und qc 
zu einander recbtwinldig, mitbin Winkel cqB = cqb — cpB, und folglicb 
bq Tangente ist.) Ebenso folgt, dass b|) Tangente des Kreises ist. 

Aus diesen Betracbtungen folgt unter anderen der nacbstebende Satz : 

„Ziebt man durcb irgend einen festen Punct, b oder b, be- 
liebige Gerade, wie etwa -BBej: oder bf^5^ welcbe einen festen 
Kreis M scbneiden, so ist der Ort desjenigeb Punctes, j oder ij, 
welcber zu den zwei Durcbscbnittspuncten, B und e, oder f und 
By und zu jenem festen Puncte, B oder b, der yierte, dem letz- 
teren zugeordnete, barmoniscbe Punct ist, eine bestimmte 
Gerade, j:b oder 15 B, welcbe auf demjenigen Durcbmesser des 
Kreises senkrecbt stebt, der durcb den festen Punct geht, abcb, 
und welcbe ausserbalb des Kreises liegt (j:b) oder ibn schneidet 
(^B), je nacbdem der feste Punct innerbalb (B) oder ausserbalb 
(b) desselben sicb befindet.“ „Im letzteren Falle, wo der feste 
Punct b ausserbalb des Kreises liegt, schneidet die genannte 
zugeborige Orts-Gerade 1 )B den Kreis in denjenigen Puncten p, 
q, in welcben er yon den durcb den festen Punct b gebenden 
Tangenten bp, bq beruhrt wird.“ 

Vermbge dieser gegenSeitigen Beziebung des jedesmabgen festen Punctes, 
B oder b, und der zugeborigen Orts-Geraden, ;cb oder pB, beisst jener der 
„barmoniscbe Pol“ der letzteren, und diese beisst die „Harmoniscbe“ 
jenes Punctes in Bezug auf den festen Kreis. 

IL Ziebt man aus dem festen Puncte b irgend zwei Secanten durcb 
den Kreis My etwa bg und bt, so bestimmen die yier Durchscbnittspuncte 
e, g, % i yier Gerade l^el, tgl, eft, gf]^, oder ein yoUstandiges Vierseit, 
dessen Diagonalen einander barmoniscb scbneiden (§ 4), so dass also die 
zwei Diagonalen eg und l§i yon der dritten fl in denjenigen Puncten tt 
und m gescbnitten werden, welcbe zu den drei Puncten b, e, g und b, 1^, 
t die yierten, dem b zugeordneten, barmonischen Puncte sind; da aber, 
zufolge des yorstebenden Satzes (I), die namlicben Geraden beg, bl^t von 
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der Geraden pBq in denselben barmonischen Puncten n, m geschnitten 
werden, so muss folglich die Diagonale !l mit der Geraden |)Cf zusammen- 
fallen, d. h. die Puncte J,- I mussen in der Harmoniscien ^ g des Punctes 
& liegen. ' Ebenso folgt, dass , wenn man durch den Punct b irgend zwei 
Secanten Bit, afic ziebt (woYon die letztere nicht Durcbmesser zu sein 
braucbt), ibre vier Durcbscbnittspuncte B, e, a, c mit dem Kreise ein 
ToUstandiges 7ierseit aeg, 5c§, aJ5r, ecr bestimmen, dessen dritte Dia- 
gonale r§ die zwei iibrigen Bt, ac in denjenigen Puncten ;k, b schneiden 
muss, welcbe zu den drei Puncten B, b, e und a, b, c die vierten, dem 
b zugeordneten, barmoniscben Puncte sind, dass folglicb die Diagonale r§ 
mit der Harmoniscben pb des Punctes b zusammenfallt. Also: 

, Ziebt man aus irgend einem festen Puncte, b oder b, zwei 
belie\ige Secanten, bg, bt oder Bt, ac, durcb einen festen Kreis 
M, so bestimmen ibre vier Durcbscbnittspuncte, e, g, t oder 
b’ e, a, c, ein (einfacbes) Viereck, (welobes jene Secanten zu 
oLgonalen bat, und) dessen gegeniiber stebende Seitenpaare, 
und ig, ei und gbi 

Harmoniscben, pg oder j:b, des jedesmaligen festen Punctes, b 
Oder b, scbneiden, namlicb in den Puncten I, f oder §, r.“ 

TTT. Zufolge dieses Satzes (II) muss also die Harmoniscbe des Punctes 
1, da be iiiid ig zwei durcb diesen Punct gebende Secanten sind, durch 
die Puncte b und f geben; sie gebt aber aucb, zufolge (I), zugleich durcb 
die Berubrungspuncte der aus dem Ptmct I an den Kreis gelegten Tan- 
genten. Daraus kann gescMossen werden, dass die Harmoniscbe jedes 
beliebigen Punctes I, der in der Geraden pg, aber jenseits des Kreises, 
also auf der einen oder anderen Seite iu deren Verlangerung liegt, durcb 
den barmoniscben Pol b dieser Geraden gebt, und dass umgekehrt der 
barmonisehe Pol jeder durcb den festen Punct b gehenden Secante in der 
Harmoniscben pg dieses Punctes, aber jenseits des Kreises, liegt; so dass 
also die in den Durcbschnittspuncten der Secante, etwa in b? i 
Secante bbi, an den Kreis gelegten Tangenten sicb in der genannten 
Harmoniscben schneiden. Es geben aber aucb die Harmoniscben aUer 
Puncte, welche innerbalb des Kreises in der Geraden pg, . also in der 
Strecke p g, liegen, durch den barmoniscben Pol b dieser Geraden. Denn 
denkt man sicb z. B. die H ar moniscbe des Punctes m, so muss dieselbe 
der Geraden tmb in demjenigen Puncte begegnen, welcber zu den drei 
Puncten i, m, b ™rte, dem m zugeordnete, harmoniscbe Punct ist 
(I), folglicb muss sie ihr in b begegnen. 

Ebenso folgt, dass die Harmoniscbe jedes Punctes in der festen Gera- 
den pb (welche den Kreis nicbt schneidet) durcb den barmoniscben Pol 6 
der letzteren gebt. Denn denkt man sicb etwa die Harmoniscbe des 
Punctes p, so muss sie der Geraden pe.5 in demjenigen Puncte begegnen. 
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welcher zu den drei Puncten jc, e, B der vierte, dem j. zugeordnete, har- 
monische Punct ist (T); da aber/zufolge der obigen Betrachtiing, der Punct 
B diese Eigenschaft besitzt, so muss sie folglicb durcb B gehen. Da der 
Punct y. ausserbalb des Kreises liegt, • so sind aus itm Tangenten an 
diesen moglicb, durch deren Beriitirungspuncte seine Harmonische gebt (T), 

Aus dieser Betrachtung fliessen unter anderen folgende Satze: 

1. „Liegt ein Punct in irgend einer Geraden (wie etwa I oder 
m in pq, oder y oder r in ?:b), so gebt seine Harmoniscbe durcb 
ibren barmoniscben Pol (b oder B).“ 

Oder mit anderen Worten ausfubrlicber: 

2. jjDie Harmoniscben aller Puncte, welcbe in irgend einer 
Geraden (pq oder ;i:b) liegen, scbneiden einander in einem be- 
stimmten Puncte (b oder B), namlicb im barmoniscben Pol jener 
Geraden;^^ und umgekebrt: 5 ,die barmoniscben Pole aller Geraden, 
welcbe durcb irgend einen festen Punct (b oder B) geben, liegen 
in der Harmoniscben (pq oder yx) des letzteren." 

3. „Lasst man in der Yorstellung zwei Tangenten eines 
festen Kreises if sicb so bewegen, dass ibr gegenseitiger Durcb- 
scbnittspunct (I oder y) langs irgend einer festen Geraden (pq 
•oder j:r) fortgleitet, so drebt sicb die Gerade, welcbe durcb ibre 
Beriibrungspuncte gebt, um irgend einen bestimmten festen 
Punct (b oder B).“ TJnd umgekebrt: „Drebt sicb eine Secante eines 
festen Kreises um irgend eine.n festen Punct (b oder B), so be- 
wegt sicb der Durcbscbnittspunc.t der Tangenten, durcb deren 
Beriibrungspuncte sie gebt, bangs irgend einer bestimmten Ge- 
raden (pq oder yx),^ 

IT, Die vorstebenden Betracbtungen geben ein bequemes Mittel an 
die Hand, um die folgenden Aufgaben durcb Hiilfe des Lineals allein 
zu losen: 

1. „Wenn in einer Ebene irgend ein Kreis M gegeben ist^ 
so soli man a) die Harmoniscbe irgend eines gegebenen Punctes, 
und p) den barmoniscben Pol irgend einer gegebenen Geraden 
finden/^ 

Es sei etwa b oder B (Fig. 12) der gegebene Punct Man ziebe durcb 
denselben zwei beliebige Secanten, etwa bg und bt oder Be und ac, yer- 
binde die vier Duxchscbnittspuncte, e, g, f), i oder B^ e, a, c, in welcben 
sie den Kreis M scbneiden, paarweise durcb zwei Paar Gerade, §e, xg 
und l§g, ie, oder Be, aeund aB, ec, so werden ibre Durcbscbnittspuncte, 
I und f oder ^ und r, in der yerlangten Geraden (a) liegen, wodurch diese 
sofort gefunden ist. 

Ist ferner etwa die Gerade pq oder yx gegeben (p), so suebe man 
auf die eben gezeigte Weise zu irgend zwei Puncten derselben, etwa zu 
Steiner’s Werke. I. 31 
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I und m Oder nnd die Harmonischen, ^so wird ihr Durclisclinittspunct, 
h Oder B, der verlangte Pol sein (HI). 

2. „An einen gegebenen Kreis M Tangenten zu ziehen, 
■welche durcb irgend einen gegebenen (ausserbalb des Kreises liegen- 
d»n) Punct b geben.^^ 

Man construire die Harmoniscbe pq des gegebenen Punctes b (1, a) 
nnd verbinde die Puncte q, in welchen sie den Kreis scbneidet, mit 
jenem Piincte durcb Gerade b^j bq, so sind diese die gesucbten Tangenten. 

Anmerknng. Andere Satze, welcbe aus der obigen Betracbtnng un- 
mittelbar folgen, und welcbe zum Tbeil die dem Kreise eingeschriebenen 
und mnscbriebenen Dreiecke, Vierecke u. s. w. betrefifen, werden bier als 
zu weit von dem gegenwartigen Zwecke abliegend iibergangen. Man findet 
dieselben, nebst den vorstebenden Satzen und Aufgaben, in der oben ge- 
nannten Scbrift (Systematiscbe Entwickelung etc.) auf umfassende, 
dem Gegenstande angemessene Weise fiir alle Kegelsclinitte zugleich be- 
wiesen. — Die vorstebenden Satze sind librigens die Grundlage der soge- 
nannten y^Theorie des polaires reciproquesJ^ 

n. Yom Aebnlicbkeitspunct. 

§ 11 - 

Ziebt man in einer Ebene durcb irgend einen Punct A (Fig. 13) nacb 
alien Ricbtungen Sti’ablen (Gerade) -4a, 4.C, . . . und beziebt mittelst 

dieser Stxablen alle Puncte der Ebene dergestalt auf einander, dass jedem 
Puncte a in einem solcben Strahl4.a ein anderer Punct im namlicben 
Strabl entspricht und zwar unter ’der Bedingung, dass die Abstande je 
zweier entsprecbenden Puncte von dem Puncte A^ z. B. .4a und Aa^^^ durcb- 
weg ein und dasselbe gegebene Verbaltniss baben, etwa so wird 

dadurcb ein solcbes Beziebungsfeystem bewirkt, in welchem die Ebene 
doppelt gesetzt ist, oder was man sich aucb so vorstellen kann, als lagen 
zwei Ebenen, die heissen mbgen, auf -einander, indem namlicb jeder 
Punct sowobl als der einen, wie der anderen Ebene angeborend angeseben 
werden kann; z. B. den Punct c(bi) kann man als der Ebene E angeborend 
betracbten, also als c, und dann entspricbt ibm der Punct , oder man 
kann ibn als der Ebene E^ angeborend anseben, das ist als und dann 
entspricht ibm der Punct b. 

Lasst man in Gedanken den Punct a sich so bewegen, dass er dem 
Puncte A naber riickt, so muss nothwendigerweise aucb der ibm ent- 
sprecbende Punct gleicbzeitig dem festen Puncte A sicb nabern, bis 
zuletzt beide zugleicb sicb mit A vereinigen. Demnacb kann man sagen, 
es seien in A zwei entsprechende Puncte vereinigt, und es ist 
klar, dass diese Eigenscbaft nur diesem Puncte allein zukommen kann 



§ 11 - 


Vom Aehnlichkeitspimct. 


483 


(ausgenommen bei dem besonderen Bezieliiingssystem, wo das genannte 
Verbaltniss n:n^==l ist, in welcbem Falle jeder Punct mit seinem ent- 
sprecbenden zusammenfallt). 

Aus dem einfacben Gesetz, durcli welches die entsprecbenden Pimcte 
der zwei Ebenen bestimmt sind, folgt nun auch unmittelbar die 

gegenseitige Bezieliung, welche irgend ein System von Puncten in der einen 
Ebene zu dem ihm entsprechenden System von Puncten in der anderen 
Ebene hat; d. h. wenn in der einen Ebene irgend eine Figm: gegeben ist, 
so lasst sich leicht angeben, was fur eine Figur ihr in der anderen Ebene 
entspricht, und welche gegenseitige Beziehung ii'gend zwei solche ent- 
sprechende Figuren zu einander haben. Namlich die Haupteigenschaften 
Oder Hauptsatze itber diese Beziehung grunden sich auf Folgendes: 

Es ist zunachst klar, dass die Gerade ah, welche dui'ch irgend zwei 
Puncte a, h der einen Ebene E geht, mit derjenigen Geraden welche 
durch die entsprechenden zwei Puncte cq, h^ der anderen Ebene E^ geht, 
parallel ist, und dass sich die Strecken ah, ajh^ in diesen Geraden, welche 
durch die genannten Puncte begrenzt werden, ebenso zu einander verhalten, 
wie die Abstande irgend zweier entsprechenden Puncte vom Puncte A; 
d. h. dass sich verhalt 

ah : a^hi = n : 

Denn zufolge des Beziehungssystems sind offenbar die Dreiecke aA'b und 
a^Ahi ahnlich, woraus sofort die ausgesprochenen Behauptungen unmittel- 
bar folgen. Aehnlicherweise folgt weiter, dass jede der zwei Geraden 
ah, a^hj alle Puncte enthalt, welche den sammtlichen Puncten in der 
anderen Geraden entsprechen; namlich irgend einem Puncte in der einen 
Geraden, z. B. dem Puncte e in der Geraden ah, entspricht derjenige 
Punct in der anderen Geraden o^hi, welcher mit ihm in demselben 
(durch A gehenden) Strahle liegt, so dass also Jeder Geraden in der einen 
Ebene irgend eine bestimmte Gerade in der anderen Ebene entspricht 
Daraus fliessen folgende Satze: 

1. „Jeder Geraden in der einen Ebene entspricht eine be- 
stimmte Gerade in der anderen Ebene; d. h. alien Puncten in 
der ersten Geraden entsprechen die sammtlichen Puncte in der 
zweiten Geraden; je zwei solche entsprechende Gerade sind 
unter sich parallel, und je zwei ents^prechende Strecken (in 
zwei solchen Geraden) verhalten sich ebenso, wie die Abstande 
irgend zweier entsprechenden Puncte vom Puncte A, also wie 
Und umgekehrt: „Eine Gerade, die durch irgend zwei 
Puncte in der einen Ebene geht, entspricht derjenigen Geraden, 
welche durch die entsprechenden Puncte in der anderen Ebene 
bestimmt wird.^ Ein wesentlicher besonderer Fall hiervon ist der fol- 
gende Satz: 
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n. „In jeder Geraden, welche dm'cli A gelit, also in jedem 
Strahl sind zwei entsprecliende Gerade vereinigt.^^ 

TTT. „Dem Dnrclischnittspuncte irgend zweier Geraden in 
dor einen Ebene entspricht der Durchsohnittspunct der ihnen 
entsprecbenden Geraden in der anderen Ebene/^ 

lY. „Zielit man ans irgend zwei entsprechenden Puncten, 
etwa ans n nnd cti, nach beliebiger Riclitnng zwei parallele 
Strecken, etwa ae und die sich dem Beziehungssystem go- 
mass verhalten, also at: so sind ihre anderen End- 

pnncte, e und e^, ebenfalls entsprechende Puncte und liegen 
als solche in irgend einem (dnrch A gehenden) StraliL^^ 

Aus diesen Fundamentalsatzen folgen nun weiter die nachstehen- 
den Sfee: 

y. „Irgend einer geradlinigen Figur in der einen Ebene 
entspricht eine ahnliche und ahnlichliegende Figur in der an- 
deren Ebene, namlich die Ecken beider Figuren sind ent- 
sprechende Puncte, so dass sie paarweise in Strahlen liegen, 
(die durch A gehen) nnd ihre Seiten sind entsprechende Gerade 
(oder Strecken), also paarweise parallel.^ 

VI. „Irgend einer krummen Linie C in der einen Ebene E 
entspricht eine ahnliche und ahnlichliegende Curve in der 
anderen Ebene E^\ die Puncte, in welchen die erste Curve C 
•von irgend einer Geraden Gr geschnitten wird, entsprechen den 
Puncten, in welchen die dieser entsprechende Gerade G-^ die 
zweite Curve schneidet, so dass also C und G sich in ebenso 
vielen Puncten schneiden, als und daher wird jeder 

Tangente der ersten Curve auch eine bestiminte, jener parallele 
Tangente der zweiten Curve entsprechen, undzwar miissenauch 
ihre Beruhrungspuncte entsprechende Puncte sein; jeder durch 
A gehende Strahl, welcher die eine Curve bertihrt, beruhrt auch 
die andere Curve, und zwar beruhrt er sie im entsprechenden 
Puncte; u. s. w, 

Insbesondere folgt also hieraus, dass: 

yn. jjirgend einem Kreise in der einen Ebene ebenfalls ein 
Kreis in der anderen Ebene entsprechen muss, und dass auch 
die Mittelpuncte zweier solchen Kreise entsprechende Puncte 
sind;'^ u. s. w. 

Zufolge dieser Eigenschaften des Beziehungssystems wird der Punct 
A „der Aehnlichkeitspunct^^ oder in Ansehung der beiden auf ein- 
ander liegenden Ebenen E und E^ „der Projectionspunct^^ genannt. 

Bei einem solchen Beziehungssystem sind jedoch zwei wesentlich ver- 
schiedeneFffle von einander zu unterscheiden. Man iann namlich entweder 
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a) je zwei entsprecliencle Pimcte, wie a imd a^, aiif eineiiei Seite 
vom Aelinliclilceitspimct A annehmen, wie bei cler vorstelienden 
Betracbtimg gesclielien ist, oder ‘ 

p) je zwei entsprechende Piincte auf entgegengesetzten Seiten vom 
Aelmliclikeitspuncte annelimen, in welcbem Falle dieser fortan 
diircli I bezeiclinet werden wird. 

Diese beiden Falle werden in der Folge dadurcli nnterscliieden, dass 
man beim ersten Falle sagt, das Beziebungssystem babe einen ^ansseren^^^ 
nnd beim zweiten Falle, es babe einen „inneren‘^ Aebnlicbkeitspnnct. 

Je zwei abnlicbe Figuren, geradlinige oder krummlinige , lassen sicb 
sowobl so legen, dass sie einen ansseren, als anch so, dass sie einen 
inneren Aebnlicbkeitspnnct baben. Es giebt ancb eine gewisse Edasse 
foil Figuren, die beiden Forderimgen zugleicb geniigen konnen, d. b. die 
sicb in solcbe Lage bringen lassen, dass sie zugleicb einen ansseren xmd 
einen inneren Aebnlicbkeitspnnct baben. Wird von zwei Figui’en in einer 
Ebene gesagt, sie seien abnlicb nnd abnlicbliegend, so baben sie allemal 
einen Aebnlicbkeitspnnct (V n. YI). 

§ 12 . 

L Ans den vorstebenden allgemeinen Gesetzen liber den Aebnlicb- 
keitspnnct folgen fiir den Kreis insbesondere nacbstebende Eigenscbaften: 

„Sind in einer Ebene irgend zwei Kreise gegeben, gleicb- 
viel welcbe gegenseitige Lage sie baben mogen, so baben sie 
allemal zugleicb einen ansseren nnd einen inneren Aebnlicb- 
keitspnnct. “ 

Es seien My (Fig. 14) die Mittelpuncte der Kreise nnd etwa ab, 

irgend zwei parallele Dnrcbmesser derselben, so werden, wenii man 
dnrcb die Mittelpuncte die Gerade ziebt, die fortan „Axe“ beissen 
soil, die anf einerlei Seite der Axe liegenden Endpnncte der Dnrcbmesser 
mit dem ansseren, und die anf entgegengesetzten Seiten derselben liegen- 
den Endpnncte mit dem inneren Aebnlicbkeitspxmct in Geraden liegen; 
d. b. die Geraden oder Strablen aaj, 'b'b^ begegnen der Axe in irgend 
einem und demselben festen Puncte Ay und die Strablen abj, bOj begegnen 
ibr in einem festen Puncte L Denn vermoge der Parallelitat der Dnrcb- 
messer sind offenbar die Dreiecke AMa nnd AM^a^y so wie die Dreiecke 
ZMx und IM\ abnlicb, worans folgt, dass: 

(a) AM : AM^^ — Ma : 

und 

(h) ■ IM: IM, 

was, wie man siebt, dem Princip des Aebnlicbkeitspunctes geniigt; da 
namlicb die Verbaltnisse recbts, die ans den Radien der Kreise gebildet 
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sind, constant bleiben, welche parallele Richtung diese Radien immerhin 
haben mogen, so miissen aucli die YerMltnisse links, also AM : AM^ und 
denselben bestandigen Werth. baben, etwa nnd daber 

miissen (da die Mittelpimcte fest sind): „alle G-eraden oder 

Strablen, welcbe dnrcb die auf einerlei Seite der Axe AIM^ lie- 
genden Endpuncte paralleler Dnrcbmesser geben, der Axe in 
einem nnd demselben festen Pnncte A, nnd die Strablen, 
welcbe dnrcb die anf entgegengesetzten Seiten der Axe liegen- 
denEndpnncte geben, ibr in einem nnd demselben festen Pnncte 
J begegnen, nnd diese zwei festen Pnncte sind die Aebnlicb- 
keitspnncte der gegebenen Kreise“. 

Da ist, als Halbmesser des Kreises so sind die zwei 

Verhaltnisse recbts (in (a) nnd (5)) einander gleicb, daber ist ancb ' ^ 

(c) AM:AM^=IM:IM,‘ 

das beisst; ^Die zwei Mittelpnncte M, derKreise nnd die zwei 
Aebnlicbkeitspnncte / derselben sind allemal znsammen vier 
barmoniscbe Pnncte, und zwar sind sowobl jenezwei, wie diese 
zwei, zngeordnete barmoniscbe Pnncte". 

Ancb kann bemerkt werden, dass die Mittelpnncte der Kreise notb- 
wendigerweise immer anf einerlei Seite des ansseren Aehnlicbkeitspnnctes 
liegen, dagegen der innere Aebnlicbkeitspnnct immer zwiscben ibnen lie- 
gen muss. 

Ferner sind iiber die gegenseitige Lage der Kreise nnd ibrer Aebn- 
licbkeitspnncte folgende Umstande zu merken: 

1) Wenn die Kreise ganz ansser einander liegen, so scbneiden sicb 
ihre ansseren gemeinscbaftbcben Tangenten im ansseren Aebnlicbkeits- 
pnncte Ay und ibre inneren gemeinscbaftlicben Tangenten scbneiden sicb 
im inneren Aebnbcbkeitspnncte I, so dass also beide Aebnlicbkeitspnncte 
ausserbalb beider Kreise begen. 

2) Lasst man in der Vorstellung die Kreise einander naber riicken, 
Oder, wenn die Mittelpnncte nnd Aebnlicbkeitspnncte fest bleiben sollen, 
in gleicbem Verbaltniss grosser werden, bis sie sicb berubren, d. b. ansser- 
licb berubren, so ist ibr Berubrungspnnct zugleicb ibr innerer Aebn- 
bcbkeitspnnct. 

3) Bewegt man auf dieselbe Weise die Kreise weiter, bis sie ein- 
ander scbneiden, so liegt der innere Aebnlicbkeitspnnct I innerbalb bei- 
der Kreise. 

4) Dringt der kleinere Kreis so tief in den grosseren, dass er ibn 
nnr noch berubrt, d. b. innerlicb beriibrt, so ist ibr Berubrungspnnct 
zugleicb ibr ansser er Aebnlicbkeitspnnct. 

5) Gelangt der kleinere Kreis ganz innerbalb des grosseren, so liegen 
beide Aebnlicbkeitspnncte innerbalb des kleineren Kreises. 
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6) Werden endlich. die Kreise concentriscli, so fallen beide Aelm- 
liclikeitspnncte mit ilirem gemeinscbaftlichen Mittelpimcte ziisammen. 

7) Sind insbesonderc die Eieise einander gleich, gleicliviel ob sie 
einander schneiden oder ausser einander liegen, so liegt der innere Aehn- 
liclikeitspnnct I in der Mitte zwisclien ihren Mittelpuncten, und der anssere 
Aelmliclikeitspunct A ist unendlicL. entfernt. 

Von der Riclitigkeit dieser Angaben wird man sich. dnrch Htilfe der 
obigen Betracbtungen selir leicM liberzeugen konnen. 

II. Nach vorstekender Betracktung liegen die Endpuncte irgend zweier 
parallelen Radien der zwei Kreise mit dem ausseren oder inneren Aehn- 
lickkeitspunct in einer Geraden, je nackdem sie anf einerlei oder anf ver- 
sckiedenen Seiten der Axe MM^ liegen. Baker mnss notkwendigerweise 
auck das Umgekekrte stattfinden, namlick: 

„Ziekt man durck einen der beiden Aehnlickkeitspuncte 
A, I zweier gegebenen Kreise irgend eine Gerade, welche 

den einen Kreis schneidet, so sckneidet sie notkwendigerweise 
auck den anderen Kreis und zwar in entspreckenden Puncten, 
so dass die nack diesen Puncten gezogenen Radien beider Kreise 
paarweise parallel sind, z. B. bei einer durck A gekenden Ge- 
raden, welcke die Kreise Af, etwa in b und c, bj und q scknei- 
det, miissen sowokl die Radien Mh und A^bi, als Mt und 
parallel sein^^ 

III. Da fiir beide Aehnlickkeitssysteme das Verkaltniss n : durck 

welckes die entspreckenden Puncte bestimmt sind (§ 11), durck die Ra- 
dien der Kreise gegeben ist (I), mitkin fiir beide den namlicken Wertk 
kat, und da sowokl AMiAM^ als IMiIM^ diesem Wertke gleick ist (I, 
a und J), so sind folglick A/undA/j in beiden Systemen zugleick 
entspreckende Puncte. 

Nimmt man irgend einen beliebigen Punct q an und betracktet ihn, 
in Bezug auf beide Aeknlickkeitssysteme, als mit dem Kreise Af derselben 
Ebene JE angekorend (§ 11), so werden ikm in der anderen Ebene jEj, 
welcker der andere Kreis A^ angehort, zwei versckiedene Puncte ent- 
sprecken, namlick es entsprickt ikm ein bestimmter Punct q^ in Bezug auf 
den Aeknlickkeitspunct A und ein bestimmter Punct vermoge des Aekn- 
lickkeitspunctes I, und es rnussen diese zwei Puncte q^, offenbar in einem 
und demselben Durchmesser des Kreises Af^ liegen und zwar so, dass sie 
gleick weit Yon dessen Mittelpunct entfernt sein; d. k., es muss qiAf^pi 
eine Gerade und q^Af^ == A/^pj^ sind. Denn da Af und Af^ in Bezug auf 
beide Aeknlickkeitspuncte entspreckende Puncte sind, und da ferner q und 
q^ in Bezug auf den Aeknlickkeitspunct A und q und p^ in Bezug auf 
den Aeknlickkeitspunct I entspreckende Puncte sind, so ist demnack so- 
wokl Afiq,_ als Afjpi parallel Afq (§ 11, I), also qiA/^pj eine Gerade, und 
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es verhalt sich 

AM: am; = Ifq : 

und 

IM: 

mitMn (I, c): 
und folglich: 

Also: jjirgend einem Puncte, welchen man als zu dem einen 
Kreise gehorend ansieht, wie etwa dem Puncte q als zu dem 
Kreise M gehorend angesehen, entsprechen vermoge der zwei 
Aehnliclikeitspuncte -4, I in Bezug auf den anderen Kreis 
zwei solche Puncte q^, pj, welclie in einem und demselben Durch- 
messer dieses Kreises liegen und gleicli weit von seinem Mittel- 
puncte (auf entgegengesetzten Seiten) abstehen; und es haben nur 
die Mittelpuncte ilf, der zwei Kreise allein die Eigenschaft, 
dass sie in Rucksicht auf beide Aehnliclikeitspuncte zugleicb 
entsprecbende Puncte sind/^ 

Hiernacli kann man leiclit, wenn etwa der eine Kreis gezeiclmet 
voiiiegt aber der andere niclit, und wenn die Aehnliclikeitspuncte I 
gegeben sind, zu irgend einem Puncte q^^ oder welchen man als zu 
dem ersten Kreise gehbrend ansieht, den entsprechenden Punct in An- 
sehung des zweiten Ki'eises fur das aussere und innere Aelmlichkeits- 
system finden. Namlich man zieht die Gerade qiATipi, nimmt den Punct 
Pi Oder q^ so an, dass qilfj = i/^pi (was unter der Voraussetzung, dass 
der Kreis gegeben sei, leicht geschehen kann) und zieht die Geraden 
^qi, /pi, so werden sich diese in dem veiiangten Puncte q sclmeiden. 
Zieht man ferner die Geraden -Apj, /q^ so sclmeiden sich diese in einem 
Puncte p, welcher ebenfalls der Forderung geniigt, und es ist qlfp eine 
Gerade und qM = ATp. Am einfachsten sind die Puncte zu finden, welche 
in dem TJmfange des Kreises liegen, well namlich fiir diesen Fall in je- 
dem Durchmesser des gegebenen Kreises unmittelbar zwei gleiche Strecken 
gegeben sind, wie z. B. im Durchmesser die Strecken und 
wodurch sofort nach der eben angegebenen Weise die 
Endpuncte a, b des entsprechenden Durchmessers im anderen 
Kreise ge fun den werden. Diese letzte Construction findet bei den 
unten folgenden Aufgaben (§ 18) haufige Anwendung. 

Aus dem vorstehenden Satze folgert man ferner leicht : „Dass jeder 
Geraden, die man als zu d,em einen Kreise gehorend ansieht, 
wie z. B. irgend einer Geraden (?, die man sich als zum Kreise 
if gehorend vorstellt, in Rucksicht auf die zwei Aehnlichkeits- 
puncte A,/, zwei verschiedene, zum Kreise Afj gehofige Gerade 
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jHi entsprechen, welclie unter sicli parallel sind (well jede 
es mit jener G ist) land welclie gleich weit vom Mittelpuncte 
31^ abstehen/'^ ^Gebt die Gerade insbesondere durch den Mittelpunct 
Jlf des zugehorigen Kreises, so fallen die zwei Geraden anf ein- 

ander imd geben ebenfalls durcb den Mittelpunct ibres zugeborigen 
Kreises;^^ ^jUnd fallt endlicb G mit der Axe zusammen, so ver- 
einigen sicb* G^, mit ibr.“*) 

Zum Bebufe des Folgenden ist es zweckmassig, den bier betracbteten 
Elementen bestimmte Benennimgen beizulegen. Nambcb irgend zwei ent- 

'“) Von der grossen Menge Yon Anwendungen, die aiis den Eigenscliaften des Aehn- 
lichkeitspnnctes sich ableiten lassen, and die ich an einem anderen Orte ausfuhrlicli 
entwickeln werde, will ich hier nur ein Beispiel knrz andeiiten, welches den Znsammen- 
hang einiger hanfig betrachteten merkwurdigen Puncte des geradlinigen Dreiecks anf 
eine eigenthumliche Weise anfklart, namlich das folgende Beispiel: 

1. Zieht man in einem beliebigen Breiecke abc (Fig. 15) aus den Ecken nach den 
Mitten cii, 6i, Ci der gegenuberliegenden Seiten gerade Linienaai, bhi, cq, so schnei- 
den sich diese bekanntlich in einem nnd demselben Puncte 1 und theilen einander der- 
gestalt, dass sich die Abschmtte einer jeden zu einander verhalten wie 2:lj d. h. es 
verhalt sich ; 

(1) U : /ai = 16 : = /c : 7Ci = 2 : 1. 

Daraus folgt also , dass man den Punct I als Aehnlichkeitspunct (oder Projections- 
punct) eines Beziehungssystems ansehen kann, in welchem a nnd , 6 und 6i , c und q 
entsprechende Puncte sind, so dass a, 6, c der einen Ebene E und Oj, 6^, Ci der an- 
deren Ebene Ei angehoren, oder dass mit einem Wort die Breiecke aBc und OiBiCi 
entsprechende Breiecke sind, und dass je zwei ahnlichliegende Puncte in Bezug auf 
diese Breiecke auch zugleich ahnlichliegende Puncte in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punct I sind, d. h. mit diesem in einer Geraden liegen und von ihm nach dem be- 
standigen Verhaltniss von 2 : 1 entfernt sind (§ 11). • ' 

Wil’d nun ferner als bekannt vorausgesetzt, dass die drei Lothe bjAf, CiM, 
welche aus den Mitten Oi, Bj, Cj der Seiten des ersten Breiecks aBc auf diesen Seiten 
errichtet werden, einander . in einem Puncte M treffen, namlich im Mittelpuncte des dem 
Breieck umschriebenen Kreises, und wird bemerkt, dass dieselben zugleich auch auf 
den entsprechenden Seiten des zweiten Breiecks aiBiCi perpendicular sind (wed diese 
beziehlich mit jenen parallel sind) , so folgt, wenn man jene Lothe fur einen Augenblick 
als zu dem Breieck aiBiCj gehorend ansieht, vermoge des Aehnlichkeitspunctes I un- 
mittelbar, dass auch die ihnen entsprechenden drei Geraden, d. i. die durch die Ecken 
a,. B, c des ersten Breiecks mit jenen Lothen parallelen, und mithin zu den Gegenseiten 
dieses Breiecks senkrechten Geraden a hA,cA einander in einem bestimmten Puncte 
A treffen, und zwar in demjenigen Puncte, welcher jenem Puncte M entspricht, so dass 
folglich die drei Puncte if, /, A in einer Geraden (Project! onsstrahl) liegen, und dass 
sich verhalt: 

(2) IA:IM=: 2:1, 

Zugleich folgt zunachst aus dieser Betrachtung auf doppelte Weise der bekannte 
Satz: „Bass die aus den Ecken auf die Gegenseiten eines Breiecks (a^BiCi, 
Oder aBc) gefallten Lothe (ajif, B^if, Cjif, oder aA, hA, cA) allemal einander 
in einem und demselben Puncte (ilf oder A) treffen.^ 
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sprecliende Puncte, wie etwa q imd q^, oder q und sollen in der Folge, 
in Eiicksiclit auf die zwei Kreise denen sie zugelioren, 5,ahn- 

,lich liegende Puncte^^ genannt werden. Ebenso sollen zwei Gerade, 
welcbe in Bezug auf eines der zwei Aehnliclikeitssysteme entsprechende 
Gerade sind, fortan in Riicksicbt auf die Kreise „alinlicli liegende Ge- 
rade “ lieissen. Endlich soil jeder StraU, welcker durch einen der zwei 
Aehnlicbkeitspuncte A oder I geht, in Riicksiclit auf die Kreise „Aebn- 
lichkeitsstraliP^ (oder „Projectionsstralil“) genannt werden. 

Es folgt welter, wenn man namlich den Piinct M als der ersten Ebene E ange- 
horend ansieht, iind zwar als Mittelpnnct des dem Dreieck aBc nmschriebenen Kreises, 
dass ibm dann der Mittelpnnct des dem Dreieck aiBiCj nmschriebenen Kreises ent- 
spricht, und dass folglich dieser letztere Pnnct Mi ebenfalls in dem vorgenannten Pro- 
jectionsstrahl MIA liegen mnss, nnd zwar so liegen mnss, dass sich yerhalt; 

■ (3) : /Ml = 2 : 1. 

Ans diesem und dem vorigen (2) Verhaltniss folgt, wie man in der Pignr sieht, 
dass sich anch verhalt; 

(4) AM:AMi~%:l, 

so dass also der Pnnct A offenbar der aiissere Aehnlichkeitspnnct der zwei Kreise 
il/, Ml ist. 

Demnach hat man den folgenden Satz: 

„Bei jedem beliebigen Dreieck abc liegen die zwei Pnncte A nnd 7, 
woven der eine A der Dnrchschnittspnnct der drei Hohen und der an- 
dere 7 der Dnrchschnittspnnct der drei ans den Ecken nach den Mitten 
der Gregenseiten gezogenen G-eraden ist, mit den Mittelpnncten M nnd 
Ml der zwei Kreise, wovon der eine dem Dreieck nmschrieben ist nnd der 
andere dnrch die Mitten der Seiten desselben geht, allemal in einer nnd 
derselben Geraden, nnd zwar sind die erstgenannten zwei Pnncte die 
Aehnlichkeitspnncte, der zwei Kreise, so dass also die vier genannten 
Puncte harmonisch liegen (§ 12,1), wobei sowohl das erste wie das zweite 
Pnnetepaar zngeordnete harmonische Pnncte sind; nnd ferner sind die 
Abstande der vier Pnncte von einander namentlich so beschaffen, dass 
sich verhalt: 

(5) IMi : nil AMi:AM= 1 ; 2 : 3 : 6.« 

11. Vermoge der Kreise if. Mi nnd ihrer Aehnlichkeitspnncte A, 7 folgert man 
iinmittelbar noch mehr Eigenschaften, z. B. nachstehende : 

1) Die Strecken A a, AB, Ac in E entsprechen in Ansehnng des inneren Aehn- 
lichkeitspnnetes 7 den Strecken Afai, AfBi, i7ci hi daher verhalt sich: 

A a : il7ai — AB : Mhi ~ Ac : — 2 : 1. 

2) Die Pnncte a^, &i, ci, in welchen der Ki'eis Mi die Strahlen A a, AB, Ac 
schneidet, sind, vermoge des ansseren Aehnlichkeitspnnctes A, die Mitten dieser Strahlen, 
so dass sich verhalt: 

Aa: AdZi =AB : A&i = Ac: Aei — 2: 1. 

.3) Bezeichnet man die Pnncte, in welchen die Kreise M nnd Mi von den drei 
dnrch ihren inneren Aehnlichkeitspnnct 7 gehenden Strahlen aoi, BBj, cci geschnitten 
werden, beziehlich dnrch b nnd bi , e nnd Ci , f nnd fi , so verhalt sich : 

7b : 7bi = 7e: 7ei = 7f : 7fi = 2:1. 
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I. BetracMet man in einer Ebene irgend drei Eieise , deren. Mittel- 
pmicte 31^ y (Fig. 17) nicht in einer Geraden liegen, so gehoren 
zu je zwei derselben zwei Aelinlicbkeitspuncte , ein ausserer und ein in- 
nerer (§ 12); es seien und und A^ und bezieblich die 

Aebnlichkeitspuncte der Kreispaare und 31^ und 31^ und A^. 
Von diesen seeks Aehnlichkeitspuncten liegen immer viermal drei in 
einer Geraden, namlich die drei ausseren liegen in einer Geraden, und 
jeder aussere liegt mit den beiden ikm niebt zugekorigen inneren in einer 


4) Da der Pimct 3^1 in der Mitte zwischen Afund^ liegt (I, 4), tind da Mcli imd 
Aai zn aiai senkrecM sind, so muss folglich der Kreis Mi auch durch cxi gehen, weil 
er diirch aj geht; ebenso muss er durcb pi und yi gehen. Oder dasselbe folgt ,auch 
daraus, dass Afiai parallel Afa, vermoge des Aehnlichkeitspunctes und auch -Miaj 
parallel May vermoge des Aehnlichkeitspunctes A, dass mithin aiMiUi ein Durchmesser 
des Kreises Mi , und folglich aiajaj ein rechter Winkel im Halbkreise ist, u. s. w. 

5) Werden also die Strahlen Aai, A pi, Ayj verlangert, bis sie den ersten Kreis 
M in oLy p, Y schneiden, so verhalt sich, vermoge des Aehnlichkeitspunctes A: 

Aa : Aai r= Ap : APi = Ay : Ayi = 2:1. 

6) Vermoge des Kreises Mi folgt nun weiter (4 und § 17), dass: 

Rechteck abi.aPi = aci.ayi, 

* - bOi.6ai = bCi-byi, 

und 

COi. Cai = chi. Cpi. 

7) Vermoge des Aehnlichkeitspunctes A folgt (§ 17), dass: 

Rechteck Aa.Aai=: Ab.APi = Ac.Ayi = 

Aa.Aai =: Ap.A6i = Ay.Aci; 
und vermoge des Aehnlichkeitspunctes I folgt, dass: 

Rechteck IaJ\>i=lh,Iti = lt.l\i~ 

Diese vorstehenden Satze (1 bis 7) wird man leicht nach gewohnlicher Weise in 
Worten abfassen kdnnen, wie z. B, folgenden Satz: 

„In j edem Dreieck abc liegen die 12 Puncte — namlich die drei Mittel- 
puncte Cl, bi, q der Seiten, die drei Pusspuncte %, Pi, Yi der Hohen, die 
drei Mittelpuncte cci, h^y derjenigen Strecken der Hohen, welche zwi- 
schen ihrem Durchschnittspuncte A und den Ecken des Dreiecks* liegen, 
und endlich die drei Puncte bj, e^, ft, welche in den aus den Ecken durch 
die Mitten der Gegenseiten gezogenen Geraden liegen, und von deren 
gem einschaftlichem Durchschnittspuncte I halb so weit entfernt sind, 
als die Puncte b, e, f, in welchen dieselben Geraden den umschriebenen 
Kreis M schneiden, aber mit den letzteren nicht auf einerlei Seiten 
jenes Punctes 1 liegen — allemal zusammen in einem und demselben 
Kreis e U. s. w. 

III. In Eolge der obigen Bemerkung (I), dass ahnlichliegende Puncte in Bezug 
auf die Dreiecke a be, ajbiCi auch zugleich in Betracht des Aehnlichkeitspunctes I ahi).- 
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Geraden; d. L es ist sowoH als als als A^IJ^ 

eine G@rade. Denn’ zieM man z. B. die Gerade A^A^^ so ist sie, vermoge 
der Puncte A^^ A^^ eine aussere Aehnlichkeitslinie sowolil zu den Kreisen 
imd als iind mitliin muss sie auch eine aussere Aehnlicli- 
keitslinie der Kreise und sein und als solclie dm'cli ihren ausseren 
Aelinlichkeitspunct A^ geken. Oder, um sick Mervon augensclieinliclier 
zu liberzeugen, denke man sick aus den Mittelpuncten der 

Kreise, nack irgend einer beliebigen Richtung, bis an die Gerade A^A^ 
Parallele gezogen, so verkalten sick diese, vermoge 


lichliegende Puncte sind, kann noch Mnzugefugt werden, dass, wenn man sich die ‘vier, 
Kreise denkt, woYon jeder die drei Seiten (oder deren Yerliingerung) des Dreiecks ate 
beriiiirt, und ebenso die vier dem zweiten Dreieck aitiCj eingesebriebenen Kreise, dass 
dann die vier letzteren den vier ersteren bezieblich entspreehen; d. h. dass dann diese 
Kreise paarweise den Punct I zum irmeren Aehnlichkeitspimct baben, und dass also 
ibre Mittelpuncte paarweise in Strablen liegen, welcbe durcb diesen Punct geben, und 
dass ibre Abstande von demselben sicb verbalten wie 2:1. Aebnlicbes gilt von den 
Dreiecken ate und in Hinsiebt ibres Aebnlicbkeitspunctes A. — Die Dreiecke 

^3id a^tiCi sind gleicb, und ATi ist ibr (innerer) Aebnlicbkeitspunct, weil 
eine Grerade ist, und ATj in der Mitte zwiseben und % liegt. — U. s. w. 

IV. „Wenn man in der Peripherie eines Kreises Af irgend vier Puncte 
a, t, c, g annimmt, so bestimmen diese, zu drei und drei gj^enommen, vier 
Dreiecke, welcben der Punct M als Mittelpunot des umsebriebenen 
Kreises gemeinscbaftlicb angebort, wogegen aber zu denselben sowohl 
vier verschiedene Puncte /, als Afi, als A geboren. Je vier gleicbnamige 
von diesen Puncten, fur sicb genommen, liegen in einem Kreise; die 
Radien dieser drei neuen Kreise sind nach der Reibe-j, -j, { vom Radius 
des gegebenen Kreises if, und ibre Mittelpuncte liegen mit dem Mittel- 
punct des letzteren in einer Greraden, und zwar in solcben Abstanden 
von diesem, die sicb nacb der Reibe verbalten wie 2:3:6, so dass also 
der Punct M der gemeinschaftlicbe Aebnlicbkeitspunct der drei neuen 
Kreise ist.“ Und femer: j,Yerbindet man jeden der vier angenommenen 
Puncte a, t, c, g, wie etwa g, mit dem zu den drei ubrigen geborigen Punct 
A (d. b. mit dem Durcbscbnittspunct der Hohen des durcb die drei ubrigen bestimmten 
Dreiecks) durcb eine Gerade, so sebneiden sicb die auf diese Weise ent- 
stebenden vier Geraden in einem und demselben Punct, und es wird jede 
durcb diesen gebalftet.“ U. s. w. 

V. Die wesentlicbsten von den vorstebenden Satzen babe icb sebon an einem an- 
deren Orte angedeutet, namlicb bei Gelegenbeit der Abbandlung: j^D^veloppement eVune 
s€nt de theoremes relatifs aux sections coniques^y in den Annales de Math^matiques ^ Hdigi 
par Gergonne^ a Montpellier ^ tom. SIX. 1828 (Of. S. 189 dieser Ausgabe). Ebenda- 
selbst deutete icb auch den Satz an: „dass der Kreis alle vier Kreise, 
welcbe dem Dreieck ate eingesebrieben ‘werden konnen, berubrt,^^ obne 
zu wissetf, dass derselbe sebon fruber von Feuerbach bekannt gemaebt worden war. 
Uebrigens bat aucb Herr Prof. Dove die Relation zwiseben den vier Puncten in I, 5, 
sowie die Eigensebaft II, A durcb unmittelbare Beziebung beider Dreiecke ate, Citiq 
auf einander obne Anwendung des Aebnlicbkeitspunctes auf einfacbe Weise abgeleitet. 
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der Aolmliclikeitspuncte und wie die Radien der Kreise; also, 

wenn diese Radien dnrcli R^, R^ vorgestellt werden, so verlialt sich: 

= R^:R^ (vermoge J. 3 ) 

M,N, : IfjA; = (vermoge A,), 

daher verhalt sich anch: 

: l/giVg — i ?2 : Eg, 

woraus denn folgt '(§ 11, IV), dass die Gerade oder A^A^ durch 

den Aelinliclikeitspnnct A^ der Kreise gelit. 

Aehnliclierweise folgen die ubrigen drei Falle. Also: 

1 ) „Von den seeks Aehnliclikeitspuncten, welclie zu drei be- 
liebigen in einer Ebene liegenden Kreisen, paarweise genom- 
men, geboren, liegen viermal drei in einer Geraden, namlicli 
es liegen die drei ausseren und jeder aussere liegt mit den bei- 
den ihm niclit zugeborigen inneren in einer Geraden; oder mit 
anderen Worten: „die drei Kreise baben vier gemeinscbaftlicbe 
Aebnlicbkeitsstrablen, einen ausseren und drei innere“. ■ 

2) Vi^enn die drei Kreise insbesondere alle ausser einander liegen, 
so sebneiden sicb ibre gemeinscbaftlicben Tangenten in iluen seebs Aebn- 
licbkeitspuncten (§ 12, I, 1), so dass also der vorstebende Satz sicb aucb 
auf die Durcbscbnittspuncte der seebs Paar Tangenten, -welcbe die Kreise, 
paarweise genommen, gemein baben, iibertragen lasst. 

3) Wenn insbesondere' der eine Kreis, etwa M^y die beiden ubrigen 
beriibrt, so sind die zwei Berubrxmgspuncte zugleicb a) entweder (§ 12, 
I, 2 und 4) die Aebnlicbkeitspuncte A^ und A^ oder und I^y oder h) die 
Aebnlicbkeitspuncte A^ und J 3 oder A^ und /j, je naebdem er sie nam- 
licb (a) gleicEartig, oder (5) ungleicbartig beriibrt (d. b. in Riicksiebt auf 
ausseiiicbe oder innerlicbe Berubrung); daber kann man aucb sagen (1): 
„Wenn irgend zwei Kreise M^y von einem beliebigen dritten 
Kreise 1/3 beriibrt werden, so liegen die zwei Beriibrungspuncte 
allemal mit dem ausseren oder inneren (/g) Aebnlicbkeits- 
punct derselben in gerader Linie, je naebdem sie gleicbartig 
oder ungleicbartig vom dritten Kreise beriibrt werden/^ 

4) Wenn ferner insbesondere zwei Kreise einander gleicb sind, etwa 

R^ = Eg, so liegt ibr innerer Aebnlicbkeitspunct in der Mitte zwiseben 
ibren Mittelpuncten M^y und ibr ausserer Aebnlicbkeitspunct A^ liegt 
unendlicb entfernt (§ 12, I, 7), so dass also notbwendigerweise die Aebn- 
licbkeitsstrablen I^I^lA^ly A^A^{A^ mit der Axe parallel geben. 

Werden alle drei Kreise einander gleicb, so entfernt sicb der Aebnlicb- 
keitsstrabl A^A^A^ in’s Unendlicbe, und die drei inneren Aebnlicbkeits- 
strablen Ig/g, Jg/j werden den Axen M^M^y M^M^y paralleL 

IL Ueber die drei betraebteten Kreise soil bier nur nocb eine Be- 
merkung in Bezug auf abnlicb liegende Pxmete binzugefiigt werden. Sind 
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etwa Cfj und irgend zwei ahnlicli liegende Puncte zu den Kreisen 
tmd in Bezug auf ihren ausseren Aelinliclikeitspunct , so werden 
sich. die Strahlen und demjemgen Puncte sclineiden, 

welcher jenen zwei Puncten in Bezug auf die Aehnliclikeitspuncto A^ 
entspriclit, d. li. es sind und Cfg, und bezieUich ahnlicli liegende 
Puncte zu den Kreisen und und und ebenso werden sicB. 

die Strablen I^q^ und I^q^ in demjenigen Puncte pg schneiden, welclier 
den zwei Puncten q^, gj in Hinsiclit der Aehnlichkeitspuncte ent- 

spricht; die zwei Puncte gg und pg aber werden allemal in emem Duxch- 
messer des dritten Kxeises liegen und gleicli weit Ton seinem Mittel- 
puncte abstehen. Ton der Richtigkeit dieser Eigenscliaften wird man 
mittelst des Vorhergehenden sicli leicht iiberzeugen. 


III. Von der Potenz bei Kreisen. 

A. Yom Ort der gleichen Potenzen. 

§ 14. 

Sind in einer Ebene irgend zwei feste Puncte My (Fig. 16) ge- 
geben, und soli der Ort desjenigen Punctes N gefonden werden, fur 
welchen der UnterscHed der Quadrate seiner Abstande von den zwei 
festen Puncten eine gegebene G-rosse, etwa = ist, also 

so ist der in Frage stehende Ort offenbar eine Gerade NQy welche auf der 
duxct die zwei festen Puncte bestimmten Geraden MM^ senkrecht steht 
und sie dergestalt theilt, dass auch der TJnterscMed der Quadrate ihrer 
Abschnitte gleich jener gegebenen Grosse ist, d. h. dass auch 

ist, Denn erfiillt der Punct N die gegebene Bedingung, so hat man, wenn 
man aus ihm auf die Gerade MM^ das Loth NQ fallt, vermoge der 
rechtwinkligen Dreiecke NQM und NQM ^ : 

■ ^ ^ NM^—QM^ = NM\ — QM\ = NQ\ 

mi thin 

mP — NM\ = QM^—QM\ = u\ 

Da nun aber die Gerade MM^ nur in einem einzigen Puncte Q so 
getheilt werden kann, dass der Unterschied der Quadrate der Abschnitte, 
das ist QM^ — QM\y eine gegebene Grosse hat, so trifft also das ge- 
nannte Loth NQ die Gerade MM^ allemal in dem namlichen festen 
Puncte Q und folghch ist der Ort von N eine feste Gerade NQ, 

Ob der Punct Q zwischen den zwei festen Puncten A/, liege, oder 
jenseits derselben, hangt von dem gegenseitigen Verhaltniss der Grosse 
u und der Strecke ab, je nachdem nanolich u kleiner oder grosser 
als ist. 
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§ 15. 

Denkt man sich um die Puncte My mit beliebigen Radien Ry R^ 
Kreise bescbrieben, nnd ‘verlangt den Ort des Punctes N fiir den beson- 
deren Fall, wo die Dijfferenz der Quadrate seiner Abstande von jenen 
Puncten gleich ist der- Dilferenz der Quadrate der Radien, also 
MN^ — = R^^ — R]== 

so wird, wenn insbesondere die Kreise einander schneiden, die gesuchte 
Ortslinie NQ nothwendigerweise ihi'e gemeinscbaftliclie Secante sein, d. li. 
sie wird dm’cb ilire gegenseitigen Durcbsclmittspuncte gehen. Denn fit 
jeden dieser zwei Puncte, wenn man ihn mit N bezeicbnet, liat man: ‘ 
MN=R und M,N=R^y 

welclies offenbar der vorliegenden, fiir N festgesetzten Bedingung geniigt. 

Wenn aber die Kreise einander nicbt scbneiden, so wird auch. keiner 
von ilmen von der Ortslinie NQ getroffen, sondern diese liegt alsdann 
entweder zwiscben Oder jenseits der Eireise, je nacMem diese ausser 
Oder in einander liegen. 

Im Allgemeinen bat die Ortslinie NQ ferner folgende Beziebung zu 
den zwei Kreisen: 

a) jjDie aus irgend einem Puncte derselben an die Kreise 
gelegten Tangent'en sind einander gleicb;^‘ und: 

h) „Die durcb irgend einen Punct derselben, welcber inner- 
balb der Kreise liegt (also im Falle, wo diese einander scbneiden), 
in beiden Kreisen gezogenen kleinsten Sebnen sind einander 
gleicb. “ Und umgekebrt: 

c) „Jeder Punct, welcbem eine von diesen zwei Eigenscbaften 
(a) Oder (b) zukommt, liegt in der Ortslinie 

Denn denkt man sicb aus irgend einem Puncte N der Ortslinie an 
jeden Kreis eine Tangente gelegt, bezeicbnet die Beriibrungspuncte durcb 
By B^y und denkt sicb ferner die Geraden MNy M^Ny so wie die Radien 
MBy M^B^ gezogen, so bat man vermoge der recbtwinkligen Dreiecke 
MBN und M,B^N: 

NB^ = MN^^ — = MV' — i?' 

und 

NB] = M,N^ — M,B] = M,N^ — 

Zufolge der obigen Gleicbung sind aber in diesen zweien die Differenzen 
recbts einander gleicb, daber muss auch 

NB^ = NB\y 

Oder 

NB = NB, 

sein, d. b. es miissen die Tangenten einander gleicb sein (a). Aebnlicber- 
weise wnd der zweite Fall (5) bewiesen. 
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Die Ortslinie NQ -wird vermoge dieser Eigenschaft „die Linie der 
gleichen Potenzen^^ oder auch, in Anseliung ihrer Puncte, welche 
ansserhalb der Kreise liegen, 5 ,die Linie der gleiclien Tangenten^^ 
der zwei Kreise genannt. Ueber die eigentlichen Griinde fiir die erste 
Benemning sehe man die oben (§ 2) erwahnte Abbandlimg (im Journ, /. 
wo dieser Gegenstand etwas ansfiihrliclier bebandelt ist. 

Wenn insbesondere die Eieise einander beriihren, so ist die Linie 
der gleicben Potenzen zugleich ibre gemeinschaftliclie Tangente in ihrein 
JBernbrnngspuncte. 

§ 16 . 

Betrachtet man in einer Ebene irgend drei Kreise M^y M^y deren 
ffittelpuncte nicbt in einer Geraden liegen, so baben je zwei derselben 
eine Linie der gleicben Potenzen; es seien N^Q^y N^Q^y bezieblicb 

die Linien der gleicben Potenzen der Kreise und M^y und M^y 
ifg und 1 / 3 . 

Denkt man sicb den Punct q, in welcbem sicb zwei der drei Linien 
der gleicben Potenzen, etwa die Linien und N^Q^, schneiden, so 

bat dieser Punct vermoge der Linie m den Kreisen und M^y 

und vermoge der Linie zu Sen Kreisen und gleicbe Potenzen 
— d. b., wenn der Punct q ausserbalb der Kreise liegt, so sind die durcb 
denselben gebenden Tangenten der Kreise und M^y sowie der Kreise 
iij und M^y einander gleicb, also Tangente C{B^ = C{B^ und q^^ = q^g, 
und wenn er innerbalb der Kreise begt, so sind die dnvch denselben 
gebenden kleinsten Sebnen der Kreise und M^y sowie der Kreise 
und i/g, einander gleicb — daber hat er aucb zu den Kreisen und 
ifg gleicbe Potenzen (d. b. die durcb ibn gebenden Tangenten oder 
kleinsten Sebnen dieser Kreise sind einander gleicb, namlicb Tangente 
= qjBg), und folglicb liegt er in der zu diesen Kreisen gebdrenden 
dritten Ortslinie Der Punct q beisst vermoge dieser Eigenschaft 

„der Punct der gleicben Potenzen der drei Kreise^^ 

Aus dieser Betracbtung ergeben sicb folgende Satze: 

а) „Die drei Linien der gleicben Potenzen N,^Q^yN^Q^y 

welche zu irgend drei Kreisen in einer Ebene, paarweise ge- 
nommen, gebdren, treffen allemal in irgend einem Puncte q zu- 
sammen, namlicb im Puncte der gleicben Potenzen aller drei 
Kreise,^ Und insbesondere: 

б ) 5 , Wenn drei Kreise in einer Ebene einander schneiden, 
so treffen sicb die drei Secanten (oder Sebnen), welche sie, 
paarweise genommen, gemein baben, allemal in irgend einem 
Puncte q (§ 15). 


Cf. S. 22 dieser Ausgabe, Note, 
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c) jjWenn drei Kreise in einer Ebene einander beriiliren, 
so treffen sich die in den Beruhrnngspuncten an sie gelegten 
Tangenten in irgend einem Puncte q“. 

Scbneiden die drei Kreise einander in einem Puncte, so ist dieser 
offenbar zugleich der Punct ihrer gleichen Potenzen q. 

B. Von der gemeinschaftlichen Potenz. 

§ 17. 

I. Zieht man aus einem der beiden Aehnliclikeitspuncte zweier 
Kreise My M^ (Fig. 18), etwa aus dem ausseren Aehnlichkeitspuncte Ay 
irgend eine die Kreise schneidende Gerade so sind von den vier 

Sclinittpuncten zwei und zwei, namlich a und , b und b^ , almlich- 
liegende Puncte (§ 12, III). Die zwei Sclinittpuncte des einen Kreises 
lassen sich aber mit denen des anderen noch in einer anderen Ordnung 
paarweise gruppiren, namlich a und bj, b nnd a^; jedes dieser zwei Paare 
soli vorlaufig ein Paar unahnlichliegender Puncte heissen. Zieht man 
nun ferner durch denselben Aehnlichkeitspunct A irgend eine zweite die 
Kreise schneidende Gerade Ah^y so liegen in ihr ebenfalls zwei Paare 
unahnlichliegender Puncte, namlich c und b^, b und Cj, und es kann leicht 
gezeigt werden, dass jedes dieser Punctepaare mit jedem Paar unahn- 
lichliegender Puncte der ersten Geraden in irgend einem Kreise liegt, 
also dass sowohl die vier Puncte a, bj und c, bj, als a, b^ und b, Cj, als 
b, und c, b^, als b, und b, Cj, in irgend einem Kreise liegen; nam- 
lich, wie folgt: 

Man ziehe z. B. die Sehnen ac, bb, ajCj, so sind ac und UjCj, als 
entsprechende oder ahnlichliegende Gerade, parallel (§ 11, I und § 12, III), 
daher miissen die Winkel der zwei Vierecke abbc und a^bbCi paarweise 
gleich sein, und daher muss, da das erstere einem Kreise M einge- 
schrieben ist, auch das andere einem Kreise eingeschrieben sein, d. h., 
die vier Puncte Uj, b, b, Cj miissen in irgend einem und demselben Kreise 
liegen. Ebenso folgt, da die Sehnen be und b^Cj als ahnlichliegende Ge- 
rade parallel sind, dass das Viereck abc^b^ einem Kreise eingeschrieben 
ist; u. s. w. 

Da die vier Pimcte b, b, a^, Cj in einem Kreise liegen, so ist in 
Riicksicht auf die Secanten Ab, ACj, zufolge eines bekannten Satzes (der 
Potenz des Punctes A in Bezug auf den Kreis ba^bCj, siehe die vorher 
(§ 15) erwahnte Abhandl. §1, No. 2)*): 

Ah . = Ah , ; 

ebenso folgt, da a, b, c^, bj in einem Kreise liegen: 

Aa . J-bj = Ah . Ac ^ ; 

*) Of. S. 22 dieser Ausgabe. 
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md aus alinliclien Grriinden folgt: 

Aa . = Ac . Ab, 

und 

Ab . J.a, = Ac . ; 

und folglich zusammengefasst: 

Aa,A\=-A^.Aa,-=Ac^Ah, =Ab.Ac,. 

Da diese Grleiclmngen immer stattfinden , welche Richtnng die 
schneidenden Geraden Ab^^ Ab^ liaben mdgen, also immer stattfinden, 
"walireiid man z. B. den Stralil Ab^ uin den festen Aelinliclikeitspiinct A 
herumbewegt, xmd da Aehnliches in Bezng auf den inneren Aehnlich- 
keitspunct I stattfindet, so hat man den folgenden Satz: 

„Zieht man aus einem der beiden Aehnlichkeitspuncte ir- 
gend” zweier Kreise M, M, beliebige die Kreise schneidende 
Strahlen, so liegen je zwei Paar unahnlichliegender Schnitt> 
puncte, welche irgend zwei yerschiedenen Strahlen angehdren, 
allemai in irgend einem Kreis;‘^ nnd ferner: „das Rechteck unter 
den Abstanden je zweier unahnlichliegenden Puncte vom jedes- 
maligen Aehniichkeitspunct ist von bestandigem Inhalt, d. h. 
fiir alle Strahlen oder fhr alle Punctepaare hat dieses Recht- 
eck einen und denselheii bestimmten Inhalt. 

Dieser constante Inhalt aller Rechtecke wird „die gemeinschaft- 
liche Potenz'' der Kreise M, in Bezug auf den jedesmaligen Aehn- 
lichkeitspunct genannt, und zwar ^aussere^^ oder „innere‘^ gemein- 
schaftliche Totenz, je nachdem dieser Aehniichkeitspunct der aussere A 
Oder der innere I ist; und ferner werden je zwei unahnlichliegende Puncte, 
durch welche ein Rechteck bestunmt wird, wie etwa (X und hj, „potenz- 
haltende^ Puncte genannt. (Zwei potenzhaltende Puncte brauchen je- 
doch nicht in den gegebenen Kreisen selbst zu liegen, sondern nur in 
einem Strahl und zwar so, dass das Rechteck unter ihren Abstanden vom 
Aehnlichkeitspuncte den bestimmten constanten Inhalt hat, und dass sie 
auf einerlei oder auf entgegengesetzten Seiten des Aehnlichkeits- 
punctes liegen, je nachdem dieser A oder I ist.) 

II. Znm Behufe spater folgender Aufgaben ist es wichtig, hierbei 
noch auf folgende Umstande aufmerksam zu machen. 

Da namlich die vier Puncte b, a^, b, in einem Kreise liegen, so 
miissen die Sehnen bb und cqq als gemeinschaftliche Sehnen dieses Kreises 
und der gegebenen Eieise M und einander in irgend einem Puncte 
q der gemeinschaftlichen Selme x§> der letzteren Kreise schneiden (§ 16, 5). 
Aus ahnlichen Grunden mussen die Sehnen (oder Secanten) ac und 
bjbj, ab und be und a^bj einander auf der gemeinschaftlichen Sehne 

(oder Secante) der gegebenen Kreise Mj schneiden. Entsprechen- 
des fmdet in Eiicksicht auf den inneren Aehniichkeitspunct I statt. Also: 
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„Durcli je z-weiPaar potenzhaltender Puncte, welche in den 
Kre isen selbst (aber nicbt in einem und demselben Strable) liegen, 
werden in diesen Ereisen allemal zwei solche Sehnen (oder 
Secanten) bestimmt, welcbe einander in irgend einem Puncte 
ihrer gemeinschaftlichen Secante scbneiden.“ 


Drittes Kapitel. 

Losung aller geometrischen Aufgaben mittelst des Lineals, wenn ein fester 
Elreis gegeben ist. 


§ 18. 

1. Durch die in den beiden vorbergehenden Kapiteln entbaltenen 
Betrachtungen fiber Eigenscbaften der Figuren sind wir nun in Stand ge- 
setzt, dem eigentlicben Zwecke dieser Schrift, namlicli der Forderung: 
jjUlle geometrischen Aufgaben nur mittelst des Lineals zuldsen, 
wenn in der Ebene irgend ein fester Kreis gegeben ist“, zu ge- 
nfigen. Und zwar kommt es Merbei, wie schon Eingangs bemerkt wor- 
den (§ 1), hauptsachlich nnr auf die Losung der nacbstehenden acht Auf- 
gaben an. Die Beweisgriinde, auf welchen die Richtigkeit der zur Losung 
dieser Aufgaben angewendeten Constructionen berubt, werde icb, wenn 
sie in vorbergehenden Satzen entbalten sind, kurz andeuten, wenn sie 
aber in leicbten, allgemein bekannten Elementarsatzen besteben, mit 
Stillscbweigen fibergeben. 

n. Nebmen wir also an, es sei in der Ebene irgend ein gezeicbnet 
vorliegender Kreis, so wie dessen Mttelpunct, welcber fortan durch M 
bezeicbnet werden soil, gegeben, xmd es sei nur der Gebraucb des Lineals, 
um zwiscben gegebenen Puncten gerade Linien zu zieben, gestafctet; da- 
bei sei man jedocb berecbtigt, die gegenseitigen Durcbscbnittspuncte des 
Hiilfskreises M und beliebiger Gerader als unmittelbar gegeben anzuseben, 
so lassen sicb die in Rede stebenden Aufgaben, wie folgt, losen. 

Erste Aufgabe. 

„Mit irgend einer gegebenen Geraden, durcb jeden belie- 
bigen Punct eine Parallele zu zieben. 

a) Wenn die gegebene Gerade durcb den Mittelpunct des 
Hiilfskreises gebt, wie etwa aMb (Fig. 19). — In diesem Falle bat 
man in der Geraden unmittelbar drei Puncte, namlicb die zwei Puncte a 
und 5, in welcben sie den Kreis scbneidet, und den Mittelpunct M des 
letztereu, wo von der eine, namlicb in der Mitte zwiscben den zwei 

32* 
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ubrigen liegt, so dass durch deren Hulfe sofort nach (§ 6, I) duich. jedeii 
beliebigen Punct mit ah eine Parallele gezogen -werden kam. 

h) Wenn die gegebene Gerade den Hulfskreis schneidet, 
aber nicht durch seinen Mittelpunct geht, wie etwa cd. — Ziehe 
aus den Schnittpuncten c, d durch den Mittelpunct M des Kreises die 
Durchmesser cMc^, dMd^ , so bestirnmen deren andere Endpuncte Cj, d, 
eine Sehne c^d^, welehe mit der gegebenen cd parallel ist, und durch 
deren Hiilfe also sofort der Aufgabe geniigt werden kann (§ 6, III). 

c) "Wenn die gegebene Gerade beliebige Lage hat, wie etwa 
die Gerade ef. — 1. Ziehe aus einem willkiirlichen Puncte der gege- 
benen Geraden, etwa aus g, den Durchmesser abg, lege durch einen be- 
liebigen Punct c der Kreislinie die Sehne cde mit ab parallel (a), ziehe 
sofort die Durchmesser cMt\, dMd^ und durch ihre Endpuncte c^, die 
Gerade d^c^f, so hat man in der gegebenen Geraden drei Puncte e, g, /, 
wovon offenbar der eine, g, gleich weit von den zwei ubrigen entfernt isi. 
so dass man sofort durch jeden beliebigen Punct mit dieser Geraden eine 
Parallele ziehen kann (§ 6, I). — Oder 2. Ziehe aus zwei beliebigen 
Puncten A, i der gegebenen Geraden die Durchmesser idd^ und durch 
deren Endpuncte die parallelen Sehnen ede, d^c^f, die der Geraden in den 
Puncten e, f begegnen; aus diesen Puncten ziehe ferner die Dm'ch- 
messer eMe^, fMf^, welehe jene Sehnen in e^, f\ schneiden, so wird die 
Gerade der gegebenen Geraden ef parallel sein, und man kann 
sofort durch jeden beliebigen Punct mit der letzteren eine Parallele legen 
(§6, III). 

Anmerkung. 1) Der dritte Fall (c) ist allgemein, er umfasst auch 
die beiden vorhergehenden Falle, so wie auch den besonderen Fall, wo 
die gegebene Gerade den Kreis beriihrt. 

2) Sollten mit mehreren gegebenen Geraden durch gegebene Puncte 
Parallele gezogen werden, so wiirde man am zweekmassigsten verfahren. 
wenu man irgend einen Durchmesser ab und sofort zwei gleichweit von 
ihm abstehende und mit ihm parallele Sehnen cd, cfl^ zoge, well alsdami 
diese drei Parallelen offenbar in jeder Geraden (mit welcher sie nicht etwa 
zufaUig parallel waren) drei Puncte, wie etwa e, g und f, bestimmten, 
wovon der eine, g, in der Mitte zwischen den zwei ubiigen lage. 

Zweite Aufgabe, 

„Wenn in einer Geraden irgend eine begrenzte Strecke ge- 
geben ist, so soli man a) eine andere Strecke finden, welehe 
ein gegebenes Yielfaches von jener ist; oder b) die gegebene 
Strecke in irgend eine gegebene Anzahl gleicher Theile theilen; 
Oder endlich c) eine andere Strecke finden, welehe zu der gege- 
benen irgend ein gegebenes rationales Verhiiltniss hat.“ 
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Man zielie mit der gegebenen Geraden irgend eine Parallele (erste 
Aufgabe), so kann sofort die vorgelegte Aufgabe nach Anleitung von § 6, 
IV gelost werden. 

Dritte Aufgabe. 

„Auf eine gegebene Gerade durch irgend einen gegebenen 
Punct eine andere Gerade rechtwinklig zu ziehen.^^ 

A. Mittelst Paralleler. 

a. Wenn die gegebene Gerade irgend ein Durcbmesser des 
Hiilfskreises ist, wie etwa ah (Fig. 19). — Man ziehe irgend eine 
mit dem gegebenen Durcbmesser ah parallele Selme cd (§ 6, I), ziehe so- 
dann den Durcbmesser dMd^ und ferner die Sehne so wird diese zu 
dem gegebenen Durcbmesser ah rechtwinklig sein und von ihm im Puncte 
h gehalftet werden; man hat daher nur nothig, durch den gegebenen Punct 
mit der Sehne ckd^ eine Parallele zu ziehen (§ 6, I), um sofort der Auf- 
gabe zu geniigen. 

Um insbesondere denjenigen Durcbmesser zu finden, welcber auf dem 
gegebenen ah senkrecht steht, denke man sicb die Geraden ac^ hd ge^ 
zogen (nachdem man zuvor ed mit ah parallel gelegt bat), lege durch 
ihren Durchscbiiittspunct und durch den Mittelpunct M eine Gerade, so 
ist diese der verlangte Durcbmesser; ebenso scbneiden sicb die Geraden 
ad^, hc^ auf dem gesucbten Durcbmesser. 

b. Wenn die gegebene Gerade den Hiilfskreis schneidet, 
wie etwa cd, — Ziehe die Durcbmesser ec^, dd^ und sodann die Sebnen 
cd^y dcjy so werden diese letzteren zu der gegebenen Geraden cd recht- 
winklig und mitbin unter sicb parallel sein; daher wird der Aufgabe ge- 
nligt, wenn man durch den jedesmaligen gegebenen Punct mit jenen 
Sebnen eine Parallele ziebt (§ 6, III). 

c. Wenn die gegebene Gerade den Hiilfskreis nicht scbnei- 
det, wie etwa c/, — Ziehe irgend eine Sehne der gegebenen Geraden 
c/ parallel (1. Aufg.), es sei etwa dc^ eine solche Sehne, sodann ziehe die 
Durcbmesser dd^y c^c und dann weiter die Sebnen ccly d^c^y so sind diese 
zu der Sehne dc^ und mitbin auch zu der gegebenen Geraden ef senk- 
recht, also unter sicb parallel, und daher wird der Aufgabe sofort geniigt, 
wenn man durch den gegebenen Punct mit den Sebnen cdy d^c^ eine 
Parallele ziebt (§ 6, IH). 

Der gegebene Punct kann, wie leicbt zu seben, in alien drei Fallen 
(a), (b), (c) liegen, wo man will, in der gegebenen Geraden selbst, oder 
ausserhalb derselben. 

B. Mittelst harmonischer Eigenschaften. 

a. Wenn die gegebene Gerade Durcbmesser des Hiilfskreises 
ist, wie etwa ah (Fig. 20). — ol, Der gegebene Punct liege ausserhalb 
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des Hiilfskreises, wie etwa p. Ziehe durch den Punct p und durcli die 
Endpuncte des Durchmessers ah die Geraden pa, ph, die den Kreis zum 
zweiten Mai in c, d schneiden, und ziehe die Geraden ad, cb, die sich in 
irgend einem Puncte p^ schneiden, so wird die Gerade pp^ die verlangte 
sein. Denn da ach und adb rechte Winkel sind, so sind p^c und pd, in 
Hinsicht des Dreiecks pap^, zwei aus den Ecken auf die Gegenseiten ge- 
Mlte Lothe, und daher muss ah das aus der dritten Ecke auf die Gegen- 
seite gefallte Loth sein, weil alle drei Lothe sich in einem und demselben 
Puncte h schneiden mussen. Der Beweis folgt auch aus harmonischen 
Eigenschaften , zu welchem Ende man nur noch die Gerade csd ziehen 
muss (§ 10). Liegt insbesondere der gegebene Punct in dem gegebenen 
Durchmesser, "wie etwa r, so ziehe man durch ihn irgend etne den Kreis 
schneidende Gerade ref, ziehe weiter die Geraden ae und hf, af und he, 
die sich in den Puncten q, q^ schneiden, lege durch diese die Gerade qq,^, 
die den gegebenen Durchmesser ah in s trifft, lege durch diesen Punct 
s eine beliebige Secante csd, ziehe sofort die Geraden ac und dh, ad und 
ch, die sich in p^p^ schneiden, und ziehe endlich die Gerade so wird 
diese der Aufgabe genugen. Die Richtigkeit dieser Construction folgt aus 
§ 10, in und IV; namlich es ist zu bemerken, dass sqq^ die Harmoni- 
sche des Punctes r und prp^ die Harmonische des Punctes s ist u. s. w. 
— p. Der gegebene Punct liege innerhalb des Hiilfskreises, wie etwa q. 
Man ziehe die Geraden aq, hq, die den Kreis in / schneiden, ziehe 
weiter die Geraden af, he, die sich in q^ schneiden, so ist qq^ die ver- 
langte Gerade. Ist s der gegebene Punct, so ziehe man durch ihn eine 
beliebige Sehne csd und sodami die Geraden ac und dh, ad und ch, die 
sich in p,p^ schneiden, ziehe ferner die Gerade die den Durchmesser 
ah in r trifft, lege durch diesen Punct eine beliebige Secante ref und 
ziehe weiter die Geraden ae und hf, af und he, die sich in q, q^ schnei- 
den, so wird die Gerade qq^ der Forderung genugen, d. h. sie wird in 
dem gegebenen Puncte s auf dem gegebenen Durchmesser ah senkrecht 
stehen. Alles beruht auf ahnlichen Grunden, wie vorhin (a). 

b. Wenn die gegebene Gerade beliebige Lage hat, z. B. sie 
sei ppi (oder qqj. — Man suche ihren harmonischen Pol s (oder r) in 
Bezug auf den Hiilfskreis (§ 10, IV), ziehe den durch denselben gehenden 
Durchmesser Ms (oder Mr), so steht dieser auf der gegebenen Geraden 
PPj^ (oder qqj im Puncte r (oder s) senkrecht; man suche weiter zu diesem 
Puncte r die Harmonische xy, ziehe sofort yMz und ferner az, hoc, die 
sich in v schneiden, so wird der Durchmesser ^?Af der gegebenen Geraden 
pp^ (oder qqf) parallel sein, und man hat sofort nur auf ihn aus dem ge- 
gebenen Punct ein Loth zu fallen, nach (a), um der Aufgabe zu geniigen. 
Fiir die Gerade qq^ ist die Losung etwas einfacher, wie man leicht be- 
merken wird. 
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Vierte Aufgabe. 

„Durch einen gegebenen Punct eine Gerade zu zieben, die 
mit einer gegebenen Geraden einen Winkel einschliesst, wel- 
clier einem gegebenen Winkel gleicb ist/^ 

Es sei AmC (Fig. 21) der gegebene Winkel, EF die gegebene Gerade und 
etwa der gegebene Punct. — Man zielie die Durcbmesser cd den 
Scbenkeln des Winkels parallel (1. Aufg.), so dass Winkel aMc = AmCy 
und ferner den Durcbmesser ef der gegebenen Geraden EF parallel; sodann 
ziebe man weiter die Sebne ce und dm'cb a die Sebne ag mit ibr parallel, 
und ferner den Durcbmesser so ist Bogen ac = ge^ und mithin Winkel 
gMe = aMG-=AmC; dalier ziebe man endlich dui'ch den gegebenen 
Punct p mit dem Durcbmesser gMh eine Parallele pq (§ 6, I), so wird 
pqE (==gMe-=AmG) der verlangte Winkel sein. Zbge man die Sebne 
ae^ statt ce^ unb durcb c mit ibr eine parallele Sebne u. s. w., so wurde 
man den anderen Winkel erhalten, welcber ebenfalls der Aufgabe geniigt, 
und welcber nacli F bin, statt nacb E bin, gekehrt ware. 

Ebenso wdrd die Aufgabe gelost, wenn insbesondere der gegebene 
Punct in der gegebenen Geraden EF selbst liegt, wie etwa q^ d. h. wenn 
die gewbbnliclie Aufgabe gestellt wird: „An eine gegebene Gerade EF, 
in einem gegebenen Punct q, einen Winkel anzulegen, welcber einem der 
Grbsse und Lage nacb gegebenen Winkel A^iiC gleicb ist.‘^ 

Fiinfte Aufgabe. 

„Einen gegebenen Winkel a) zu balften, oder b) beliebig 
oft zu vervielfacben.^^ 

Fall a. Es sei AmC (Fig. 21) der gegebene Winkel. — Ziebe die 
Durcbmesser ab^ cd den Scbenkeln mAj mC des Winkels parallel, so dass 
Winkel aMc = AmC ist; ziebe sofort die Sebne ad (oder cb) und durcb 
den Scheitel des gegebenen Winkels die Gerade mn mit ad (oder cb) 
parallel, so wird mn den Winkel AmC balften. 

Fall b. Dieser Fall kann durcb Hiilfe der dritten Aufgabe nacb An- 
leitung von § 9 erledigt werden. Hier liesse er sicb iibrigens nocli auf 
andere Weise bewerkstelligen, dessen icb micb aber enthebe, weil er mb 
nicht als sebr wesentlicb erscbeint. 

Sechste Aufgabe. 

„An einen gegebenen Punct eine Gerade zu legen, welcbe 
einer der Grosse und Lage nacb gegebenen Geraden gleicb ist.“ 

Es sei (Fig. 22) die gegebene Gerade und etwa der ge- 

gebene Punct. Sollen viele Gerade zugleicb an den Punct gelegt 
werden, die der gegebenen Strecke gleicb sind, so scbeint das fol- 
gende Verfahren am zweckmassigsten zu sein. Zum leichteren Verstand- 
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niss ist jedoch zuvorderst nocli zu bemerken, dass die Endpuncte aller 
Geraden, welclie der Aufgabe genugen, offenbar in einem Kreise liegen, 
dessen Halbmesser der gegebenen Strecke gleich ist. Dieses leitet 

daher darauf, den Punct und den einen Endpunct der gegebenen Gera- 
den, etwa als Mittelpuncte zweier gleichen Kreise anzusehen, deren 
Radien namlicb der gegebenen Strecke gleich sind, um sodann durch 
die gegenseitige Beziehung der drei Kreise M, und zwar nament- 

lich durch ihre Aehnlichkeitspuncte, die Mittel zu finden, durch deren 
Hiilfe der vorgelegten Aufgabe geniigt werden kann. Zu diesem Endzweck 
stelle man sich unter und und /p A und / beziehlich die Aehn- 
lichkeitspuncte der Kreispaare M und , M und und vor. 

Da die Kreise Afp gleich sind, so liegt ihr innerer Aehnlichkeitspunct 
I in der Mitte zwischen ihi'en Mittelpuncten ilir ausserer 

Aehnlichkeitspunct A ist unendlich entfernt (§ 12, I, 7); es mussen daher 
die Aehniichkeitsstrahlen A^A^IA], mit der Axe parallel 

sein (§ 13, 1, 4). Hiernach kann die vorgelegte Aufgabe, wie folgt, gelost 
werden: 

Man ziehe die Geraden MM^, A/Afg und A^A^; ziehe ferner den 
Durchmesser ah parallel der gegebenen Geraden und sodann die 

Geraden welche Af^Af in A.^^ schneiden; hierauf ziehe 

man weiter durch den Punct A^ mit parallel die Gerade A^A^^ 

die AfgAf in A^ begegnet, und ziehe ferner die Gerade welche 

A/jA/g in I trifft, und endlich die Gerade lA^^ welche MM^ in 
schneidet*), so sind alsdann die Puncte J-p die Aehnlichkeitspuncte 
zweier Kreise AiJ AX, wovon der letztere die gegebene Strecke AJ^a^ zum 
Halbmesser hat 

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun leicht, an den Punct A^ so 
viele Gerade anzutragen, als man will, die der gegebenen Strecke 
gleich sind. Denn zieht man im Hiilfskreise irgend einen Durchmesser, 
wie z. B. ah (welcher aber nicht mit parallel zu sein braucht), ver- 
bindet seine Endpuncte a, b mit den Puncten A^^ dui'ch Gerade A^^a 
und 6/j, A^b und al^, so schneiden sich diese in zwei Puncten 6.,, 
wovon jeder um die gegebene Lange von dem gegebenen Puncte 
absteht, und zwar liegen diese drei Puncte ag, Af^, X, in einer Geraden 
(§ 12, HI). _ 

Ist aber die Richtung der anzutragenden Geraden, gegeben, ist z. B. 
eine durch gehende Gerade gegeben, in welcher sie liegen soli, oder 

Um die Puncte Aj, zu finden, kann man auch zufolge der obigen Vorberei- 
tung statt durcb die Grerade ^ 2 ^ 1 ? durch X die Gerade mit parallel 

ziehen, wo man sofort durch die Gerade den Punct 1 und durch die Gerade 
den Punct erhalt; oder man kann drittens zuerst die Mitte I der Geraden 
suchen (2.Aufg.) und dann mittelst der Geraden //j, lA^ die Puncte A^^ finden. 
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ist irgend eine Geracle gegeben, welcher sie parallel sein soil, so muss 
man zuerst den mit dieser Geraden parallelen Durchmesser des Hiilfs- 
kreises M zieben (1. Aufg.) und sodann ebenso verfahren wie vorMn. 

Siebente Aufgabe. 

„Die gegenseitigen Durchschnittspuncte einer gegebenen 
Geraden und eines der Grosse und Lage nach gegebenen Kreises 
(welcher aber nicht gezeichnet Torliegt) zu finden.“ 

Es sei (Fig. 23) die gegebene Gerade, der Mittelpunct und 
etwa der Radius des gegebenen Kreises. 

Die vorgelegte Aufgabe kann dadurch gelost werden, dass man die 
Aehnlichkeitspuncte A, I der zwei Kreise construirt und sodann 

diejenige Gerade G sucht, welche zu dem Hiilfskreise 1/, in Ansehung 
des einen oder anderen Aehnlichkeitspunctes, ahnliche Lage hat wie die 
gegebene Gerade G^ zu dem Kreise ; denn alsdann imissen die Durch- 
schnittspuncte g, h der ersteren ((? und M) den Durchschnittspuncten 
der letzteren {G^ und AfJ entsprechen oder mit ihnen ahnlich- 
liegende Puncte sein, so dass diese (^j, mittelst jener (^, K) sofort 
gefunden werden. Dieses alles geschieht aber, wie folgt: 

Man ziehe den Durchmesser ab mit dem gegebenen Radius 
parallel, ziehe ferner die Axe MM^ nebst den Geraden welche 

die Axe in den Aehnlichkeitspuncten A, I schneiden (§ 12, I). Man ver- 
langere den Radius bis er die gegebene Gerade G^ in trifft, und 
ziehe sodann den Strahl Ac^-^ der dem Durchmesser ab in c begegnet, so 
sind c und zwei ahnlichliegende Puncte, in Bezug auf den ausseren 
Aehnlichkeitspunct A (weil aM, ahnlichliegende Gerade sind (§ 11)). 
Nun ziehe man ferner im Hiilfskreise einen beliebigen Durchmesser de^ 
lege die Geraden Ae^ cllj die sich in schneiden (oder die Geraden Ad^ 
el, die sich in d^ schneiden), ziehe den Durchmesser (oder 
der jenem de entspricht, also mit ihm parallel ist, und der die Gerade 
in f\ schneidet, und ziehe endlich den Strahl welcher dem Durch- 
messer deinf begegnet, so sind /und ebenfalls ahnlichliegende Puncte 
in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A. Daher sind die Geraden ef, 
oder G, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A, ahnlichliegend (§ 11, 1), 
und ebenso die Puncte ^ und Aund in welchen sie die zugehorigen 
Kreise M, A/ schneiden. Man ziehe demnach weiter die Gerade cf, die 
den Kreis M m g, h schneidet, und sodann die Strahlen Ag, Ah, so 
trefifen diese die gegebene Gerade G^ in den in der Aufgabe verlangten 
Puncten g^, 

Anmerkung. 1. In Hinsicht der gegenseitigen Lage des Kreises 
M und der Geraden G sind drei Falle moglich, namlich entweder 1) schnei- 
den sie sich in zwei Puncten, oder 2) sie beruhren sich in einem Puncte, 
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Oder 3) sie treffen einander gar niclit; in jedem dieser drei Fffle findet 
dann offenbar in Hinsicht der gegenseitigen Lage des gegebenen Kreises 

und der gegebenen Geraden ein Gleiclies statt. 

2. Ware der Radius zufallig mit der gegebenen Geraden (?j 

parallel, so wiirde der Punct iinendlich • entfernt liegen, und alsdann 
ware es bequemer, statt seiner irgend einen anderen Punct in der Con- 
struction zLi gebrauclien, der namlich auf dieselbe Weise, wie der Punct 
t\ liervorgebraclit und benutzt wiirde. Bei Anwendungen auf dem Felde 
wiirde zur Bequemliclikeit auch sclion in dem Falle ein anderer Punct zu 
Hiilfe genonimen werden, wenn nur der Punct sehr entfernt lage, d. h. 
sclion wenn die Geraden und einen sehr spitzen Winkel bildeten. 

3. So wie man durcli Hiilfe des ausseren Aehnlichkeitspunctes A 
die zur Losimg der Aufgabe notliige Gerade oder Sehne gh^ construirt 
liat, ebenso kann man mittelst des inneren Aehnliclikeitspunctes I eine 
Gerade H liervorbringen, die in Bezug auf denselben der gegebenen Gera- 
den (tj entspricht, und wo man alsdann mittelst zweier durcli I (und durcli 
die Durclischnittspuncte der Geraden H und des Hiilfskreises die namlich 
die anderen Endpuncte der durch g^ h gehenden Durchmesser des Kreises 
M sind (§12,111)) gehenden Strahlen die namlichen gesuchten Puncte 

Aj findet, wie dort, Kamen daher bei einem practischen Falle, etwa auf 
dem Felde, Hindernisse vor, ware z. B. die gegebene Gerade nicht 
iiberall zuganglich, sondern ware sie nur durch zwei Puncte, etwa durch 
c\ und gegeben, die so lagen, dass man nicht von dem einen bis zu 
dem anderen hinsehen konnte, so wiirde man auf die angegebene Weise 
beide Aehnlichkeitspuncte A und / zugleich benutzen, um jeden der bei- 
den gesuchten Puncte Aj als Durchschnittspunct zweier Strahlen, wo von 
der eine durch A und der andere dm'ch I ginge, zu erhalten. In diesem 
Falle miisste aber der Gang der Auflosung etwas geandert werden. Nam- 
lich man wiirde zuerst durch die gegebenen Puncte Cj, /\ die Durch- 
messer Cji/, , ziehen, ferner mit diesen parallel die Durchmesser 

aby cle, und dann ware von da an das Weitere wie zuvor. 

4. Wenn der gegebene Radius insbesondere in der Axe MM^ 
lage, z. B. wenn er ware, wie miisste dann bei der Losung verfahren 
werden? Ein ahnlicher besonderer Fall kann bei der vorhergehenden Auf- 
gabe eintreten, wenn namlich die daselbst gegebene Strecke in der 
Richtong irgend eines Durchmessers des Hiilfskreises M liegt, und Aehn- 
liches kann ferner bei der nachfolgenden Aufgabe (8. Aufg.) stattfinden. 
Die Losung dieser besonderen Falle wird den Liebhabern zur Selbstiibung 
iiberlassen. 

Achte Aufgabe. 

„Die gegenseitigen Durchschnittspuncte zweier gegebenen 
Kreise zu finden.^ » 
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Erster Fall, Wenn der eine Kreis gezeichnet vorliegt, namlich wenn 
er der Hiilfskreis M selbst ist, und der andere Kreis nur der Grosse imd 
Lage nach gegeben ist. Es sei z. B. (Fig. 18) der Mittelpunct imd 
der gegebene Radius des zweiten Kreises. 

Bei der Losung dieses Falles kommt es offenbar darauf an, die ge- 
meinschaftliche Secante der zwei Kreise zu finden, weil diese sodann auf 
dem Hiilfskreise unmittelbar die gesucliten Puncte r, § giebt. Dieses kann 
zufolge § 17 unter anderen auf nachsteliende Weise gescbehen: 

Man ziehe im Hiilfskreise M den Durclimesser be dem gegebenen 
Radius i.^bj parallel, zielie ferner die Axe MM^ nebst den Geraden b^b, 
bjC, die jener in den Aelinlichkeitspuncten I begegnen und den Kreis 
M zum zweiten Mai in a, e sclineiden; nun ziehe man weiter den Strahl 
Az^ der den Kreis M zum zweiten Mai in b und den verlangerten Radius 
bjATi in triiffc, welcher letztere Punct zugleich im Kreise Regt; so- 

dann ziehe man den Durchmesser af und sofort die Gerade die dem 
Strahle J-b^ im Puncte begegnet, welcher zugleich dem Kreise ange- 
hbrt (§ 12, III), so sind alsdann sowohl die zwei Puncte a und b^, als b und 
Uj, als b und q potenzhaltende Puncte in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punct A (§ 17, 1); zieht man daher weiter die zwei Paar Sehnen ab und 
bjCi (diese verlangert), bb und Ujq, welche sich in p, q schneiden, und 
zieht endlich die Gerade pq, so ist diese die gemeinschaftliche Secante 
der gegebenen Kreise (§ 17, 11) und schneidet den Hulfskreis M in den 
in der Aufgabe geforderten Puncten r, 

Anmerkung. 1. Wiirde ausser den vorausgesetzten Beschrankungen 
der Hiilfsmittel noch .die Bedingung hinzugefugt, man solle von dem Kreise 
ausser dem Puncte b^ (und dem Mittelpuncte i/J keinen anderen 
Punct benutzen, ware dies etwa durch irgend obwaltende Hindernisse be- 
dingt, so kbnnte man der Aufgabe mittelst des anderen Kreises M allein auch, 
wie folgt, geniigen. Nachdem man auf dieselbe Weise wie vorhin mittelst 
der Geraden b^b, b^c die Aehnlichkeitspuncte A, /, so wie die Schnitt- 
puncte a, e gefunden hatte, fande man mittelst des Strahles Ac den 
Punct b und mittelst des Strahles b/ den Punct g; sodann mittelst der 
Sehnen ab und eg den Punct p und mittelst der Sehnen ag und be den 
Punct t; alsdann lagen diese Puncte p, t in der gemeinschaftlichen Se- 
cante der beiden gegebenen Kreise My A^. Die Griinde, auf welcheii 
die Richtigkeit dieses Yerfahrens beruht, sind leicht aufzufindcn (2. Kapitel). 

2. Wenn die gefundene Gerade pq den Eieis M nur beriihrt, oder 
ihn gar nicht trifft, so zeigt dies an, dass auch der Kreis ihn be- 
riihrt, oder ihn gar nicht trifft. 

Zweiter Fall. Wenn die zwei Kreise bloss der Grosse und Lage 
nach gegeben sind. Es seien z. B. M^y (Fig. 24) die Mittelpuncte und 
etwa M^a^y die Radien der zwei gegebenen Kreise. 
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Dieser Fall kann unter anderen dadurch geldst werden, dass man 
die geineinscliaftliche Secante der beiden gegebenen Kreise constmirt und 
sodann die gegenseitigen Durcliscimittspuncte dieser Secante und eines 
der beiden Kreise sncbt. Dieses kann z. B., wie folgt, gescbehen: 

Man ziehe iin Hiilfskreise M die Durchmesser ab^ cd den gegebenen 
Radieii parallel und suche sofort die Aehnlichkeitspuncte 

und und der Kreispaare ii/ und M und Hierauf con- 

struire man durch Hiilfe der Aehnlichkeitspuncte A^ und den mit cd 
und also anch mit parallelen Dmxhmesser (\d^ des Kreises (§ 12, 
III) und bestimme gleicherweise den zweiten Endpunct d^ des Durch- 
messers ciK,. Sodann ziehe man die Geraden d^d^^ welche den 
Radius in schneiden, und ziehe ferner die Strahlen A^e^^ -^ 2/1 ? 
welche dem Durchmesser uMh in e, f begegnen, und wo e und f und 
f\ ahnlichliegende Pimcte zu den Kreisen in Bezug auf den Aehn- 

lichkeitspunct sind. Man ziehe weiter die Geraden ce^ df^ welche den 
Hiilfskreis M (zum zweiten Mai) in h schneiden, und lege sofort die 
Strahlen A^g und A.Ji, A^g und AJi^ welche den Geraden d^d^ be- 
ziehlich in den Pimcten g^ und \ , ^2 und \ begegnen, so liegen diese 
Puncte zugleich auf den Kreisen 1/^ und zwar sind sowohl c^ und 
g^y als g^ und als cl^ und als und g^ potenzhaltende Puncte 
derselben in Bezug auf ihi'en ausseren Aehnlichkeitspunct (A), Denkt 
man sich also weiter die Sehnen (gfij, iyJh) g^zogen (urn die Figur 
nicht zu liberfiillen, sind diese und einige folgende Linien nicht wirk- 
lich gezogen worden), bezeichnet die Puncte, ‘in welchen sie beziehlich 
die Durchmesser c^d^ schneiden, durch p, q und zieht endlich die 
Gerade (pq), so ist diese die geineinscliaftliche Secante der Kreise M^j 
(§ 17, II), und es ist somit die vorgelegte Aufgabe auf die vorhergehende 
(7. Aufg.) zuriiokgebracht, indem man nunmehr nur noch die gegenseitigen 
Durchschnittspuncte der Geraden (pq) und eines der beiden Kreise, etwa 
des Kreises zu finden nothig hat. Dieses kann aber mittelst der 
bereits vorhandenen Hiilfslinien sehr leicht geschehen. Namlich man ziehe 
die Strahlen (^ 2 p), (Agq), nenne die Puncte, in welchen sie der Sehne 
(gh) und dem Durchmesser cd beziehlich begegnen (jp), (q)] ziehe weiter 
die Gerade (|^g'), nenne die Puncte, in welchen sie den Hiilfskreis M 
schneidet (?"), (s) und ziehe endlich die Strahlen (^ 2 ^') 5 (^ 2 ^? wer- 
den diese die Gerade (pq) in den der Aufgabe geniigenden Puncten r, ^ 
treffen. 

Mehi*ere andere Aufldsungsarten der vorliegenden Aufgabe iibergehe 
ich hier, weil keine einfacher ist, als die eben beendigte. Die eine be- 
steht z. B. darin, dass man die Linien der gleichen Potenzen (oder ge- 
meinschaftlichen Secanten) der Kreispaare M und , M und sucht 
( 1 . Fall) und aus ihrem Durchschnittspuncte (q) auf die Axe ein 
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Loth fallt, welches alsdann die geineinschaftliche Secante der Kreise 
ist, u. s. w. 


§ 19 . 

Schlussbemerknng. 

Dass nunmehr alle geometrischen Aufgaben, im engeren Sinne ge- 
nommen, sich in der That durch Hulfe der vorhergehenden acht Auf- 
gahen (§ 18) behancleln lassen, das heisst, dass ihre Auflosung in einer 
geringeren oder grosseren Zusammensetzung und Wiederholung der fur 
diese gegebenen Constructionen besteht, wie verwickelt sie auch immerhin 
scheinen mogen, ist leicht einzusehen, so dass also der Zweck dieser Ar- 
beit jetzt als erreicht zu betrachten ist. Die Mdglichkeit dieser Behand- 
lung griindet sich vornehmlich auf die vorstehende siebente und achte 
Aufgabe, indein namlich, wie schon im Eingange bemerkt worden, bei 
der gewohnlichen Geonietrie die meisten und schwierigsten Aufgaben bloss 
mittelst dieser beiden gelost werden. Wollte man aber in der That alle 
geometrischen Aufgaben nach der gegenwartigen Methode, und zwar auf 
die mdglichst einfachste Art losen, so duifte man natiiiiicherweise bei 
zusammengesetzten Constructionen nicht Schritt fiir Schritt dem Verfahren 
folgen, welches gewohnlich angewendet wird, wenn der freie Gebrauch 
beider Instrumente, des Zirkels und des Lineals, gestattet ist, sondern 
man miisste vielmehr darauf bedacht sein, die Auflosungen so viel wie 
mbglich fur die hier erlaubten Hiilfsmittel einfach und bequem zu machen. 
In dieser Hinsicht sind die obigen sechs ersten Aufgaben selbst als we- 
sentliche Beispiele zu betrachten. Ausserdem zeigen die vorstehenden 
Aufgaben insgesammt, dass es auch liierbei, wie denn in der Geometrie 
iiberhaupt, vornelimlich darauf ankommt, die Eigenschaften der Ab- 
hangigkeit der Eiguren von einander genauer zu erforschen. — 
Insbesondere will ich hier nur noch bemerken, dass z. B. bei solchen Auf- 
gaben, wo veiiangt wird: „einem bloss der Grosse und Lage nach gege- 
benen Kreise (oder auch einem bloss dm'ch irgend di'ei Bedingungen 
bestimmten Kreise JfJ, ein regelmassiges Vieleck ein- oder umzuschreiben'^'^, 
man unter anderen so verfahren kann, dass man dieselbe Aufgabe vorerst 
fiir den gegebenen Hulfskreis M lost und sodann das gefundene Vieleck, 
mittelst der zu den Kreisen gehorenden Aehnlichkeitspuncte A und I auf 
den Kreis projicirt u. s. w.; wozu die obigen Constructionen hin- 
reichende Anleitung geben. 

Bei dieser Gelegenheit fuge ich noch folgende Bemerkung hinzu: 

Es scheint, dass man im Allgemeinen bis jetzt noch zu wenig Sorg- 
falt auf die geometrischen Constructionen verwendet habe. Die herge- 
brachte von den Alten uns uberlieferte Weise, wonach man namlich Auf- 
gaben als gelost betrachtet, sobald nachgewiesen worden, dui'ch welche 
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Mittel sie sicli auf andere vorher betrachtete zumckfiihren lassen, ist 
der ricMigen Beurtheilung dessen, was ihre vollstandige Losung erlieischt, 
sehr bmclerlich.. So gescHeht es denn aucli, dass auf diese Weise baufig 
Constractionen angegeben werden, die, wenn man in die Nothwendigkeit 
versetzt ware, alles, was sie einscUiessen, wirklich und genau auszu- 
fdhren, bald aufgegeben wurden, indem man dadurch sich gewiss bald 
liberzeugen miisste, dass es eine ganz andere Sacbe sei, die Constractionen 
in der That, d. h. mit den Instrumenten in der Hand, oder, um mich 
des Ausdrucks zu bedienen, bloss mittelst der Zunge anszafubren *). Es 
iasst sich gar leicht sagen: ich thue das, und dann das, und dann jenes; 
allein die Schwierigkeit, und man kann in gewissen Ffflen sagen, die 
Unmoglichkeit, Constractionen, welche in einem hohen Grade zusammen- 
gesetzt sind, wirklich zu vollenden, verlangt, dass man bei einer yorge- 
legten Aufgabe genau erwage, welches von den yerschiedenen Verfahren 
bei der ganzlichen Ausfuhrung das einfachste, oder welches unter beson- 
deren Umstanden das zweckmassigste sei, und wie viel von dem, was die 
Zunge etwas leichtfertig ausfiihrt, zu umgehen sei, wenn- es darauf an- 
kommt, alle uberflussige Miihe zu sparen, oder die grbsste Genauigkeit zu 
erreichen, oder den Plan (das Papier), worauf gezeichnet wird, mogliclist 
zu schonen, u. s. w. Es kame also mit einem Worte darauf an: 5 ,zu 
untersuchen, auf welche Weise jede geometrische Aufgabe 
theoretisch oder practisch am einfachsten, genauesten oder 
sichersten construirt werden konne, und zwar 1) welches im All- 
gemeinen, 2) welches bei beschrankten Hulfsmitteln und 3) wel- 
ches bei obwaltenden Hindernissen das zweckmassigste Ver- 
fahren sei.‘^ Diese Untersuchung wiirde also auch sowohl die MascJie- 
^(m^’sche als die gegenwartige Constructions -Methode umfassen, und es 
wiirde alsdann eine Vergleichung aller Methoden mit einander eine rich- 
tige Kenntniss der Sache gewahren und gewiss nicht ohne Interesse fiir 
die Wissenschaft selbst sein. Dass die vorhergehenden Aufgaben etwas 
lang scheinen mogen, darf deshalb nicht von der gegenwMgen Methode 
abschrecken; denn wenn man, wie schon gesagt worden, in der gewohn- 
lichen Geometrie ebenso alles, was zur Construction einer zusammenge- 
setzten Aufgabe erforderlich ist, wirklich ausfiihrt, so wird man bald sehen, 
dass auch da Vieles gar nicht so einfach ist, als es scheint, wenn die Ge- 
schafte bloss mit Worten abgemacht werden. Auch habe ich mich be- 
reits iiberzeugt, dass man auf dem gegenwMgen Wege, und zwar bei 
anscheinend schweren Aufgaben, sogar zu solchen einfachen Auflosungen 

*) Ich brauche hierbei z. B. nur an die friihere Construction desjenigen Kreises, 
welcher drei gegebene Kreise beriihren soli, zu erinnern. Und dass selbst beim ge- 
gewohnlichen Schulunterrichte bei viel einfacheren Aufgaben ahnliche Beispiele vor- 
kommen, davon wird sich jeder aufmerksame Lehrer leicht iiberzeugen kbnnen. 
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gelangt, welche mit alien beliebigen Hiilfsmitteln weder kiirzer nocli be- 
quemer gemacbt werden konnen, wie dies namentlich durcli die nachfol- 
genden Beispiele bestatigt werden wird. 


Anhang. 

Vermischte Aufgaben, nebst Andeutung ihrer Losung mittelst des Lineals 
und eines festen Kreises. 


§ 20 . 

TJm zu zeigen, wie einfach sich manche anscheinend schwierige Auf- 
gaben bloss mittelst des Lineals losen lassen, wenn in der Ebene irgend 
ein fester Kxeis M gegeben ist, fiige ich Mer nocli einige zweckmassige 
Beispiele bei. Die Griinde, auf welchen einige der dabei angedeuteten 
Auflosungen beruhen, findet man im ersten Theil der „ Systematisclien 
Entwickelung etc/^"^), und die, auf welchen die iibrigen beruhen, werden 
in den spateren Theilen desselben Werkes entwickelt werden. Ausserdem 
wird dasselbe Werk nocli viele andere Aufgaben dieser Art enthalten, 
wie namentlich im ersten Theil schon mehrere vorkommen, welche alle 
Mer zu wiederholen mir jedoch unnotMg schien. — 

In Betreff der nachfolgenden Auflosungen muss ich nocli beyorworten, 
dass der Leser, falls es ihm darum zu thun sein sollte, die bescMiebenen 
Constructionen auf dem Papiere wirklich zu sehen, sich, nach Anleitung 
der Auflosung, die jedesmaligen erforderlichen Bilder (Figuren) selber 
zeichnen mdge. 

Aufgabel. 

„Wenn in einer Ebene zwei beliebige Dreiecke gegeben sind, 
so soil man ein drittes finden, welches zugleicli dem ersten um- 
und dem zweiten eingeschrieben ist.“ 

Es seien die Eckpuncte des ersten, und A, Aj, die 

Seiten, und zwar die unbegrenzt verlangerten Seiten des zweiten Dreiecks. 

Man nehme in A einen wiUkurliclien Punct a an, ziehe den Strahl 
aJ3^ der die Gerade (beide genugsam verlangert) in einem Puncte aj 
trifft, ziehe sofort den Strahl der A^ in einem Puncte schneidet, 

und ziehe endlich den Strahl welcher A in einem Puncte a be- 

gegnet. Nun hat die Aufgabe offenbar keinen anderen Zweck, als den 
ersten Punct a so zu bestimmen, dass der zuletzt erhaltene Punct a mit 
ihm zusammenfMlt, indem in diesem Falle das Dreieck aa^aga der Auf- 
gabe gentigt. Da aber im Allgemeinen dieses Zusammenfallen nicht statt- 
findet, sondern a und a zwei yerschiedene , aber yon einander abhangige, 


*) Cf. S. 229—460 dieser Ausgabe. 
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einander entsprechende Puncte sein Averden, so suche man ahnliclierweise 
zu zwei anderen, beliebig angenommenen Puncten b, c in der Geraden 
die ibnen entspreclienden Puncte p, 7 in der namliclien Geraden. Sodann 
nehme man im Umfange des Hiilfskreises M irgend einen Punct F an 
mid ziebe die Stralilen Fa und Pa, Fb und Pp, Pc nnd Py, die den 
Kreis (zum zweiten Mai) bezielilich in den Puncten a und a^, b und 
c und schneiden; eines dieser Punctepaare, z. B. das erste, verbinde 
man kreuzweise mit jedem der iibrigen, d. h. man zielie die Geraden 
und die sich in einem Puncte p, sowie die Geraden a\ und a^c, die 
sicli in einem Puncte q sclineiden, ziebe weiter die Gerade pq, die den 
Kreis M iin Allgemeinen in zwei Puncten r, s schneidet , und ziebe end- 
licb die Strahlen Pr, Ps, so werden diese die Seite (oder Gerade) A in 
denjenigen Puncten r, §> treffen, in welcben allein und in der That die 
Ecke des zu bescbreibenden Dreiecks liegen muss, so dass also dieses 
somit gefunden ist Demnacb giebt es im Allgemeinen zwei Dreiecke 
riyr^r, woven jedes der vorgelegten Aufgabe Geniige leistet. Wenn 

aber insbesondere die Gerade pq den Kreis nur berubrt, so giebt es nur 
ein, und wenn sie ibn gar nicbt trifft, so giebt es gar kein Dreieck, 
welches die Bedingungen der Aufgabe erfiillt. 

Annierkung. Ganz ebenso wird die Aufgabe gelbst, wenn statt der 
Dreiecke beliebige Vierecke oder Funfecke u. s. w. gesetzt werden. 

Aufgabe 2. 

„Die gegenseitigen Durcbscbnittspuncte eiuer gegebenen 
Geraden und eines bloss durcb 

a) fiinf Puncte, oder 

b) fiinf Tange nten 

gegebenen (also nicbt gezeiclmet vorliegenden) Kegels chnittes zu 
finden.^^ 

Fall a. Es beisse die Gerade Ay und die fiinf Puncte des Kegel- 
scbnittes P, SI, 33, (S. — Aus irgend zAveien der fiinf Puncte, etwa 
aus By P^, ziebe man Strablen durcb die drei iibrigen, also die Strableu 
P2l und PjSl, P33 und P^SS, P(S und PjS, und nenne die Puncte, in 
welcben sie (genugsam verlangert) der Geraden A begegnen, bezieblicb a 
und a, b und p, c und y. Mittelst dieser drei Punctepaare sucbe man 
sofort, genau auf dieselbe Weise wie bei der vorbergebenden Auflosung 
(Aufg. 1 ), also durcb Benutzung des Hiilfskreises My in der Geraden A 
die zwei Puncte r, so sind diese die verlangten Schnittpuncte. Trifft 
die Gerade pq, welcbe man durcb die weitere Construction findet, den 
Hiilfskreis M nicbt, so schneiden die gegebene Gerade nnd der Kegel- 
scbnitt einander aucb nicbt; beriihren sicb jene, so berubren sich auch 
diese, so dass in diesem Falle die Puncte r und ^ zusainmenfallen. 
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Fall b. Dieser Fall lasst sicb leicM auf den ersten bringen, indem. 
man namlicb mittelst des Lineals allein die fiinf Puncte finden kann, in 
welchen der Kegelschnitt von den gegebenen fiinf Tangenten beriihrt wird. 
(Abhangigk. geom. Gestalten, L Till. S. 152.)*) 

A u f g a b e 3. 

^Diejenigen Geraden zu finden, welclie durcli einen gege- 
benen Punct gelien und einen nur durcli 

a) fiinf Tangenten, Oder 

b) fiinf Puncte 

gegebenen Kegelscbnitt beriibren." 

Fall a. Es keisse der gegebene Punct B und die fiinf gegebenen 
Tangenten des Eegelschnittes 31, 35, 6. Man bezeicbne die Puncte, 

in welchen A imd A^ von 31, 33, S geschnitten werden, beziehlich durcli 
a und b und b^, c und q. Man ziehe die Strahlen B\^ jBq 
und nenne die Puncte, in welchen sie die Gerade A treffen, beziehlich a, 
p, Y. Hierauf suche man auf gleiche Weise wie bei den beiden vorher- 
gehenden Aufgaben mittelst der drei Punctepaare a und a, b und p, c 
und Y und des Hiilfskreises M in der Geraden A die zwei Puncte r, § 
und ziehe sofort die Geraden Bx^ so werden diese, und zwar diese 
allein, der Forderung der Aufgabe geniigen. Wenn die Gerade pg, welche 
dui'ch die weitere Construction gefunden wird (siehe Aufg. 1), den Hiilfs- 
kreis M nicht schneidet, so zeigt dies an, dass der gegebene Punct B 
innerhalb des Eegelschnittes liegt, und mithin die Auflosung der Aufgabe 
unmdglich ist; und wenn jene Gerade den Ereis beriihrt, so zeigt dies an, 
dass der Punct im Eegelschnitte selbst liegt, und mithin nur eine einzige 
Gerade (in der sich zwei vereinigt haben) der Aufgabe geniigen kann. 

Fall b. Dieser Fall kann auf entsprechende Weise auf den ersten 
(a) gebracht werden, wie solches bei der vorigen Aufgabe (2) stattfand, 
woriiber ebenfalls an dem daselbst angefdhrten Orte das Nahere zu fin- 
den ist. 

Aufgabe 4. 

„Wenn von einem Eegelschnitte vier Puncte und eine Tan- 
gente gegeben sind, so soil man den Punct finden, in welchem 
die letztere vom Eegelschnitte beriihrt wird.^^ 

I. Es heisse die gegebene Gerade A und die vier gegebenen Puncte 
31, 33, 6, £). Man ziehe durch diese Puncte drei Paar Gerade, namlich 
3133 und (5®, 3t(S und* 3325, SI® und 336, nenne die Puncte, in welchen 
sie der Geraden A begegnen, beziehlich a und a, b und p, c und y und 
suche sofort auf dieselbe Weise, wie bei den vorhergehenden Aufgaben, in 

Of. S. 341 dieser Ausgabe. 
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der Geraden A die Puncte r und so wird jeder von diesen der vorge- 
legten Aufgabe geniigen, so dass es also im Allgemeinen zwei Kegel- 
schnitte giebt, von' denen jeder durch die vier gegebenen Puncte geht und 
die gegebene Gerade beriilxrt. Die Merkmale, woran man ertennt, ob die 
Aufgabe in der That zv/'ei, oder nur eine, oder gar keine Auflosung 
zulasst (d. h. ob 2 , oder nur 1 , oder kein Kegelschnitt moglich sei), sind 
die namliclien, wie bei den vorhergehenden Aufgaben. 

II. XJm die Construction etwas abziikiirzen, kann man bei dieser Auf- 
gabe auch, wie folgt, verfaliren: Man ziehe nnr zwei Paar Gerade (I), etwa 
Stas und (S®, SIS und 35®, welche der Tangente A in den Puncten a 
und a, h und p begegnen, und ziehe sofort aus dem im Hiilfskreise M 
beliebig angenommenen Puncte P (vergL Aufg. 1) die Strahlen Pa und 
Pa, PB und P% welche den Kreis in und a„ b und p, schneiden, und 
ziehe ferner die Geraden apj und die sich in einem Puncte p, 

sowie die Geraden ah und einem Puncte t schneiden, 

lege weiter die Gerade pt, die den Ereis M im Allgemeinen in zwei 
Puncten r und s schneiden wird, und ziehe endlich die Strahlen Pr und 
Pa, so wei'den diese der Geraden A in den gesuchten Puncten r und § 
begegnen. 

Aufgabe 5. 

yjWenn von einem Kegelschnitte vier Tangenten and ein 
Punct gegeben sind, so soli man die Tangente finden, welche 
den Kegelschnitt in diesem Puncte beruhrt.“ 

Es seien A, P, 6 , D die gegebenen vier Tangenten und St der ge- 
gebene Punct. Es heissen die Puncte, in welchen A von P, P, P ge- 
schnitten wird, beziehlich a, B, c, und die Puncte, in welchen P und O', 
P und P, C und P einander schneiden, beziehlich bj, Cj. Man ziehe 
die Strahlen Slo^, Slb^, SlCj, und nenne die Puncte, in welchen sie die 
Tangente A treffen, beziehlich a, p, 7 , Sodann suche man auf dieselbe 
Weise, wie bisher, mittelst der Punctepaare a und a, B und p, c und 7 
in der Geraden A die Puncte x und und ziehe sofort die Strahlen Sir 
und Sl§, so wird jeder von diesen der Aufgabe geniigen. — Uebrigens 
Jassen sich die zwei Puncte r, § auch'hier durch dasselbe abgekurzte Ver- 
fahreu finden, wie bei der vorigen Aufgabe (Aufg. 4, 11), wozu man niim- 
lich nur zwei der drei Punctepaare, etwa a und a, B und p, nothig hat. 

Aufgabe 6 . 

jjWenn drei Puncte und zwei Tangenten eines Kegelschnit- 
tes gegeben sind, so soil man die Puncte finden, in welchen 
derselbe die Taingenten beruhrt.^^ 

Man bezeichne die gegebenen Tangenten durch B, C und irgend zwei 
der drei gegebenen Puncte durch a, a. Man ziehe die Gerade a a und 
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nenne die Puncte, in welclien sie die B und C schneidet, B und p, und 
suche sodann anf die namliche Weise, wie oben, (Aufg. 4, II) in der Gera- 
den a a (dort A) die zwei Puncte r und Nun lege man ferner durcli 
den dritten gegebenen Punct und einen der beiden anderen, a oder a, eine 
Gerade, und sucbe auf ganz gleiche Weise in ibr die zwei Puncte und 
Sodann ziebe man die vier Geraden rrj, und so wird jede 

von diesen insbesondere die Tangenten C in solcben Puncten scbneiden, 
in welcben sie von einem und demselben durcb die drei gegebenen Puncte 
gebenden Kegelscbnitte beriibrt werden. Die vorgelegte Aufgabe lasst dem- 
nacb im Allgemeinen vier Auflosungen zu, oder es giebt im Allgemeinen 
vier Kegelscbnitte, welcbe die drei gegebenen Puncte sowie die zwei ge- 
gebenen Tangenten gemein baben*). Die Aufgabe wil'd (oder die Kegel- 
scbnitte werden) unmoglicb, wenn eines der genannten Punctepaare r und 
und nicbt reell ist. Dieser Fall lasst sicb aber, obne vorberige 
Construction, unmittelbar aus der gegenseitigen Lage der gegebenen fiinf 
Elemente erkennen, namlicb er tritt ein, wenn die gegebenen Puncte, in 
Riicksicbt auf die durcb die Tangenten By C gebildeten Winkel, in 
Nebenwinkeln (aber keine zwei derselben mit dem Durcbscbnitte der' 
Tangenten in einer Geraden) liegen. Besondere oder GrenzfaUe entsteben, 
wenn entweder die drei gegebenen Puncte in einer Geraden, oder zwei 
derselben mit dem Durcbscbnitte der Tangenten By C in einer Geraden 
liegen; u. s. w. 


Aufgabe 7. 

„Wenn drei Tangenten und zwei Puncte eines Kegelscbnit- 
tes gegeben sind, so soli man die Tangenten finden, welcbe 
denselben in jenen Puncten berubren." 

Man bezeicbne die gegebenen drei Tangenten durcb By Gy D und die 
gegebenen zwei Puncte durcb a, a, und ferner die gegenseitigen Durcb- 
scbnittspuncte der Tangentenpaare B und Cy B und Dy C und D bezieb- 
licb durcb S), (S, 35. Man ziebe die Gerade aa und nenne die Puncte, 
in welcben sie das eine Tangentenpaar, etwa B und C, scbneidet, B und p, 
und sucbe sodann in der Geraden aa zu den zwei Punctepaaren a und a, 
B und p das durcb dieselben bestimmte Punctepaar r und (Aufg. 4, IT). 
Aebnlicberweise sucbe man zu dem gegebenen Punctepaare a und a, und 
zu dem Punctepaare, in welcbem die Gerade aa von einem anderen Tan- 
gentenpaare, etwa von B und By gescbnitten wird, das durcb dieselben 
bestimmte Punctepaar und Sodann ziebe man die Strablen 2)r 


*) Yergl. Memoir e sur les Ugnes du second ordrCy par Brianckon^ Capitaine d’Ar- 
tillerie, ancien eleve de TEcole Polytecbniqne. Paris 1817 p. 47; und Abhang. geom. 
Gestalten, S. 285 (Cf. S. 432 dieser Ausgabe). 
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und S)§, ©Ti und (SiSj, bezeichne die Durchscbnittspuncte von Sr 
und gr,, 2)r und gg,, und gti, 2)^ und beziehlich durch 
Uy .Xy y, ^ und ziehe' endlicli die Geradenpaare ua und ua^ xa und ^a, 
yaundya, zd und 2 a, so wird jedes von diesen, fiir sicli genommen, der 
vorgelegten Aufgabe genugen, d. h. je zwei solclie Gerade berxihren in den 
zugeborigen Puncten a und a einen bestimmten Kegelschnitt, welcher eben- 
falls von den drei gegebenen Geraden C, D beriilirt wird. Demnach. 
liisst die Aufgabe im AUgemeinen vier Auflosungen zu, oder es finden 
vier Kegelschnitte statt, welcbe sowohl die drei gegebenen Tangenten, als 
die zwei gegebenen Puncte gemein haben, u. s. w. 

Mttelst der vorstebenden Aufgaben (2 bis 7) lassen sicb nunmebr 
aucb die folgenden Doppelauigaben, welche, wie man bemerken wird, 
theils ZiisammensetzLingen tbeils besondere Falle von jenen sind, leicbt 
losen. 


Aufgabe 8. 

„Die gegenseitigen Durchscbnittspuncte einer gegebenen 
Geraden und eines Kegelschnittes, von welchein 

a) vier Puncte und eine Tangente, oder 

b) vier Tangenten und ein Punct 
gegeben sind, zu finden." 


Aufgabe 9. 

„Diejenigen Geraden, die durcb einen gegebenen Punct 
geben und einen Kegelschnitt berubren, von welchem 

a) vier Tangenten und ein Punct, oder 

b) vier Puncte und eine Tangente 
gegeben sind, zu finden." 


Aufgabe 10. 

„Die gegenseitigen Durchscbnittspuncte einer gegebenen 
Geraden und eines Kegelschnittes, von welchem 

a) drei Puncte und zwei Tangenten, oder 

b) drei Tangenten und zwei Puncte 
gegeben sind, zu finden." 


Aufgabe 11. 

jjDiejenigen Geraden, die durch einen gegebenen Punct 
geben und einen Kegelschnitt berubren, von welchem 

a) drei Tangenten und zwei Puncte, oder 

b) drei Puncte und zwei Tangenten 
gegeben sind, zu finden." 
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A u f g a b e 12. 

„Die gegenseitigen Durchschnittspuncte einer gegebenen 
Geraden und eines durch 

a) vier Puncte und die Tangente in einem derselben, oder 

b) vier Tangenten und den Beriilirungspunct einer der- 
selben 

gegebenen Kegelsclrnittes zu finden.“ 

A u f g a b e 13. 

„Diejenigen Geraden, welche durcli einen gegebenen Punct 
gelien und einen durch 

a) vier Tangenten und den Beriihrungspunct einer der- 
selben, Oder 

b) vier Puncte und die Tangente in einem derselben 
gegebenen Kegelschnitt beriihren, zu finden.‘^ 

A u f g a b e 14. 

„Die gegenseitigen Durchschnittspuncte einer gegebenen 
Geraden und eines durch 

a) drei Puncte und die Tangenten in zwei derselben, oder 

b) drei Tangenten und die Beriihrungspuncte von zwei 
derselben 

gegebenen Kegelschnittes zu finden.‘‘ 

A u f g a b e 15. 

„Diejenigen Geraden, welche durch einen gegebenen Punct 
gehen und einen durch 

a) drei Tangenten und die Beriihrungspuncte von zwei 
derselben, oder 

b) drei Puncte und die Tangenten in zwei derselben 
gegebenen Eegelschnitt beriihren, zu finden.^^ 

Wie man sieht, lassen sich z. B. die Aufgaben 8 und 9 mittelst der 
Aufgaben 4 und 5 auf die Aufgaben 2 und 3 zuriictfuhren, ebenso die 
Aufgaben 10 und 11 mittelst der Aufgaben 6 und 7 auf die Aufgaben 
2 und 3 u. s. w., woraus die Zahl der Auflosungen, welche jeder der gegen- 
wMgen Aufgaben moglicherweise zukommen kbnnen, leicht zu flnden ist. 

A u f g a b e 16. 

„Wenh von zwei Kegelschnitten zwei gemeinschaftliche 
(oder Durchschnitts-) Puncte und ausserdem von jedem insbe- 
sondere irgend drei Puncte gegeben sind, so soil man ihre 
iibrigen zwei gemeinschaftlichen Puncte, sowie ihre vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten finden," 
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Es mogen die Kegelschnitte durch K und , ilire gegebenen zwei 
gemeinscliaftliclien Puncte durch Sft, die iibrigen gegebenen drei Puncte 

des Kegelschnittes K durch §1, 25, (S, die des durcli 21^, 23i, be- 

zeicbnet und die gesucMen zwei gemeinscbaftlicben Puncte r, § genannt 
werden; dann kann die Aufgabe unter anderem z. B., wie folgt, gelost 
werden: 

Man ziehe etwa die Geraden und 23®, g®, sucke die Puncte 
und b,, q, in weloken sie (ausser in 0% und ®) zum zweiten Mai 
schneiden — welches bekanntlich mittelst des Lineals allein leicht ge- 
schehen kann, da fiinf Puncte von gegeben sind — ziehe sofort die 
Geradenpaare 2125 und 21 (S und nenne die Puncte, in welchen 

sie sich kreuzen, beziehlich p, q, und ziehe die Gerade pq, so ist diese- 
eine (der gegebenen 9ft® zugeordnete) gemeinschaftliche Secante der zwei 
Kegelschnitte AT, so dass also nur noch nothig ist, die Durchschnitte 

derselben mit einem der letzteren zu finden (Aufg. 2, a), urn die in der 

Aufgabe verlangten Puncte r, § zu haben. 

Um andererseits die vier gemeinschaftlichen Tangenten zu fmden, 
nehme man in der gegebenen Secante 9ft @ irgend einen Punct ^ an 
(welcher aber ausserhalb der Kegelschnitte liegt), ziehe aus demselben 
an jeden Kegelschnitt zwei Tangenten, suche sofort mittelst des Lineals 
die Beriihrungspuncte a und und derselben und ziehe sodann die 
Geradenpaare aa^ imd ah^ und ba^^ die sich beziehlich in den Puncten 

I schneiden, welche zugleich die Durchschnittspuncte der zwei ge- 
siichten Paare gemeinschaftlicher Tangenten sind, so dass also diese letz- 
teren sofort nach Aufgabe 3 gefunden werden. 

Eine einfachere Auflosung der vorgelegten Aufgabe werde ich an 
einem anderen Orte mittheilen und beweisen. 

Aufgabe 17. 

„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei gemeinschaft- 

liche Tangenten Ji, und ausserdem von jedem insbesondere 
irgend drei Tangenten, etwa % S, g und gegeben sind, 

so soli man ihre iibrigen zwei gemeinschaftlichen Tangenten 
sowie ihre vier gemeinschaftlichen Puncte finden. “ 

Heissen die Puncte, in welchen A und von a, 6 , c geschnitten 
werden, beziehlich a, B, c und c^. Aus jedem der letzteren drei 

Puncte lege man an eine zweite Tangente (welche namlich ausser der 
schon vorhandenen A^ noch stattfindet), nenne die Puncte, in welchen sie 
die A schneiden, beziehlich a, p, 7 , suche sofort mittelst des Hiilfskreises 
in der Geraden A zu den drei Punctepaaren a und a, B und p, c und y 
die zwei Puncte x und ^ und lege endlich aus jedem dieser Puncte eine 
(zweite) Tangente an K (oder K'^), so werden dieselben auch (oder K) 
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berilhren, unci mitliin die gesucliten zwei gemeinschaftliclien Tangenten 
sein. — Die gemeinschaftliclien Piincte der Kegelschnitte werden sofort 
auf eine entsprechende Weise gefunden, wie bei der vorigen Aufgabc die 
gemeinschaftlichen Tangenten. 

Es lassen sich nun welter eine Menge Aufgaben aufstellen, welclie 
aus den zwei letzten (16 und 17) and aus den friiheren Aufgaben zu- 
sammengesetzt sind, wie z. B. die folgenden: 

A u f g a b e 18. 

jjWenn you zwei Kegelschnitten zwei gemeinscliaftliche 
Puncte und nebstdem von jedem insbesondere irgend drei 
Tangenten gegeben sind, so soli man Hire iibrigen gemein- 
schaftliclien Puncte, sowie ihre gemeinschaftliclien Tangenten 
finden.‘‘ 

A u f g a b e 19. 

„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei gemeinscliaftliche 
Tangenten und nebstdem von jedem insbesondere irgend drei 
Puncte gegeben sind, so soil man ihre iibrigen gemeinschaft- 
lichen Tangenten, sowie ihre gemeinschaftlichen Puncte fin- 
den.^' U. s, w. 

Die Losung aller solcher Aufgaben hat, wie die obigen Beispiele zur 
Geniige zeigen, gar keine Schwierigkeit, so dass ich es nicht fiir nothig 
erachte, mich welter darauf einzulassen. Deiin man wird leicht bemerken, 
dass z. B. die Aufgabe 18 im Allgemeinen zufolge der Endbemerkung in 
der Auflosung von 7, 16 Falle lunfasst, wovon jeder insbesondere sich auf 
die Aufgabe 16 bringen lasst. Aehnlich verhalt es sich mit 19. 

Von den Aufgaben uber Kegelschnitte will ich hier nur noch das 
folgende Paar hinzufiigen: 

Aufgabe 20. 

„In einen durch irgend fiinf Puncte (oder durch irgend fiinf 
Bedingungen) gegebenen Kegelschnitt ein 7^-Eck zu beschreiben, 
welches zugleich irgend einem gegebenen n-Eck umschrieben 
ist (d. h. dessen Seiten zugleich nach bestimmter Ordnung durch 
n beliebige gegebene Puncte gehen).“ 

Aufgabe 21. 

„Um einen durch irgend fiinf Tangenten gegebenen Kegel- 
sclinitt ein ^^-Eck zu beschreiben, welches zugleich irgend einem 
gegebenen :/^-Seit eingeschrieben ist (d. h. dessen Ecken zugleich 
nach der Reihe in n beliebigen Geraden liegen).^‘ 

Von diesen zwei Aufgaben hat die erste, oder vielmehr nur ein be- 
sonderer Fall derselben, eine seltene Beriihmtheit erlangt, indem namlich 
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die bedeutendsten Mathematiker sicb damit beschffigt haben"^). Das 
Terfabjen, durch welcbes dieselbe mittelst der Mer gestatteten Hiilfsmittel 
gelost werden kann, bestebt der Hauptsacbe nach z. B. in Folgendem: 

Der Kegelscbnitt beisse Ifg und das gegebene ^-Eck N^. Durch irgend 
drei der fimf gegebenen Pimcte des Kegelscbnittes, die etwa durch 
c. bezeicbnet -werden mogen, ist ein Kreis bestimmt; er beisse M^. Zi\- 
vorderst lassen sich nun mittelst des Hiilfskreises M die Aebnlicbkeits- 
puncte A und I der Kreise finden (wozu man von nicbt mehr 

als jene drei Pimcte notbig bat). Mittelst A und I bestimme man irgend 
zwei neue Puncte des Keises etwa bj, e^. Sodann lasst sich ftir 
und da von jedem fiinf Puncte gegeben sind, ein Projectionspunct (der 
namlich in den meisten Fallen der Durchschnittspunct zweier gemein- 
scbaftlicben Tangenten derselben ist) finden; er beisse P. Mittelst P und 
einer gemeinscbaftlichen Secante von 31^ und ilfg, etwa der Secante 
findet man sofort das zu gehorige ^-Eck welches dem zu ge- 
horigen gegebenen ?^-Ecke entspricbt; und sodann findet man ferner 
mittelst A und I leicbt das zu if gehorige n-Eck welches dem zu 
geborigen y^-Ecke entspricbt. Hierauf bescbreibe man mittelst des 
Lineals allein in den gezeicbnet vorliegenden Ki’eis M ein ?^-Eck wel- 
ches zugleich dem gegebenen ?^-Eck N umscbrieben ist"^* **) ), suche sofort 
mittelst A und / das ihm in Bezug auf den Aebnlichkeitspunct A (oder /) 
entsprecbende, ziim Kreise iij gehorige ^^-Eck 511^, und sodann (mittelst 
P und das diesem entsprecbende zum Kegelschnitte gehorige 
^-Eck so wird dieses letztere der Forderung der Aufgabe genugthun. 
Auf entsprecbende Weise kann auch die andere Aufgabe (21) gelost 
werden. 

Anmerkung. Die vorstehenden Aufgaben, von der zweiten an, sind, 
wie man bemerken whd, nach dem sogenannten Gesetze der Dualitat ein- 

ander paarweise zugeordnet, namlich: 2 und 3, 4 und 5, . . ., 20 und 21. 

* 

* 


Aufgabe 22. 

5 ,Wenn irgend ein Punct (Fig. 25) eines Kreises und dessen 
Mittelpunct if^ gegeben sind, wovon der letztere jedoch als un- 
zuganglich vorausg|esetzt wird, so soil man beliebig viele an- 

*) Man sehe KlugePs Matliematisches Worterbucli, Th. III. Art. Kreis, 
§ 11^5 S. 155 und ausserdem die spateren Arbeiten fiber denselben Gegenstand von den 
Mathematikern Gergome^ Encontre, Servois, Rochat, Brianehon, Poncelet^ Lhuilier^ etc., 
in den Annales de MatMmatiques ^ t. 1. und YIII., im Journal de VEcole Polytechnique^ 
caMer X., etc. 

**) Dieses gescMeht z. B. nach dem Verfabren , welches Poncelet in den Annales 
de MatMmatiques^ iVTU. zuerst bekannt gemacht hat. 
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dere Puncte des Kreises finden.^ Wenn z. B. der Punct durch 
irgend einen hohen Gegenstand, etwa durch einen Thiirm oder Baum etc., 
der sich auf einer kleinen Insel oder in der Mitte einer Stadt befindet, 
gegeben ist, so dass man nicht leicht von alien Seiten durch den Eaum 
RS hindurch zu demselben gelangen, wohl aber ihn aus dem Puncte 
und aus anderen Puncten My A, ... sehen kann, und wenn verlangt 
wird, man soil um das die Insel umgebende Wasser RS oder um die 
Stadt einen kreisformigen Weg, Kanal etc. herumfuhren, welcher durch 
den gegebenen Punct gch]^, und in dessen Mittelpunct der Gegenstand 

steht, so kann ein Mann allein mit wenig Hiilfsmitteln, namlich 
mittelst Staben und einer Kette (oder Schnur) von bestimmter Lange be- 
liebig viele Puncte, diuch welche der genannte Weg etc. fiihrt, wie folgt, 
finden: 

Man setze in einen Stab und nehme in der Eichtung nach 

welcher sichtbar ist, zwei beliebige gleiche Strecken, etwa a^m=mny 
und setze in 7i ebenfalls Stabe. Auf einem obenen Platze stecke man 
eine Gerade aS ab, welche mit a^mn parallel ist (§ 6, I), setze in dem 
Puncte My den man als Mittelpunct des Hiilfskreises annimmt, einen Stab, 
der von einem an dem einen Ende der Kette befindlichen Einge lose um- 
schlossen wird, und nehme Ma — Mb— der Lange der Kette und setze 
in a und h Stabe. Nun setze man ferner in Ay wo sich die Geraden 
a^a und M^M kreuzen, sowie in ly wo sich die Geraden a^h und M^M 
durchschneiden, einen Stab, so lassen sich alsdann mit Hiilfe dieser Vor- 
bereitungen leicht so viele Puncte des Kreises finden, als man will. 
Denn man spanne z. B. die Kette nach einer beliebigen Eichtung, etwa 
nach c hin, aus, setze Her einen Stab und spanne sie sodann nach der 
gerade entgegengesetzten Eichtung bis d aus, und setze Her auch einen 
Stab, so ist sowohl der Durclischnitt der Geraden Ac und dly als der 
Geraden Ad und cly also sowoH als ein Punct des Kreises M^. 

Fanden solche Hindernisse statt, dass man nicht fiber den Eaum R 
hinwegsehen, also nicht aus A xmd I nach sehen konnte, so wfirde 
man vorerst nur die erforderliche Menge von Puncten langs des sichtbaren 
Bogens a^d^ bestimmen und sodann den Hfilfskreis anderswo annehmen, 
um einen neuen Bogen zu erhalten oder um den vorigen zu verlangern, 
und so wfirde man fortfahren, bis der Kreis voUstandig ware. 

Waren anstatt des Mittelpuuctes des zu construirenden Kreises 
und des einen Punctes in dem Umfange desselben irgend drei Puncte 
des letzteren, etwa d^^ e^y gegeben, so liesse sich die Aufgabe z, B. 
folgendergestalt losen: 

Man stecke irgend ein Dreieck ade ab, dessen Seiten den Seiten des 
gegebenen Dreiecks a^d^e^ beziehlich parallel sind; suche den Mittelpunct 
M des Kreises ade (d. h. des dem Dreiecke ade umschriebenen Kreises)^ 
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sowie die Aelinliclikeitspuncte I der Kreise ade^ und verfahre 

sodann ebenso, wie oben. "Dm iiamlich z. B. die Gerade acZ mit der durch 
die zwei Puncte und d^ gegebenen Geraden a^d^ parallel zu zieben, ist 
es nothig, die letztere fiber einen ihrer Endpuncte Mnaus zu verlangern, 
um in dieser Veiiangerung zwei gleiche Strecken annehmen zu koniien, 
wie vorbin die Strecken a^m — mn. Dieses Verlangern ist aber bekannt- 
licb aucb in demjenigen Ealle mdglicb, wo weder einer der beiden End- 
puncte ^15 d^ aus dem anderen zu seben, nocb die zwiscben ibnen befind- 
licbe Strecke (von bis zuganglicb ist, sondern wenn nur dieselben 
von der Seite ber, wie etwa aus J 5 , sicbtbar sind"^). Gleicbes gilt von 
den fibrigen Seitenpaaren ae und de und d^e^. Die einander abn- 
licben Dreiecke a^d^e^^ ade sind alsdann entweder gleicbliegend oder 
ungleicbliegend; im ersten Ealle, welcber in der gegenwartigen Figur 
stattfindet, scbneiden sicb die Geraden, welcbe durcb die entsprechenden 
Ecken der Dreiecke geben, wie etwa die Geraden a^a und im aus sere n 
Aebnlicbkeitspuncte -A, u. s. w. 

'*•■) Man sehe „Haiidbiich des Feldmessens und Nivellirens“ you Crelle^ 
Berlin 1826, §67, S. 116, wo unter anderen auch diese Aufgabe mit Umsicht be- 
handelt wird. 



Anmerliimgen 

zu den Ablaaudluugen des ersteu Baudes*). 


Einige geometrische Betrachtungen. 

1 ) S. 51, Satz (c). Wenn die beiclen Kreise M^, eiiiander aiisserlich 
beriihreii, so kann auch der Fall eintreten, dass einer der beiden Kreise 
z. B. mg die drei iibrigen einschliessend beriihrt, und es ist alsdann nicht 

sonderii 

7 \ 

Deshalb ist bier durch den Zusalz, dass die Kreise m^, mg sich ausserlich beriihren 
sollen, die von Steiner augegebene Gleichung richtig gestellt worden, des anderen 
Falles aber in einer S. 50, Z. 4 dem Beweise des Satzes (c) hinzugefiiglen Be- 
merkung Erwahnung geschehen, was nolhig war, w^jl spater (S. 62) gerade dieser 
Fall in Betracht kommt. 


*) In diesen Anmerkungen sind diejenigen Stellen der im vorliegenden Bande ent- 
haltenen -^iemer’schen Ai’beiten angegeben, an denen bei der Revision Irrthiiiner, die 
sick nicht sofort als Schreib- oder Rechenfehler zu erkennen gaben, bemerkt worden 
sind, Oder welche einer Erlauterung zu bediirfen schienen. Dabei ist jedoch Folgen- 
des zu bemerken. Bei der grossen Menge von Satzen, die Steiner ohne Beweis giebt, 
war es unmdglich, die Richtigkeit aller dieser Satze festzustellen. Dieselben sind daher 
durchgehends so, wie Steiner sie ausgesprochen, beibehalten worden, selbst wenn sie zu 
Bedenken Anlass gaben. Grammatikalische Verstosse und stylistische Unebenheiten, die 
sich an manchen Stellen fanden, sind da, wo es ohne eingreifende Yeranderung des 
Textes geschehen konnte, beseitigt worden. Einige Abweichungen des Textes der neuen 
Ausgabe von dem ursprunglichen haben aber darin ihren Grund, dass in den im Orelle"- 
schen Journal erschienenen Abhandlungen Steiner*^ von der Hand des Herausgebers, wie 
aus den erhaltenen Manuscripten hervorgeht, an einigen Stellen stylistische Yerande- 
rungen vorgenommen worden sind, welche in den meisten Fallen keine Yerbesserungen 
waren, so dass es angemessen erschien, solche Stellen in der ursprunglichen Fassung 
abdrucken zu lassen, W, 
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2) S. 62, Z. 4. Im Original finden sich stall der hier angegebenen drei 
Gleichungen die folgenden: 


A 

R 


+2 = 


R, 


P 

R 


- 1 - 2 : 


A 

rI 


R 


- -}--2 : 


R. 


welche nacli dem eben Bemerklen nicht richtig sind, Gleichwolil ist die End- 
formel (2) richtig, was sich dadurch erldart, dass in der Rechnung zweimal ein 
Zeichenfehler vorkommt. 


3) Es kbnnte scheinen, als ob Steiner die in No. 29 behandelle Aufgabe nicht 
vollstandig gelost habe. Denn einmal betrachlel er nur den Fall, wo je zwei der 
gegebenen Kreise einander ausserlich beriihren, und zweitens lasst er 

ausser Acht, dass es nicht inimer einen Kreis giebt, der die gegebenen Kreise alle 
drei einschliessend beriihrt, dann aher zwei Kreise, welche jeden der gegebenen 
ausserlich beriihren, existiren. Indessen reichen die Schlussgleichungen (8, 9) zur 
Erledigung der Aufgabe in alien Fallen aus. Wenn naralich von vier Kreisen, 
deren Mittelpuncte nicht in einer geraden Linie liegen, jeder die drei anderen be- 
riihrt, so kdnnen nur zwei Falle eintreten: entweder beriihren je zwei einander 
ausserlich, und dann gilt die Gleichung (8), oder drei beriihren einander ausserlich, 
der vierte aber beriihrt jeden von ihnen einschliessend, und dann bestehl, wenn 
man unter Q den reciproken Werth des Radius des letzteren Kreises versteht, die 
Gleichung (9). Setzt man ferner fest, dass in dem zweiten Falle der Radius des 
Kreises, welcher die iibrigen einschliessend beriihrt, als eine negative Grosse be- 
trachtet werden solle, so gilt die Gleichung (8) ganz allgemein. Aus derselben 
erhalt man dann, wenn die Kreise M^y als gegeben angenommen werden, 

fiir q zwei Werthe, die mit q\ bezeichnet werden mogen; 

q" = qi-+-qi-+-q3 — 

Daraus folgl 

q'q" = q^,+ql+ql-^,q,-2q^q-2q^q,_ 

= iVii +Vq2+Vqz) (Viz + - V^h) iViz + -V^) (l/y. + V<?2 - Vqz)- 

Beriihrt nun von den gegebenen Kreisen jeder die beiden anderen ausserlich, so 
sind q^, q^, q^ alle drei positiv, von den drei Grossen 

— y?i’ y^s+y^i — y^s* yii+ys'a — y^ 

aber kann eine negativ oder gleich Null sein; es ist also q^ stets positiv, aber 
kann sowohl einen positiven als einen negativen Werth erhalten, und auch gleich 
Null werden. Der zu q^ gehorige Kreis beriihrt die gegebenen Kreise stets ausser- 
licli, der zu q'^ gehorige dagegen beriihrt dieselben ausserlich oder einschliessend, 
je nachdem q^^ positiv oder negativ ist, und geht in eine gerade Linie iiber, wenn 

Beriihrt einer der gegebenen Kreise, z. B. M^, die beiden anderen ein- 
schliessend, so ist in den vorstehenden Gleichungen q^ negativ zu nehmen, so dass 
sich als eine positive Grosse ergiebt. Es ist aber, da q^ dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als jede der Grossen q^, q^ ist, auch und somit 

sowohl q^ als q^^ positiv. Es existiren demnach in diesem Falle zwei Kreise, 
welche beide die gegebenen ausserlich beriihren. 

4) S. 75, Z. 27. Die Gleichung 

q = f- 2«;6* 
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ist in No. 27 nur fiir den Fall, class ^ eine ganze Zahl ist, bewiesen worden, 
wahrend bier dieser Grosse beliebige Werthe sollen beigelegt werden konnen. 

Ueber die Theilung der Ebenen und des Raumes. 

5) S. 82, Z. 17. Es wird hierbei vorausgeselzt , dass wenigstens zwei 
Systgme von Parallelen vorhanden seien. 


Verwandlung und Theilung spharischer Piguren (lurch Construction. 

6) Die Figuren zu dieser Abhandlung sind unter Anwendung stereometriscber 
Projection neu gezeichnet worden, so dass sammtliche Winkel in der Zeichnung den 
Winkeln, deren Bild sie vorstellen, gleich sind. 


7) S. 115, Z. 12. Die letzten Angaben sind nicht richtig; denn ware HG 
mit PC parallel, so hatte man 


Oder 


wahrend 


APCH= APCG 

PIL+ILCK+CKH = PIL+PFI+ILCK-^FIKG, 
A CKH = A PFI+FIKG, 

A CKH = A FIKG 


werden soil. 


Aufgaben und Lehrsatze. 

8) S. 128, Lehrsatz 10- Wie Sterner an einer anderen Stelle (S. 454, 
Lehrsatz 78) selbst bemerkt, ist der besondere Fall bier unrichlig angegeben, denn 
es treflen sich nicht nothwendig alle vier Lothe in einem Puncte, sobald sich irgend 
zwei von ihnen schneiden, sondern es folgt dann nur, dass auch die beiden anderen 
Lothe sich schneiden 

R 

9 ) S. 130, Z. 5. In der Formel fiir findet sich im Original ein 

Irrthum. 


Bemerkungen zu einer Aufgabe in Crelle's Journal Band III. 

10 ) In den Gleichungen (7, 8) auf S. 166 und in den Gleichungen (III, V) 
auf S. 168 finden sich im Original Irrthiimer. 


Th^or^mes relatifs aux sections coniques- 


11 ) S. 202, Z. 11 v.u. 
S. 202,' Z, 10 V. u. 
S. 203, Z. 3 V. u. 

gesetzt worden. 


ist circonscrites statt inscrites, 
sommets statt cotfe, 

passant par les trois points a, p, y statt circonscrite 
au quadrilal^re 


Cercles touchant trois droites, et spheres toiichant quatre plans. 

12 ) S. 214. In der Formel fur sin|-T findet sich im Original ein Irrthum. 

13 ) S. 218. In den Gleichungen (7) und (8) kann nur das obere Zeichen 
gelten, da unter den gemachten Voraussetzungen a — c — a — b — d sammt- 
lich positiv sind. 
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Anmerknngen. 


Th<5or^mes sur rHexagrammum mysticura. 

14 ) S. 224 uad 225. Die hier aufgestellten Satze bediirfen einer Berichti- 
giing, die von Steiner selbst in der „Systematiscben Entwickelung“ (S. 451 dieser 
Ausgabe, Lebrsatz 54) gegeben worden ist, nachdem bereits Plucher Journal, 

B. V. S. 280) an die Stelle der Satze 3^ bis 8*^ die folgenden substituirt hatte: 

3^. Ces vingt points appartiennent 3^. Ces vingt droites concourent 

^ quinze droites o, dont cbacune en con- en quinze points par chacun desquels 
tient quatre, de sorte que par chacun en passent quatre, de sorte que chacune 

des vingt points passent trois de ces des vingt droites contient trois de ces 

quinze droites. quinze points. 

4*^. Les soixante points P sont les poles respectifs des vingt droites D. 

5^. Les vingt points p sont les poles respectifs des vingt droites d 

6^. Les quinze points zcr sont les pMes respectifs des quinze droites S. 


Thdor^mes de gdomdtrie. 

16 ) S. 225—227. Die hier aufgestellten Theoreme sind zum Theil schon 
in vorhergehenden Abhandlungen Sterner" % erledigt. (Man vergl. S. 17 — 76 und 
S. 129, Lehrsatz 12 dieser Ausgabe.) 


Systematische Entwickelung der Abhangigkeit geonietrischer 
Gestalten von einander. 

16 ) Von dieseni Werke, das laut der Vorrede auf sieben Theile angelegt 
war, ist nur der erste Theil erschienen. In dieser Ausgabe desselben sind einige 
Veranderungen in den Bezeichnungen vorgenommen worden, indem das von Steiner 
im Allgemeinen befolgte Princip, Puncte durch deutsche, Gerade diirch lateinische 
und Ebenen durch griechische Buchstaben zu bezeichnen, stronger als im Original 
durchgefiihrt ist. Als Regel ist dabei festgehalten, Ideine Buchstaben anzuwenden, 
wenn die zu bezeichnenden Puncte, Geraden und Ebenen als Elemente eines Ge- 
bildes auftreten, dagegen den Mittelpunct eines Strahlbiischels und die als Trager 
einer Punctreihe betrachteten Geraden durch grosse Buchstaben zu bezeichnen. Con- 
sequenterweise hatte auch zur Bezeichnung der Axe eines Ebenenbiischels liberall 
ein grosser lateinischer Buchstabe gebraucht werden sollen, doch ist, urn zu starke 
Aenderungen zu vermeiden, hiervon mehrfach, namentlich in dem letzten Abschnitte 
des Werks und in der „ Allgemeinen Anmerkung** abgewichen worden. 

17 ) S. 251 (8). Obwohl Steiner in der Anmerkung auf S. 247 darauf 
hingewiesen hat, dass man, uni aus dem Werthe eines Doppelverhaltnisses , wenn 
drei seiner Elemente gegeben sind, das vierte unzweideutig bestimmen zu konnen, 
die Verschiedenlieit der Lage der Elemente gegen einander durch die Zeichen -H 
und — bemerklich machen miisse, so hat er doch von diesem Hiilfsinittel nirgends 
Gebrauch gemacht, und deswegen auch den Werth eines Doppelverhaltnisses aus 
vier harmonischen Elementen nicht, wie es gegenwartig allgemein geschieht, gleich 
— 1, sondern schlechthin gleich 1 angegeben. 

18 ) S. 258, Z. 3. Die Figur 1, auf die hier verwiesen wird, ist fiir den 
vorliegenden Zweck niclit passend angeordnet, weil hier vorausgesetzt wird, dass 
die Puncte a, B durch die Puncte c, h harmonisch getrennt werden. 

19 ) S. 294, Z. 32 rechts. Hier ist n-Seit statt n-Eck gesetzl worden. 
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20) S. 304. In der Anmerkung steht im Original statt der Formel 

3.4.5...(n — 1) 

irrthumlicherweise 

3.4.5. ..n. 

21) S. 352, Z. 20. Steiner bezieht sich hier auf die in seinen spatereii 
Vorlpsungen eingefiihrten Punct- und Strahlensysleme (Involutionen) , die aus pro- 
jectivisch auf einander bezogenen einfachen Gebilden bei involutorischer Lage der- 
selben entspringen, sowie auf das ebene Polarsystem (Involutionsnetz). 

22 ) S. 359, Z. 9 links. Hier ist „Vierseits"‘ statt ,,Vierecks'" gesetzt worden. 

23 ) S. 388, Anm. Unter dem „rechtwinkligen dreiflachigen KorperwinkeP' 
ist hier ein solrbes DreijQach zu verstehen, in welchem zwei Ebenen senkrecbt zu 
einander stehen; die dritte Ebene heisst dann die „Hypotenusen-Flache“. 

24 ) S. 396, Z. 1 und 2 v. u. Vgl. die vorbergehende Anm. (20). 

25 ) S. 442. Die Frage (15) muss modificirt werden, da der gesuchte Ort 
der in Rede stehendeu Geraden nicht eine Flache bildet, sondern das gesammte 
Secanten- System einer Raumcurve dritter Ordnung. 

Geometrische Constructionen. 

26 ) S. 472, Z. 15 V. u. Hier ist 

CEiED = CBiDB 

statt 

CEiED = DB : CB 

gesetzt worden. 

27 ) S. 479, Z. 4 V. u. Hier ist 

]§t statt fi 

gesetzt. 


B e r i c li t i g u n g. 

S. 359, Z. 7 recMs muss es heissen 

(aao) statt (aag). 
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